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OZET

Siirekli Kesirler ve Bazi Diofant Denklemlerin
Coziimleri

Nazlihan ERTEN

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dog¢. Dr. Murat ALAN

Bu calismada Siirekli Kesirlerin teorisi ve uygulamalar tizerinde durulmustur.Birinci
boliimde literatiir incelemesi ve tezin amaci belirtilmistir. Ikinci béliimde
Sonlu,Sonsuz ve Periyodik Siirekli Kesirlerin ifade edilisleri ve yakinsaklarinin
bulunusu  gésterilip,uygulamalarla  desteklenmistir.Ucilincii ~ béliimde siirekli
kesirler yardimiyla pell denklemlerinin ¢6ziimii anlatilmistirSon boéliimde ise

x?—5y? = —11¢ denkleminin ¢6ziimleri incelenmistir.
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their convergence are shown and supported with applications. In the third chapter,
the solution of pell equations with the help of continuous fractions is explained. In

the last chapter, the solutions of the equation x> —5y? = —11¢ are examined.
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GiRiS
1.1 Literatiir incelemesi
Bu calismada pell denklemi olarak adlandinlan x?> — dy? = =1 seklindeki
denklemlerin ¢Ozlimleri tizerinde durulmustur. Bu esitligin, aslinda John

Pellden (1611-1685) once 7'nci ve 12nci yiizyillarda Brahma ve Bhaskara
tarafindan o6zel c¢ozlimlerinin yapildig1 bilinmektedir. Ote yandan iinlii
Fransiz matematik¢i Pierre Fermat, 1657’de diinyanin tiim matematikcilerine
bu denklemin genel c¢Oziimiinii yapma cagrisinda bulunmustur. Ingiliz
matematikciler Wallis ve Lord Brouncker uzun ugraslar sonrasinda genel ¢oziimii
bulmuslar ve John Pellin de bazi eklemeler yaptigi Rahn’in Algebra adli eserinde

yayimlamislardir.

Matematikte Pisagor Teoremi, Pascal Ucgeni gibi bircok kavram ve teorem kesfedenin
degil iinlii yapanin adiyla anilir. Bu esitlikler de benzer bir kaderle Pell denklemleri
olarak bilinmektedir. x> —dy? = +1 seklindeki pell denkleminin x ve y c¢oziimlerine
bakarken sayilar biiyiidiikce x ve y degerlerini tek tek hesaplamak zorlasacagindan

bu denklemdeki d sayisinin siirekli kesir acilimindan yararlanacagiz.

Stirekli kesirler ilk olarak 1653 yilinda John Wallisin Arithmatica Infinitorum
kitabinda tanimlanmistir. Esasen, Wallis'ten daha once ifade olarak tanimlanmasa
da siirekli kesir formunu kullanan matematikciler vardi. Bunun ilk 6rnegi, milattan
énce 300’lii yillarda yasamis Oklid’in, ~ Elementler kitabinda yer alan iki sayinin
en biiyiik ortak bélenini bulmaya yarayan Oklid Algoritmasrndaki kullanilisidir.
Daha sonralarda, 6. yiizyilda yasamis Hint matematikci Aryabhata tarafindan
lineer denklemleri ¢6zmek icin kullanilmistir. 1700°1i yillara geldigimizde biiyiik
matematikgcilerin de siirekli kesirlerle ilgilendigini gortiyoruz. Leonard Euler, Euler
kurali olarak bilinen hesaplamay1 gelistirmistir; Lagrange, kendi ismi ile anilan
teoremi kanitlamis ve Pell denklemi icin siirekli kesirleri kullanarak genel bir ¢6ziim

sunmustur.[|1]



1.2 Tezin Amaci

Bu tezde siirekli kesir agilimlarindan yararlanarak Pell denklemlerinin ¢éziimleri ve

uygulamalar tizerinde durulmustur. Daha sonrasinda bu ¢oziimler yardimiyla

x*—5y%?=-11" (1.1)

denkleminin t parametresine bagh ¢ozlimleri incelenmistir.

2. ve 3. Boliimdeki tanim ve teoremler Kenneth Rosen’in "Elementary number theory'

kitabindan alinmistir. [2]]

1.3 Orijinal Katki

Stirekli kesir acilimlar: ve Pell denklemleri yardimiyla

x?—5y?=-11" (1.2)

denkleminin c6ziimleri elde edildi.



2

SUREKLI KESIRLER

1
a, + -
a; +
.'-+an
lay; a;,ay,...,a,] seklinde gosterilir.
Eger bu katsayilarin

2.1 Sonlu Siirekli Kesirler
Tanim 2.1. a,,a,,a,,...,a, 'ler a, hari¢ hepsi pozitif olan reel sayilar olmak iizere;
(2.1)

kesrine sonlu siirekli kesir denir ve
ay, ay,ds,,...,a, sayilar1 siirekli kesrin kismi katsayilaridir.
hepsi tam say1 ise bu kesir basit siirekli kesir olarak adlandirilir.

Teorem 2.1. Her sonlu siirekli basit kesir bir rasyonel say1 ifade eder.

Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim.

n=1:
1 ay-a;+1
[ag;a;]=ap+ — = >2—— (2.2)
a; a;
k pozitif tam sayisi icin dogrulugunu kabul edip k + 1 icin bakalim:
1
(2.3)
[as; az, oo Ayq]

[ag; ays s gl =ag +
olur. Hipoteze gore, [a;;a,, ..., a4, ] rasyoneldir. Bu yiizden : gibi siirekli kesir olacak

sekilde s # 0 olmak iizere r ve s tam sayilar1 vardir.
(2.4)

[ags ay, s @] =ao + T
S

seklinde rasyonel say1 elde edilir.



Teorem 2.2. Her rasyonel say1 sonlu basit siirekli kesir tarafindan ifade edilebilir.

Ispat. b > 0 ve a, b tam say1 olacak sekilde x = 7 var olsun. ry = a, r; = b diyelim.

OKklid algoritmasi ile asagidaki denklemlerin serisini elde ederiz.

ro=ri.q1+try, , 0<ry,<n
ri=rqqy+trs , 0<r;<r,

ro=r3.qs+try, , 0<r,<r;

(2.5)
T3 =Tnoqnatlna > 0< Tno1 < Tn—
rn—2 = rn—l'qn—l + rn ’ 0< rn < rn—l
S 0
42,93, ---»q, Ppozitif tam sayilardir. Bu denklemleri kesirde yerine yazarsak;
a r r 1
b 7‘1 rl E
r rs 1
ry Ty 1
1‘3 T‘3 -
T4
(2.9)
o Fe 1
2 = (p— + : =dn + [ (210)
Fn—o I'n—2 E
I r, 1
n—2 = ¢, 4+ - = n_1 + — (211)
1 In—1 r_n
T

Q
—

S
)

+
S



Benzer sekilde;

c + 1
- = ql 1
b g, + PR
4
devam edilirse;
a + 1
—=q 1
b A2t qs+ !
"'+Qn71+%

kesri bulunur. Bu da her rasyonel saymin sonlu basit siirekli kesirle ifade

edilebilecegini gosterir. |

Bir rasyonel sayimnin sonlu siirekli kesir gosterimi tek tiirlii degildir.

1
4, =(a1)+7 (2.13)
tanimindan;
lay; a;,ay, ..., a,_1,a,] = [ay; ay,ay, ..., a,_1,a, —1,1] (2.14)
a, > 1 iken bu sekilde oldugunu gortirtiz.
Ornek 2.1. Z i iki sekilde elde ederiz
7 1
L =0+ —
11 %
1 (2.15)
=0+—
1+ —
1+
1+3

[0;1,1,1,3] = |:a0; a,,a,,as,a,—1, 1]
=[0;1,1,1,2,1]

(2.16)

Bu sekilde rasyonel sayilar sonlu basit siirekli kesirlerle 2 yolla ifade edilebilir. Onlar1

tek sayili veya cift sayili kesirlerle ifade ederiz.



Tanim 2.2. 0 < k < n olmak tizere, [ay;ay,...,a;] kesrine [a,; aq, ..., a,] kesrinin k.
yaklasimi denir ve ¢, ile gosterilir.

Teorem 2.3. a,,q,,...,a, pozitif ve ay,a,...,a, reel sayt olsun.  pgy,Pi,..,Pn Ve

405415 ---» Gy, dizileri asagidaki gibi tanimlanirsa;

Po=a
o (2.17)
qo=1
p1=ag-a;+1
e (2.18)
1 =aq
vek =2,3,...,n icin;
Px = Qg * Px—1+ Pk—2 2.19)
dx = Ak " qQk—1 T Qk—2
olur. k. yaklasim
¢ =[ag, Ay Qi s ¢ = Pr (2.20)
i
seklinde bulunur.
Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim.
k=0 icin:
a
o =la]=2="2 (2.21)
1 do
k=1 icin:
1 aga;+1
a=lagal=a+—= ST B (2.22)

a, a, q1

k =0 ve k =1 icin dogrulugu goriiliir.
Teoremin 2 < k < n pozitif tam sayisi icin dogru oldugunu kabul edelim. Boylece;

Pr _ @Pr—1 + Pr—

(2.23)
QG GGr—1 + k2

e =lap;ay,...,q,] =

olacaktir. Buradan;



Cra1 = LA03 A1, s Qs Qpey 1] = [ao,al,...,ak_l,ak+

1
(ak + E)qu + Pi—2

1
(ak + m) Q-1 T Gr—2
_ Ay11(agPr—1 + Pr—2) + Pr1
Qi1 (O Gp— + Q) + Gy
_ Qgy1Dk T P

419k t Gr—1
_ Pr+1

Qr+1

esitligi elde edilir.

Ornek 2.2. 22 =[3;6,1,7] dir.

55

173 1
55 ot
6+E

Po=ay=3

p1=a0a1+1=19
Dy = aypq +po =22
pP3 =asp,+p; =173

qdo=1
q=a;="6

9y =039, +qo =7
q3 = a3qy +q; =55

-]
Ayey1

(2.24)

(2.25)

(2.26)



Cg=—=—-—=3
0 o 1
C_p1_19
===
6
gl I (2.27)
o, =P2_2%
*p) 7
_bs_ 173
* g, 55

Teorem 2.4. k > 1 pozitif tam sayt olsun. [ay;a;,a,,...,a;] sirekli kesrinin k. yak-

lasimi ¢, = Z—’;’ dir. Onceki teoremde tamumlananan py. ve q;

Prdi-1— Picad = (1) (2.28)
esitligini saglar.
Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim.
k=1 icin
P190 — Poq1 = (@oa; +1).1—apa; =1 (2.29)
Teoremin 1 < k < n olacak sekilde k tam sayis1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
Pkdi-1 — Pradi = (1) (2.30)

Ve daha sonra k + 1 i¢in bakalim:

P19k — PiQk+1 = (Qps1Pk + Pr—1)qk — P Qi1 Qi + Qi—1)

= Ag41Pk9xk + Pr—19k — Ak+1Px9k — Pr9x—1

(2.31)
= Pr—19k — Pr9x—1
= (D" = (1)
Boylece teorem k + 1 icin de saglanir. Ispat sonlanr. [ |

Ornek 2.3. [3;6,1,7] siirekli kesri icin 6nceki teoremin saglandigini gosterelim.

k=1 icin:
P19o—DPoq; =19.1-3.6=(-1)""'=1 (2.32)

k=2 icin:
P21 —P1q; =22.6—19.7 =(-1)*"=—1 (2.33)

k=3 icin:
P3Gy — Paqs = 173.7—22.55=(—1)> "' =1 (2.34)

8



Sonuc 2.1. [ay;aq,...,a,] basit stirekli kesrinin k. yaklasgimt ¢, = ‘Z—Z’ dir. Burada p ve

qx aralarinda asaldir.

Ispat. d = (py,q;) olsun. Onceki teoremden;

Prk—1 — Pra i = (=1 (2.35)
oldugunu goérmiistiik. d|(—1)*! olacagindan d = 1 bulunur. Béylece p, ve g,
aralarinda asaldir. [ |

Sonug 2.2. [ay;ay,...,a,] basit stirekli kesrinin k. yaklasgimi ¢, = Z—i olsun.

1 < k < n olacak sekildeki tiim k tam sayilart igin;

-1 k—1
Ck - Ck—l = ( ) (236)
9k
2 < k < n olacak sekildeki tiim k tam sayilart igin;
a,(—1)k
Ck r— Ck—2 = k( ) (237)
i 9r—2
olacaktir.
Ispat. piqi_i —Pr_1qx = (—1)*7! oldugunu biliyoruz.
ik tanimdan;
o (D)
S TS W G) (2.38)
Qe Gk 9k
ikinci tanimdan;
= Cpy = Pr _ Pk—2 _ Pr9k—2 — Pr—29k (2.39)
dr gk qxqr—2

Dk = QyPr—1 + Pr—2 V€ Qx = Q;qx_1 + qx_p oldugundan denklemde yerine yazarsak;

PkQk—2 — Pr—29x = (AxPx—1 + Pr—2)qx—2 — Pr—2(@kqx—1 + qx—2)
= ax(Pr—19k—2 — Px—29xk—1) (2.40)

= q, (—1)*?



Buradan;

Cr — Cr—g = (241)

bulunur. [ |

Teorem 2.5. [ay;a;,a,,...,a,] sirekli kesrinin k. yaklagimi ¢, olsun.

C;>C3>0C5> ...
(2.42)
Co<Cy<Cy<...

J=0,1,2,... icin cy;,, seklindeki tek sayidaki yaklasgimlar c,; seklindeki ¢ift sayidaki
yaklasimlardan daha bilyiiktiir.

Ispat. Onceki sonu¢ k =2,3,...,n icin

a,(—1)k
Ck = Cr—a = (1) (2.43)
qx9k—2
oldugunu soylemisti. k tek tam sayi ise;
Cr < Cr—o (244)
k cift tam sayi ise;
Ck > Cry (2.45)
bulunur.
C;>Cq>Cc> ...,
mEre (2.46)

Co<Cp<Cy>...

10



Tek sayidaki yaklasimlarin ¢it sayidaki yaklasimlardan biiyiik oldugunu gostermek icin
Sonug 2.2.” yi kullanirsak;

-1 2m—1
sz - sz—l - L < O (2.47)
dom92m—1

elde edilir. Boylece ¢y, > ¢y, OlUL ¢y ile ¢y;_4i kiyaslarsak;
Coj—1 > Coj42k—1 = Cojta2k = Cok (2.48)

olur. Buradan da tek sayili yakinsaklarin cift sayilardan daha biiyiik oldugunu goriiriiz.

|
Ornek 2.4. [2;3,1,1,2,4] sonlu basit siirekli kesrine bakalim.
Yakinsaklari;
Co = % =2
0= 77
o = 7 —9.3333...
2
czzzzz.zs...
16 (2.49)
c; = — =2.2857...
7
41
Co=-—=22777...
18
18
g = ——=2.2784...
79
seklindedir.
Cp=2<cy=2.25<c¢,=2.2777
(2.50)

s =2.2784 < ¢y = 2.2857 < ¢, = 2.3333

2.2 Sonsuz Siirekli Kesirler

ay, ay,d,, ... pozitif tam sayilarinin sonsuz dizisine sahip oldugunu kabul edelim.
lay; a;,asy,...] sonsuz siirekli kesrini tanimlamak igin matematiksel analizden

yararlanacagiz.

11



Teorem 2.6. a,,a,,... pozitif ve a,,a,,da,,... tam sayiarin sonsuz dizisi ¢, =

[ay; ay, ..., a; ] olsun. Buradan c, limitleri a degerine yakinsar.

lim ¢, =a (2.51)

k—o0

Bu teoremi ispat etmeden o6nce, a limit degerinin sonsuz siirekli basit kesrin degeri
olarak tanimlandigina dikkat edelim.

Ispat icin cift numarali yakinsaklarin sonsuz dizisinin artan ve bir {ist sinira sahip
oldugunu, tek numarali yakinsaklarin sonsuz dizisinin azalan ve bir alt sinira
sahip oldugunu gosterecegiz. Daha sonra bu iki dizinin limitlerinin esit oldugunu

gosterecegiz.

Ispat. m pozitif bir cift say1 olsun.

CL>C3>C>...>¢C

it (2.52)
Cp<Cy<Cy>...<Cp

oldugunu biliyoruz. 2j < m ve 2k +1 < m iken ¢,; > ¢y’ dir. m’nin tiim deZerleri
diisiiniildiigiinde

(2.53)
CO<C2<C4>...<C2n_2<62n<...

tlim pozitif tam sayili j ve k igin c,; > ¢y, ’dir. Buradan cy, ¢, cs, ... dizisi a4 limitine

yakinsar. ¢y, ¢y, Cg, - - . dizisi a, limitine yakinsar.

lim ¢,,,; = a; (2.54)
n—oo
lim ¢,, = a, (2.55)
n—>oo

Burada a, ve a, limitlerinin esit oldugunu gosterelim.

-1 (2n+1)—-1 1
Con+1 —Con = Ponnt _ Pon (=1 = (2.56)

Qon+1 Gon 92n+192n 92n+192n

12



Tiim k pozitif tam sayilari icin g, > k oldugundan;

! < ! (2.57)
Qons192n (2 +1)(21n) .
yazilabilir. Buradan;
1
Con+1 —Con = (2.58)
Q2n+192n
elde edilir.
1i1’2>10(C2n+1 - Czn) - O (2.59)
Boylece C,, Cs, Cs, ... ve Cy, Cy, Cy, ... dizileri esit limite sahiplerdir.
lil’l’l (C2n+1 - Czn) == lim C2n+1 - lil'l’l Czn = 0 (2.60)

a; = a,/dir. Tim yakinsaklarin limit degerinin esit oldugu sonucuna varilarak ispat
tamamlanir. |

Daha onceden rasyonel sayilarin sonlu siirekli basit kesirlere sahip olduklarini
gostermistik. Simdi ise herhangi bir sonsuz siirekli basit kesrin irrasyonel degere

sahip oldugunu gosterelim.

Teorem 2.7. a,,a,, ... pozitifve ay, a;, a, ... tam sayt olsun. Budurumda [a,; a,,a,, .. .]

irrasyoneldir.

Ispat. a={[ay;a,,a,,...] oldugunu varsayalim.

a’nin k. yaklasimi;
_ Dk

qx

Cx = [aO;abaZ)'-':ak] (261)

olsun. n pozitif tam sayilari icin C,, < a < C,,,; oldugunu biliyoruz.

0 <a— CZTl < C2n+1 - Czn (2.62)

13



1

Cons1 = Cop = (2.63)
d2n+192n
1
0O<a—C, <a—22 < (2.64)
d2n 92n+192n
1
0<agy,—pog, < — (2.65)
Q2n+1

elde edilir.a’nin rasyonel oldugunu, b # 0 ve a,b tam say1 olacak sekilde a = 3

oldugunu varsayalim. Bu ifadeleri yerine yazarsak;

0< XM, o (2.66)
b Q2n+1
bulunur. Ve bu esitsizligi b carparsak;
0 < aqy, — bp,y, < (2.67)

Gon+1

elde edilir.

Tiim n pozitif tam sayilari icin aq,,—bp,, ifadesi tam sayidir. Ve q,,,; > 2n+1 ifadesini
kullanirsak g,,,; > b olacak sekilde n tam sayis1 bulunabilir. Boylece ﬁ < 1’ dir.
aq,, — bp,, sayisi O ile 1 arasinda tam say1 olamayacagindan bu bir celiskidir. a’nin

irrasyonel oldugu sonucuna vararak ispati tamamlariz. |

Teorem 2.8. a = a, bir irrasyonel say1 olsun. Ve k =0,1,2, ... icin tekrarlayan

1
A — i

a =[], ogyq = (2.68)

dizisi var olsun. Burada a, [a,; a;, a,, ...] sonsug siirekli basit kesrin degeridir.

Ispat. Asagidaki tekrarlanan tanimdan her k tam sayisi icin a;'nin tam say1 oldugunu
goriiriiz. Daha sonra matematiksel tiimevarimi kullanarak her k icin a;’nin irrasyonel
oldugunu kolayca gosterebiliriz. ilk olarak a, = a irrasyoneldir. Daha sonra a;’nin

irrasyonel oldugunu kabul edersek a,,,’in de irrasyonel oldugunu kolayca gorebiliriz.

1 1
ay = =
! (o — alk) oy —[a;] (2.69)
o =a;+ 2
k+1
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Eger a,,, rasyonel ise a;’ da rasyoneldir.
a, irrasyonel ve a, tam say1 oldugundan a, # a;’dir.

Qe < oy < QApyq

0< A — ag <1
yazilabilir. Buradan;

1
A =—>1
ot (o —ay)

bulunur. Ve sonu¢ olarak k =0,1,2,... icin
Q1 =112 1

Bu tlim a4, a,, ... sayilarinin pozitif oldugu anlamina gelir.

1
a=a0=a0+a—=[a0;a1]
1

k sonsuza yaklasirken [a; a;,a,, ..., @, Q1 ]'in degeri o’ ya yakinsar.

Qy1Pr+1 t Pra1
Q41941 T Q1

a=1[ay;a;,,ay,..., A, A1) =

c; = %, [ay; a;, Ay, ...] dizisinin j. yakinsagidir.Buradan;
_ %+1Pr T Pr1 _ Pr
19k T Qo1 Gk
_ (4 1PxQk — 9kPr—1 — %+1Pkdk — PxGx—1)
(s 19k + Qr—1)x
_ —(PkQx—1 — Pr—-19x)
(0h+1qk + Qr—1)4x
_ (—1)¢
(419k + Qr—1)4x

a—Cy
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(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)



19k T Gr—1 = 19k T Q1 = Qi
1 (2.76)

qx9r+1

|a—Ck| <

1
Qk9k+1

Buradan k sonsuza yaklasirken C,, o’ ya yakinsar. Ya da farkli bir ifadeyle

Bilindigi iizere g, > k oldugundan k sonsuza yaklasirken kesri sifira yaklasir.

[ay; aq,a,,...] sonsuz siirekli basit kesrinin degeri a’dir.

|
Ornek 2.5. a=+/6'min basit siirekli kesrine bakalim.
a,=[V6]=2 (2.77)
y__&9 _ & _ vV6+2
Yag—a,  /6-2 2
(2.78)
V6+2
ar=[a])=["2"]=
1 1
PR S SN
a—a [% —2]
(2.79)
a,=[a,]=[V6+2]=4
1 1 6+2
as = = = v6 =a, (2.80)
ay—ay [vV6+2]—4 2
a; = a; oldugundan, a; = a;, a, = a,,... seklinde devam eder. Buradan;
V6=1[2;2,4,2,4,..] (2.81)

seklinde bulunur. /6 ’ nin basit siirekli kesri periyodiktir.
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Ornek 2.6. mnin siirekli basit kesri m = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...] dir
Kismi boliimiin dizisinde fark edilebilir bir model olmadigini dikkate alalim. Bu

stirekli kesrin yakinsaklart 7’ ye en iyi rasyonel yaklasimlardir. Bunlardan ilk besi;

22 333 335 103993 :
3,5 706 113> 33102 AL

2.3 Periyodik Siirekli Kesirler

Tim pozitif n > N sayilari icin a, = a,,, olacak sekilde N ve k pozitif tam sayilar
varsa [a,; a;, ...] sonsuz siirekli kesri periyodik olarak adlandirilir.

Notasyon olarak;

[ag; A1, Qn—15 N> A1y s AN1k—1] (2.82)
kullanilir.

Bu sonsuz periyodik siirekli kesri

[a;ay, - Qy—1, Ay, Ay i1 oo Ayi1, Ay Ay, -] (2.83)

seklinde de belirtebiliriz.
Ornegin; [1;2,3,4] notasyonu [1;2,3,4,3,4,...] sonsuz siirekli basit kesrini ifade

eder.

Teorem 2.9. (Lagrange Teoremi): Irrasyonel sayilarin sonsuz siirekli basit kesrinin

periyodik olmast i¢in gerek ve yeter kosul sayinin kuadratik irrasyonel olmasidur.

Teorem 2.10. a kuadratik irrasyonel sayt olsun. Q, # 0, d sifirdan biiyiik tam kare
olmayan bir say1 ve Q,|(d — P,?) iken

P+ v/d
a=- (2.84)
Qo
olacak sekilde P,, Q, ve d sayilarinin var oldugunu biliyoruz.
k=0,1,2,... icin tekrarli bir sekilde
P ++d
ad, =
Qx
a, = [ay] (2.85)
Py =a,-Qr— Py (2.86)
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d— Pk2+1
(2.87)
Qx

tamimlanir. Buradan a=[a,; a,,a,, ...] bulunur.

Qis1 =

Ornek 2.7. a = @ stirekli kesir agilimint bulalim.

a= @ yazihir. Burada P, = 6, Q, = 4, d = 28 dir. Boylece a, = [a] = 2’ dir.

P1=Cl0'Q0—P0=2'4—6=2, P2=a1-Q1—P1=1-6—2=4 (2.88)

:(d—Pf):(28—4): :(d—PZZ):(28—16):

6, 2 (2.89)
Qo A o 6
2+ /28 4+ /28
al - 1/_, az = 1/_ (2.90)
6 2
2+ /28 4++/28
a;=[ I1=1, a,=[ I=4 (2.91)
6 2
seklinde devam edilirse P, = P; ve Q; = Q; esitliklerinin tekrarladigi goriiliir.
Buradan;
(34—2—\/7) =[2;1,4,1,1,1,4,1,1,...] (2.92)
=[2;1,4,1,1] (2.93)
bulunur.
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2.4 Uygulamalar

1) +/7 sayisinin siirekli kesir acilimina bakalim.

a0=\/7

Qo =[a0]:[\/7]

oo L1 V742
' ay—ay, 7-—2 3
oL _ 1 3 _3/7+3
g @—1 V7-1 6
3v7+3
azz[az]:[ 5 :|:1
Y Ay A . _18V7+18  J/7+1
*“ay—a, 378 1 3/7-3 54 3
V7+1
a3=[a3]:|: 3 =1
1 1 3 3/7+6
Q3 —das @—1 V7-2 3
a4=[a4]=[1/7+2:|=4
U 1 V742
T ay—a, J7+2-4 3
V7+2
a5:[a5]:|: 3 =1
oL _ 1 _ 3 _3V7+43  V7+1
6_a5_a5_@—1_ﬁ—1_ 6 2
V7+1
a6:[a6]:[ 5 =1

19

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)



1 1 1 2 2J7+2 V741

R R L

+1
a,=[a,]= [‘/73 } =1 (2.108)

1 1 1 3V7+6
og = = = _ 37 =v7+2 (2.109)
a,—a V741 V72 3
7 7 3 1 3

ag=[as]=[vV7+2]=4 (2.110)
=[2;1,1,1,4] (2.111)

2) 1+2—‘/§ periyodik siirekli kesrin agilimini bulalim.

1+ /3 1+ 3

PO:13 Q0:27d:3)a02 1/_5 O:|: 21/_:| (2112)
Py = aQr — Py (2.113)
Pp=12-1 (2.114)

d—P} 3-1
— = =1 2.115
Q, % 5 ( )

d—P; 3—1
= - =1 2.117
Qs 2 5 ( )

1++/3
a, = T‘/_ (2.118)
1++/3

o, = 1‘/_ (2.119)
a;=[1++v3]=2 (2.120)
a,=[1++v3]=2 (2.121)



3) 14+31/3_7

P,=1,Q,=3,d=37,a,=

P,=63—14=4

d — P?

periyodik siirekli kesrin ag¢ilimini bulalim.

14+ /37 a

|

P = a Qi — Py

14+ /37

i 1
Q= 2

P2=a1Q1—P1=1.7—4=3

37—16
= = 7

3

d —P?
Q3: >

_37-25

Q,

d — p?
Q= u

4

37—16
= =7

Qs

3

4+ v37
7

3+ 37
4

S5+ v37
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(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)



a=— (2.136)
[ 4+ /37
a, = -1 (2.137)
e 7 -
3+ /37
a, = 7 =2 (2.138)
| 4
[5+ /37
a5 = ; -3 (2.139)
g T
a, = A+ V37 1 (2.140)
7
14+ /37
= g [6;1,2,3] (2.141)

4) d pozitif tam say1 olsun. +/d2+1 ’in siirekli basit kesrinin [d;ﬂ] oldugunu

gosterelim.

P,=0 (2.142)
d=d*+1 (2.143)
Q,=1 (2.144)
oy = b 20‘/3 =vd2+1 (2.145)
a,=[ay] (2.146)

= [\/ dz + 1] —d '
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P, =a,Qy— P,
Plzd.]._o
b, =d

a,

1 1

d+vd?>+1 d++vd?+1
G=——7 ®L=|T 7 =2d

= d2+1:[d;ﬁ]

_ AT _[d+\/d2+1} 0
_—, 1= _—m =

(2.147)
(2.148)
(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

5) Onceki ornegi kullanarak +101, +/290, +/2210 siirekli basit kesirlerinin agilimini

bulalim.

V101 =102 +1=Vd?+1=[d;2d | =[10;20]

23

(2.156)



V200 =172 +1=Vd?* +1=|d;2d | =[17;34] (2.157)

V2210 = V472 +1=Vd2+1= [d;ﬂ] = [47;94] (2.158)

6) d = 2 olacak sekilde bir tam say1 olsun. +/d?—1 siirekli basit kesrinin

[d —1;1,2d — 2] oldugunu gosterelim.

P,=0 (2.159)
disd? —1 (2.160)
Qy=1 (2.161)
a, P°+‘/a=d2—1 (2.162)
Qo
9= Lao] (2.163)
=[d*~1]=d-1
P, =ayQy—Py
=(d—-1).1-0 (2.164)
=d—1
0 - d—P;?
1 Qo
_(*=1)=(d—1y (2.165)
N 1
=2d—2
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d—1+Vd2—1

a, =

2d -2

" d—1++vdz—1 _,
e 2d —2 N

P, =a0,Q, — P,
=1.2d—2)—(d—1)

=d—1

Q

(d>—1)—(d—1)

=1

2d -2

d—1++vd?>—-1

Ay =

1

. _[d—1+\/d2—1
=

1

Py =a,Q,—

P,

}ZZd—Z

—(2d—2)1—(d—1)

=d—1
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(2.166)

(2.167)

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)



d — P2

Q; = 2
°TQ,
_(d*=1)—(d—1y (2.173)
N 1
—2d—2
g = dT1H VAL (2.174)
2d —2
d—1+V/d>—1
_ r 2.1
“ [ 2d—2 } 1 (2.175)
= +d2—1= [d;1,2d—2] (2.176)

7) v d? —d siirekli basit kesrinin aciliminin |:d —1;2,2d — 2] oldugunu gosterelim.

P,=0 (2.177)
d=d*>—d (2.178)
Q=1 (2.179)
o=P°J(;‘/a=d2—d (2.180)
0
ag = [ao]
[ —d]=d—1 (2.181)
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Py =0a,Qy—Py

=(d-1)1-0 (2.182)
=d—1
Q_d—ﬁ
Qo
_(d?=d)—(d-1) (2.183)
N 1
=d—1
af:d_1;°fz_d (2.184)

a1=[d_1;:fz_d]:2 (2.185)
Py=a,Q,—P,
=2.(d—1)—(d—1) (2.186)
=d—1
d—P;
©=g,
_(@?=d)—(d-1) (2.187)
B d—1
=1
a2=d_1+;d2_d (2.188)
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) _[d—1+«/d2—d
, =

1 ] =2d—2 (2.189)

a, =2
° (2.190)
:>\/d2—d:[d—1;2,2d—2] (2.191)

8) /99, V110, v/272, /600 siirekli basit kesir agihimlarim1 6. ve 7. sorulardaki

acilimlar yardimiyla bulalim.

V99 =v102—1=+vd2—1=[9;1,18] (2.192)
V110 = v112—11=vd?—d =[10;2,20] (2.193)
V272=4+/172-17 = v/ d*—d =[16;2,32] (2.194)
V600 = v/252 —25 = V/d?>—d =[24;2,48] (2.195)
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3

PELL DENKLEMLERI ve UYGULAMALARI

3.1 Pell Denklemleri

Bu boliimde
x*—dy*=n (3.1)

seklindeki diyofant denklemler iizerinde calisacagiz. d ve n sabit tam sayilardir. d < 0
ve n > 0 iken (3.1) denklemi |x| < /n ve |y| < 4/n/|d| esitsizliklerini sagladigindan
en fazla sonlu sayida ¢c6ziim bulunabilir. Ayrica d tam kare iken d = D dersek;

xz—dyz =x2—Dy2
=(x+ \/Ey)(x — 1/53/) (3.2)

=n

olur. Ayrica bu denklemin herhangi bir ¢6ziimii, d sayis1 tam kare iken;

(x++vDy)=a
y) (3.3)
(x—+vDy)=b
denklemlerinin n = ab olacak sekilde es zamanli c¢oéziimiine karsilik gelir. Bu

durumda, sadece bir tane sonlu sayida ¢6ziim vardir. Cilinkii n = ab’nin her carpam
icin yukaridaki iki denklemin tam sayilarda en fazla bir ¢6ziimii vardir.

Bu boliimiin geri kalan kismi i¢in d ve n’nin tam say1, d’nin tam kare olmayan pozitif

tam say1 oldugu (3.1) seklindeki diyofant denklemlerinin ¢6ziimiinii inceleyecegiz.
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Teorem 3.1. d > 0, tam kare olmayan ve |n| < v/d olacak sekilde d ile n tam sayilart

olsun. Eger x> —dy? =n ise %, v d'nin basit siirekli kesrine yakinsar.

Ispat. 1lk olarak n > 0 durumuna bakalim:
x?—dy? = n oldugundan,
(x+yVd)(x—yvVd)=n
(x—yvVd)>0
X _Vd>o

y
x>yVd

(3.4)

elde edilir. Ve bu sebeple 0 < n < v/d’ dir.

(3.5)

X

0 < ¥ —+d < g5 oldugundan *'nin vdnin siirekli basit kesrine yakinsamas

gerektigini sOyleyebiliriz.

n < 0 oldugunda:
x?—dy? = n denkleminin her iki tarafin1 —d ile bolersek;

yz—(l)xz S (3.6)

elde ederiz.

n > 0 oldugunda da benzer ¢ikarima ulasiriz. 2’in %’nin siirekli basit kesrinin bir
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yakinsagi oldugunu goriiriiz. Bu sebepten § = 3 denkleminin v'd = — basit siirekli
.. o coe e s vd
kesrinin yakinsagi olmasi gerektigini sdyleyebiliriz. [ |

x?> —dy? = n diyofant denkleminin |n| < +/d olmasi durumundaki céziimlerinin
Vd'nin siirekli basit kesir genislemesinin yakinsaklar1 oldugunu gostermistik. Bir
sonraki teorem bu diyofant denklemin ¢o6ziimiinii bulmak i¢in bu yakinsaklari

kullanmamiza yardim edecek.

Teorem 3.2. d tam kare olmayan bir pozitif tam sayt olsun. k =1,2,3,...ve ay = vVd

icin asagidaki denklemleri tanimlayalim.

(P +v/d)

_ = 7/ 3.7

02 2 (3.7)
a, =[] (3.8)
Ppyy = q;Qr — Py (3.9)

d — p?
Qusr = (d=P) (3.10)
Qx

Ve +/d’nin siirekli basit kesir genislemesinin k. yakinsaklarin Z—If olarak belirleyelim. Bu-

radan

p;—dq; = (—1)""'Quy, (3.11)
elde edilir.

Bu teoremin ispatinda faydali olacak bir lemmayi belirtelim.

Lemma 3.1. r,s, t,u rasyonel ve d pozitif tam kare olmayan sayilar olmak tizere
r+svd=t+uvd (3.12)

esitligini ele aldigimizda r = t ve s = u olacaktr.

Ispat. s # u oldugunu varsayalim.

r+5\/E=t+u\/E
\/__r_t

u—s

(3.13)
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Buradan = rasyonel ve Vd irrasyonel bulunur. Bu celiskiden dolay1 r = t, s = u elde

edilir.
Simdi Teorem 3.2.’nin ispatini1 yapalim.

Ispat. vd=a,=[ay;a,,...,a,a.] oldugundan;

Jd = O+1Pk + Pr—1
Qy19k t Gr—1

dir.

_ P+ Vd

a =
k+1 Qs
esitligi bilindigine gore;

P (Pesr + VA)Py + Qi1 Pis
(Pesr + Vg + Qui1Gi s

bulunur. Ve buradan,

dqy + (Pei1qx + Qk+1Qk—1)\/E = (Pey1Px + Qis1Pr—1) +Pk\/g
elde edilir. Onceki lemmadan

dqy = Piy1Pk + Qri1Pr—1
Pr = P Qi + Qi1

oldugunu biliyoruz. Ik esitligi q, ve ikinci esitligi p, ile carparsak;
i —dq; = (Prdi-1 — Pic19)Qui1 = (=1 7' Qpps

elde edilir. Ve ispat tamamlanir.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Tanim 3.1. x? — dy? = n tiiriindeki Diyofant denklemler n = 1 iken Pell Denklemi

olarak adlandirilirlar.

Teorem 3.3. d tam kare olmayan pozitif bir tam sayt olsun. Ve 2, v/d’nin basit siirekli

kesrinin k. yakinsagt olsun. k = 1,2,3,... ve n ise bu stirekli kesrin periyod uzunlugu

olsun.
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n ¢ift iken:
x* —dy?* = 1 diyofant denkleminin pozitif ¢bziimleri j = 1,2,3,... i¢cin; x = pj, 4,
Y =Qjpdir

x? —dy? = —1 diyofant denkleminin ¢bziimii yoktur:

n tek iken:

x*—dy? = 1 diyofant denkleminin pozitif ¢oziimleri j = 1,2,3,... i¢in; X = Py, 1,

y= C12jn—17di"-

x*—dy? = —1 diyofant denkleminin pogzitif ¢oziimleri j = 1,2,3, ... icin; x = P@j-1)n—15
y= Q(2j—1)n—17dir-

Ispat. Eger x, ve y, x> —dy? = %1 denkleminin pozitif ¢éziimleri ise x, = p;,
Yo = q; olacak sekilde secilen 2—’;, v d’nin basit siirekli kesrinin yakinsagi oldugunu

o0grenmistik. Diger yandan son teorem geregince;

pi—dq’ =(—1)""Qup (3.20)

oldugunu biliyoruz. Giinkii v/d’nin siirekli basit kesir aciliminin periyodu n’dir ve biz

J=1,2,3,...i¢in Q;, = Qo = 1 oldugunu biliyoruz. (1/_ = P(’de) Buradan;

p];n—l - dqjgn—l = (_1)annj = (_1)jn (321)

elde edilir. Bu esitlik gosterir ki; n cift iken j = 1,2,3,... icin x> —dy? = 1
denkleminin ¢oziimleri x = p;,_;, ¥ = ¢j,—1- Ve n tek iken j = 1,2,3,... igin
x* —dy*? = 1 denkleminin ¢oziimleri x = pyj, 1, ¥ = Qyjpq; ¥* —dy* = —1

denkleminin ¢éziimleri ise X = p(3j_1yp—1, ¥ = q(2j—1)n—1 diL.

Ornek 3.1. +/13’iin siirekli basit kesri [3; 1,1,1,1, 6]’dir.
x? —13y? = 1 diyofant denkleminin ¢oziimleri j = 1,2,3,... icin +/13’iin basit siirekli

P1oj—1
q10j-1
pozitif ¢oziim j = 1 iken py = 649, qo = 180 olarak bulunur.

kesir actimimin (10j — 1). yakinsagt iken pigj_1 , qioj—1 dirBuradan en kiigiik

x? —13y? = —1 diyofant denkleminin ¢éziimleri j = 1,2,3,... icin %’dln Buradan
.

en kiigiik pozitif ¢oziim ise p, = 18, q, = 5 olarak bulunur.
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Ornek 3.2. V14’ iin siirekli basit kesri [3 ; m]’din

x% —14y? = 1 diyofant denkleminin pogitif ¢oziimleri j = 1,2,3,... icin Paj—1> Qaj— dir.
En kiigiik pozitif ¢oziim ise p; = 15, q; = 4’ tiir.

x? — 14y? = —1 diyofant denkleminin +/13’iin siirekli basit kesir agiliminin periyodu
(n = 4) ¢ift oldugundan ¢éziimii yoktur.

Simdi ise v/d’ nin siirekli kesir acilimimin yakinsaklarim bulmadan en kiiciik pozitif
¢oziimii kullanarak, x>—dy? = 1 diyofant denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin nasil

bulunacagini gosterip bu boliimii bitirecegiz.

Teorem 3.4. d tam kare olmayan pogitif bir tam say1 iken x* —dy? = 1 diyofant den-

kleminin en kiiciik pozitif ¢oziimii x,, y; olsun. k =1,2,3, ... i¢cin X, Yy, tiim ¢oziimleri

X+ v Vd = (x; + y, V) (3.22)

seklinde yazabiliriz.

Ispat. k = 1,2,3,... icin her ¢6ziimiin x;, y, seklinde oldugunu gostermeliyiz. x,,

yi'nin bir ¢6ziim oldugunu gostermek icin eslenigi olan ifadeyi ele alalim.

Xk_yk\/E: (xl_yl '\/E)k (323)
olacaktir. Buradan;

X;% —dy,f = (g +J’k\/g)(xk _J’k\/g)
= (x; + 1 VA, — y, V)
= (e —dy))’
=1

(3.24)

bulunur. Boylece (xi, yi), k = 1,2,3,... icin bir ¢6ziimdiir. Tiim pozitif ¢cozliimlerin
bazi k pozitif tam sayisi icin x, ¥, oldugunu gostermek icin X,Y'nin k = 1,2, 3,... icin

X, ¥i dan farkli bir pozitif ¢6ziimii oldugunu varsayalim.

(1 + 7 VA <X +YVd < (x, + y, Vd)*! (3.25)
olacak sekilde n tam sayis1 vardir. Bu esitsizligi (x; + y,v/d)™" ile carparsak;
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1< (0 —yVd) X +YVd) <x, +y,vVd (3.26)

elde ederiz. Ve burada x? —dy? = 1 olmast x; — y;vd = (x; + y;v/d)™" ifadesini

saglar.

s+tvVd =0 —y, V)X +YVd) (3.27)

olsun. Ve

s2—dt?=(s—tvVd)(s + tVd)
= (X, + ) V)" (X~ Y Vd)(x; — y, Vd)'(X + YV d)
= (xf — dylz)"(X2 —dy?)
= 1

(3.28)

Burada s ve t’ nin x>—dy? = 1 denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu goriiriiz. Ve ayrica

1<s+t\/E<x1+y1\/E (3.29)

oldugunu biliyoruz. Dahasi

s+tvd>1 (3.30)

oldugunu bildigimiz icin

0<(+tvd) <1 (3.31)

yazabiliriz.
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Buradan

s=%[(s+t\/5)+(s—t\/g)]>o (3.32)
ve
1
tzﬁ[(s+t\/g)—(s—t\/g)]>0 (3.33)

bulunur. Bu s ve t’ nin pozitif ¢6ziim oldugu anlamina gelir. Boylece x; ve y,’i en
kiiciik pozitif ¢c6ziim olarak secersek s > x;, t > y, olur. Fakat bus+t+vd < x, +y,vd
esitsizligi ile celisir. BOoylece k =1,2,3,... icin secilen X, Y ¢ozlimleri x;, y;’ dan farkl
bir ¢ozlim degildir. |

Ornek 3.3. x? — 13y? = 1 diyofant denkleminin en kiiciik pozitif ¢éziimlerinin x, =
649, y; = 180 oldugunu biliyoruz. Buradan tiim pogitif ¢oziimler

X+ Y V13 =(x; + y; v 13)k

(3.34)
x; + ¥, V13 = (649 + 180v13)*
seklinde bulunabilir. Ornegin;
X, + ¥,V13 = (649 4+ 180/13)?
2T )2 (3.35)

Xy + y,V13 = (842361 + 233640+/13)

Boéylece x, = 842361, y, = 233640 bulunur.
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3.2 Uygulamalar

1) x*+ 3y? = 4 denkleminin ¢6ziim degerlerine bakalim.

x==x1,y==%1 (3.36)

2) 2x2 + 7y? = 30 denkleminin ¢éziim degerlerine bakalim.

x=+41,y =+2 (3.37)

3) x*— y? = 8 denkleminin ¢6ziim degerlerine bakalim.

x==3,y ==1 (3.38)

4) 4x? —9y? = 100 denkleminin ¢6ziim degerlerine bakalim.

x==%13,y =48, x=+£5,y =0 (3.39)
5) x* —29y? = —1 diyofant denkleminin en kiiciik pozitif ¢éziimlerini bulalim.
0++/2
a= 1 2 (3.40)

seklinde yazilirsa P, = 0,Q, = 1,d = 29,a, = [a] = 5 degerleri elde edilir.

P,=ayQy—P,=51-0=5 (3.41)

d—P} 29-25

Q= % ] 4 (3.42)
o = 2 V29 (3.43)
4
5 29
o=lw)=| 22| = (.44
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d — P? —
0, = 3 _29-9 _ .
Q, 4
_ 3+4/29
27 5
3++4/29
a2=[a2]=|: 5 :|—1

d — P? _
0, = 5 _ 29 4:5
Q, S
2+ /29
2+ 429
a3=[a3]=[ 5 ]:1

d—P? 29—9
Q, = 4= =4
Qs S
3++/29
4= 4
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)



as=[a,]= [3 +;/2_9] =2 (3.56)
P.=a,Q,—P,=24—3=5 (3.57)
d—P? 29-25
Qs % 2 (
as = > +1‘/2_9 (3.59)
aS:[aSJ:[5+1‘/2_9]:10 (3.60)
P, =aQs—P,=10.1—5=5 (3.61)
d—P? 29-25
Qs = o = 1 - 4 (3.62)
ag = 5+v29 (3.63)
4
as =[ag] = [5+;/2_9] =2 (3.64)

+/29’ un siirekli basit kesir agilimi [5 ;02,1,1,2, 10] olarak bulunur.
n =5 (tek) oldugundan x* —29y* = —1 denklemi i¢in X = p(yj_1)11,¥ = d(2j-1)n1
degerleri ¢oziim olacaktirn = 5 ve j = 1 icin denklemin en kiicik ¢o6zimi

x=p,=70,y=q,=13dir.

39



6) x? —29y? =1 diyofant denkleminin en kiigiik pozitif ¢éziimlerini bulalim.

Onceki 6rnekte +v/29 = [5;2, 1,1,2, 10] oldugunu gormistiik. Burada n = 5 (tek)
oldugundan x> —29y? = 1 denklemi i¢in x = P2jn-1,Y = Qajn—1 degerleri aranilan

¢ozlimdiir.n = 5 ve j =1 icin denklemin ¢6zliimii x = py = 9801, y = qo = 1820’dir.

7) x*> + y*>—1 = 4xy denkleminin tam say1 ¢éziimlerini bulalim.[3]]

Denklemde u = y — 2x doniisiimii yaparsak, denklem u®> = 3x? + 1 haline gelir.
Buradan u? — 3x? = 1 pell denklemi yazilabilir. u; = 2,x; = 1 degerleri icin denklem
saglandigindan y; = 4 olacaktir. Bu ilk degerlerden yola cikarak genel ¢oziimleri

bulmak icin

(u, + x,v3) = (u; + x,vV3)" (3.65)

esitligini kullanalim.

n=2 i¢in:
(uy + x,v3) = (u; + x,v3)?
(uy + x,V3) = (2 + v/3)? (3.66)
(uy + x,V3) = (7 +4+3)

Buradan u, = 7,x, = 4, y, = 15 elde edilir. Bu sekilde diger ¢oziimler de bulunabilir.

Ya da V3 = [1;5] sirekli basit kesrinin yakinsaklarimi kullanarak c¢oziime
ulasabiliriz.n = 1 (tek) oldugundan Zi—*i seklindeki yakinsaklar aradigimiz ¢oziimler
nj—
olacaktir.
2
Iﬁ:—:uzZ,le,y=4 (3.67)
q 1
&:Z:u:7)x:4jy:15 (368)
q3 4

Bu sekilde diger ¢o6ziimlerde bulunabilir.
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n

n
8) k < n dogal lar1 ici =2
) n dogal sayilar icin (k—l) (k

sayilarini bulalim.[3]]

) + ( k : 1) olacak sekilde tiim n dogal

Yukaridaki denklemi w ile carparsak,

k(k+1)=2(k+1)(n—k+1)+(n—k)(n—k+1)
K+k=0Qk+2)(n—k+1D)+(n—k)(n—k+1)

(3.69)
K+k=n*+3n—k>—k+2
2k?+2k =n*+3n+2
elde edilir. Bu ifade
2n+3)*+1 =2(2k+1)? (3.70)

seklindeki tam kareli ifadeye esittir. Burada (2n + 3) = x ve (2k + 1) = y doniisiimii
yaparsak,

x?—2y*=-1 (3.71)

denklemini elde ederiz. Bu pell denkleminin ¢6ziimii icin +/2’nin siirekli kesir acilimin1

kullanalim.

V2=[12] (3.72)

P(2j—1)(n—1)

n = 1 (tek) oldugundan 4@j-1)(n-1)

seklindeki yakinsaklar bu denklemin ¢6ziimi
olacaktir.
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Po

1

Qo 1
Pa_ 7 o k=2 (3.74)

(AP

1

qs 29

Teorem 3.5. p asal bir sayt olsun.

xz_pyZ =1 (3.76)

negatif pell denkleminin ¢ogiilebilir olabilmesi igin ancak ve ancak p = 2 ya da

p = 1(mod4) olmalidir.

Ispat. Denklemin bir ¢éziimiiniin (x, y) oldugunu varsayarsak
x*+1=py? (3.77)

esitliginden p|x? + 1 bulunur. Buradan p = 2 ya da p = 1(mod4) elde edilir.
p=2icin x = y =1 ¢oziimdiir. Her p = 4t 4+ 1 asalinin ¢6ziim oldugunu gosterelim.

(x0, ¥o) ikilisi,

x2—pyi=1 (3.78)

Pell denkleminin baslangi¢ ¢6ztimii olsun. x, ¢oziimiiniin tek oldugunu varsayacagiz,
aksi takdirde

¥ =py? =3(mod4) (3.79)

olacaktir.

x;—1=(xo—1)(xo+1)=py] (3.80)
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(xg+ 1) ve (x,—1) carpanlarinin en biiyiik ortak boleni 2’dir.
xo+1=2x?%, x,—1 = 2py? ¢oziimii imkansizdir. Ciinkii x?—py? = 1 Pell denkleminin
daha kiiciik bir ¢6zlimiiniin olmasina yol acar.

xo—1=2x?%, x,+1=2py? olmalhdir. Ve buradan x> —py? = —1 elde edilir. |
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4

x%—5y? = —11! DENKLEMININ COZUMLERI

x2—5y2=—11 (4.1)

denklemindeki p = 5 asal sayis1 onceki teoremdeki kosullar1 sagladigindan (4.1)
denkleminin ¢6ziimii vardir diyebiliriz. Bu boliimde [[4] 'den faydalanarak (4.1)

denkleminin t =1, 3,5, 2k, 2k + 5 degerleri icin ¢6ziimlerini inceleyecegiz.

t=1 icin:

x?—5y*=-11 (4.2)

denkleminin baslangi¢ ¢6ziimii x, = 3, y, = 2’dir. Diger c6ziimlerini bulmak i¢in

x?—5y*=1 (4.3)

denkleminin (X, y,) ¢oziimlerinden faydalanacagiz.

X, = Efn (44)
Vo= —— (4.5)
Vo= 5 28 :
= (9+4v5)" + (9 —4v5)"H
fn=t : ( : (4.6)

gn = (9+4V5)* —(9—4v/5)™!
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Bu degerler (4.4) ve (4.5) denklemlerinde yerine yazilirsa:

[(9+4V5)"™ +(9—4v5)"]

N | =

X, =

~—L n+l_ (o __ n+1
y”_zﬁ[(9+4‘/§) (9—4v5)"*1]

elde edilir.

(x0, Yo) Ve (x,,¥,) coziimleri arasinda Brahmagupta Lemmasi uygulanirsa;

(xn+1 + Yn+1 1/§) = (XO + yoﬁ)(&:-i_yr:‘/g)

esitligi elde edilir. Burada f, ve g, degerleri yerine yazilirsa;

1
Xny1 = E[an + 2‘/§gn]

1
Yn+1 = E[Z\/gfn + 3gn:l

esitligi bulunur.

t=3 icin:

x?—5y*=-113

(4.7)

(4.8)

(4.9

(4.10)

(4.11)

(4.12)

denkleminin baslangi¢ ¢oziimii x, = 207, y, = 94'diir. Diger ¢oziimlerini bulmak i¢in

x*—5y*=1

denkleminin (X, y,) ¢oziimlerinden faydalanacagiz.

— 1
X, ==
n 2fn
—~ 1
Yn _21/§gn

(4.13)

(4.14)

(4.15)



fu=(9+4V5)"" +(9—4+5)"!
g, = (9 +4v5)" —(9—445)""1

Bu degerler (4.14) ve (4.15) denklemlerinde yerine yazilirsa:

[(9+4v/5)™ ! +(9—4+/5)"]

N | =

X, =
a— L n+l_ (o __ n+1
Vo= 2‘/g[(9+4«/§) (9—4v5)"]

elde edilir.

(x0, o) Ve (x,,¥,) coziimleri arasinda Brahmagupta Lemmasi uygulanirsa;

(xn+1 + Yn+1 1/§) = (XO + yO‘/g)(BC\; +37r-;‘/§)

esitligi elde edilir. Burada f, ve g, degerleri yerine yazilirsa;
1
X1 = 5[207f, +94v5¢,]

1

el = 94+/5f, + 207,
Yn+1 2‘/5[ f 2]

esitligi bulunur.

t=5 icin:

x?—5y?=-11°

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

denkleminin baslangic ¢6ziimii x, = 11643, y, = 5210’dur. Diger ¢6ziimlerini bulmak

icin

x*—5y*=1
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denkleminin (X, y,) ¢oziimlerinden faydalanacagiz.

X ==
n zfn
— 1

yn 2»‘/§gn

fo=(9+4V5)" ! +(9—44/5)"
g, = (9+4v5)" —(9—44/5)"!

Bu degerler (4.24) ve (4.25) denklemlerinde yerine yazilirsa:

% =S [0+ 4V +(9—4v5)]
a— L n+l_ (o __ n+1
W [(9+4V5) (9—4+/5)"! ]

elde edilir.

(x0, ¥o) Ve (x,,y,) ¢coziimleri arasinda Brahmagupta Lemmasi uygulanirsa;

(xn+1 + Yn+1 1/g) = (XO + J’O‘/g)(van +y;£)

esitligi elde edilir. Burada f, ve g, degerleri yerine yazilirsa;

1
Xy = 5[11643fn +5210v5g,]

1
1 = —=[5210v/5f, + 11643g,

esitligi bulunur.

47

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)



t=2k, k>0 icin:

x2—5y2=—11%

(4.32)

denkleminin baglangic ¢éziimii x, = 2.11%, y, = 11% *dir. Diger c¢éziimlerini bulmak

icin

x*=5y*=1

denkleminin (X, y,) ¢oziimlerinden faydalanacagiz.

— 1

X, ==

n 2fn
Ay 1
Yn _21/§gn

fo=(9+4V5)"! +(9—4v/5)™!
g, = (9+4V5)"! —(9—4V5)*!

Bu degerler (4.24) ve (4.25) denklemlerinde yerine yazilirsa:

X, = % [(9+4V5)"™ +(9—44/5)"]

N—L n+l_ (o__ n+1
yn—zﬁ[(9+4¢§) (9—4+/5)"1]

elde edilir.

(x0, Yo) Ve (x,,¥,) coziimleri arasinda Brahmagupta Lemmasi uygulanirsa;

(X1 + Y 1/3) = (xo + yoﬁ)(jc‘; + 3’71‘/5)
esitligi elde edilir. Burada f, ve g, degerleri yerine yazilirsa;
11*
Xny1 = T[an + ‘/ggn]
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(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)



11k
Ynt1 = m[«@fn +2g,] (4.41)

esitligi bulunur.

t=2k+5, k>0 icin:

x2 _ 5_)’2 =1 12k+5 (4.42)

denkleminin baslangic ¢oziimii x, = 11571.650247, y, = 11¥71.290806 ’dir. Diger

¢oziimlerini bulmak i¢in benzer islemleri yaparsak;

k—1

11
Xpp1 = T[650247fn +290806v5g,,] (4.43)
k—1 \/_
il 290806+v/5f, + 650257g,, (4.44)
Yn+1 2£[ f, 2.]

elde ederiz.
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)

SONUC VE ONERILER

Bu tezde irrasyonel sayilarin siirekli basit kesir aciimini kullanarak +/d sayisi
irrasyonel olacak sekilde
x*—dy*==+1 (5.1)

Pell Denklemlerinin ¢6ziimleri incelendi. Bu ¢oziimler yardimiyla

x*—5y%=-11" (5.2)

denkleminin ¢oziimleri elde edildi.
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