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Kabul edelim ki m pozitif bir tam sayı olsun. Bu tezde, öncelikle (4m2 + 1)x +
(5m2 − 1)y = (3m)z üstel Diofant denklemi ve ispatı incelenmektedir. Sonrasında

ise (6m2+1)x +(3m2−1)y = (3m)z üstel Diofant denklemi ele alınmaktadır ve bir tek

pozitif tam sayı çözümünün m > 1 için (x , y, z) = (1, 1,2) olduğu gösterilmektedir.

İspatı ise genel olarak sınıflandırma methodu ve oldukça bilinen ilkel bölen teoremine
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vii



ABSTRACT

Some Exponential Diophantine Equations and Solution
Methods

Ruhsar Gizem BİRATLI
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1
GİRİŞ

1.1 Literatür Özeti

Tanım 1.1. Kabul edelim ki u, v, w aralarında asal, 1’den büyük tam sayılar olsun. O

halde

ux + v y = wz (1.1)

denklemine üstel Diofant denklem denir.

Denklem (1.1)’in (x , y, z) için çözümlerinin sonlu olduğu bilinmektedir ve tüm

çözümler Baker’ın lineer form yöntemiyle etkin bir şekilde belirlenebilmektedir.

Jeśmanowicz [1], eğer a, b, c Pisagor sayısı ise, yani a2+ b2 = c2 denklemini sağlayan

pozitif tam sayılarsa, (1.1)’in tek pozitif çözümünün (x , y, z) = (2, 2,2) olduğunu

ifade etmi̧stir ([2], [3], [4]). Jeśmanowicz’in varsayımının bir benzeri olarak, eğer

a, b, c, p, q, r pozitif tam sayıları ap + bq = c r denklemini sağlıyor ve a, b, c, p, q, r ≥ 2

ile gcd(a, b) = 1 şartlarını da taşıyorsa bu durumda (1.1) denkleminin birkaç istisna

dı̧sında tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (p, q, r) olduğu varsayılmı̧stır. Bu

varsayım birçok özel durum için kanıtlanmı̧stır.

Terai Sanısı’nda ise p, q, r ∈ N, r ≥ 2 koşulları altında

up + vq = wr (1.2)

denkleminin bilinen birkaç (u, v, w) üçlüleri dı̧sında tek pozitif tam sayı çözümü

(x , y, z) = (p, q, r)’dir. Bu noktada

(am2 + 1)x + (bm2 − 1)y = (cm)z (1.3)

denkleminin (1.2)’nin bir özel hali olduğunu görebiliriz. Burada a, b, c, m pozitif tam

sayıları a+ b = c2 eşitliğini sağlar. Denklem (1.3) üzerine çalı̧smalar yapılmı̧s ve hepsi
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Terai Sanısı’nı doğrulamı̧stır:

• (Terai [5], 2012) (42 + 1)x + (5m2 − 1)y = (3m)z,

• (Miyazaki-Terai [6], 2014) (m2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, 1+ q = r2,

• (Terai [7], 2015) (12m2 + 1)x + (13m2 − 1)y = (5m)z,

• (Fu-Yang [8], 2017) (pm2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, r|m,

• (Pan [9], 2017)(pm2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, m= ±1 (mod r),

• (Alan [10], 2018) (18m2 + 1)x + (7m2 − 1)y = (5m)z,

• (Kızıldere [11], 2018) ((q+ 1)m2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, 2q+ r = r2,

• (Terai [12], 2020) (42 + 1)x + (21m2 − 1)y = (5m)z

1.2 Tezin Amacı

Bu tezde, ilk olarak Terai [5] tarafından gösterilen

(4m2 + 1)x + (5m2 − 1)y = (3m)z (1.4)

üstel Diofant denklemi incelenecektir. Ardından, m pozitif tam sayı olmak üzere,

(6m2 + 1)x + (3m2 − 1)y = (3m)z (1.5)

üstel Diofant denklemi ele alınıp tek pozitif tam sayı çözümünün (x , y, z) = (1, 1,2)
olduğu gösterilecektir.

1.3 Hipotez

Terai Sanısı’ndan yola çıkarak, 1.5’te bahsedildiği üzere, bu sanı a = 6, b = 3 ve c = 3

için gösterilecektir. Bu noktada aşağıda verilen teorem ispatlanmaya çalı̧sılacaktır.

Teorem 1.1. Kabul edelim ki m bir pozitif tam sayı olsun. O halde

(6m2 + 1)x + (3m2 − 1)y = (3m)z (1.6)

denkleminin tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (1, 1,2)’dir.
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1.4 Temel Bilgiler

Bu kısımda daha sonra sıkça kullanılacak olan temel bilgilere değinilmi̧stir.

Tanım 1.2. Kabul edelim ki n pozitif bir tam sayı olsun. Z tam sayılar kümesi üzerinde

”x ≡ y (mod n) olması için gerek ve yeter şart x − y ∈ nZ olmasıdır." (1.7)

şeklinde tanımlanan bağıntıya "≡ (mod n)" bağıntısı adı verilir.

Teorem 1.2. "≡ (mod n)" bağıntısı Z tam sayılar kümesi üzerinde bir denklik bağın-

tısıdır.

İspat. (i). x ∈ Z için x − x = n.0 olacak şekilde 0 ∈ Z var olup x ≡ x (mod n) dir.

(ii). Kabul edelim ki x , y ∈ Z için x ≡ y (mod n) olsun. O halde x − y = nk olacak

şekilde k ∈ Zmevcuttur ve y− x = n(−k) ve −k ∈ Z olduğundan y ≡ x (mod n) olur.

(iii). Kabul edelim ki x , y, z ∈ Z için x ≡ y (mod n) ve y ≡ z (mod n) olsun. Bu

durumda x − y = nk1 ve x − y = nk2 olacak şekilde k1, k2 vardır. Böylece x − z =
n(k1 + k2) ve k1, k2 ∈ Z olur. Yani x ≡ z (mod n) sağlanır. �

Tanım 1.3. "≡ (mod n)" bağıntısına göre denklik sınıflarına kongrüans sınıfları denir

ve bu sınıfların kümesi Zn ile gösterilir.

Teorem 1.3. Eğer a ≡ b (mod n) ve x ∈ Z ise

(i) a+ x ≡ b+ x (mod n) (1.8)

(ii) ax ≡ bx (mod n) (1.9)

sağlanır.

İspat. Eğer a ≡ b (mod n) ve x ∈ Z ise a− b = nk olacak şekilde k ∈ Z vardır.

(i). x ∈ Z için (a+ x)− (b+ x) = nk olduğundan a+ x ≡ b+ x (mod n) olur.

(ii). a ≡ b (mod n) olduğundan x ∈ Z için (a − b)x = (nk)x olup ax − bx = n(kx)
olacak şekilde kx ∗ inZ vardır. Böylece ax ≡ bx (mod n) olduğu görülür. �

Teorem 1.4. Kabul edelim ki a ≡ b (mod n) ve c ≡ d (mod n) olsun. O halde

(i) a+ c ≡ b+ d (mod n) (1.10)

(ii) ac ≡ bd (mod n) (1.11)

sağlanır.
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İspat. (i). a ≡ b (mod n) ise Teorem 1.3 gereğince c ∈ Z için a + c ≡ b + c (mod n)
elde edilir. Bağıntının geçi̧sme özelliğinden a+ c ≡ b+ d (mod n) bulunur.

(ii). Benzer şekilde, a ≡ b (mod n) ise Teorem 1.3 gereğince c ∈ Z için ac ≡ bc

(mod n) elde edilir ve geçi̧sme özelliğinden ac ≡ bd (mod n) bulunur. �

Tanım 1.4. Z üzerinde tanımlı bir denklik bağıntısı "*" olsun. Eğer a ∗ b ve c ∗ d

şartlarını sağlayan her a, b, c, d ∈ Z için (a + c) ∗ (b + d) ve (ac) ∗ (bd) oluyorsa o

zaman "*" bağıntısına tam sayılar kümesi üzerinde bir kongrüans bağıntısı adı verilir.

Teorem 1.5. "≡ (mod n)" bağıntısı Z kümesi üzerinde bir kongrüans bağıntısıdır.

İspat. Eğer a ≡ b (mod n) ve c ≡ d (mod n) ise o zaman Teorem 1.4 gereğince a+c ≡
b+ d (mod n) ve ac ≡ bd (mod n) olup "≡ (mod n)" bağıntısı, Z tam sayılar kümesi

üzerinde bir kongrüans bağıntısıdır. �

Teorem 1.6. Aralarında asal her p asal sayısı ve a tam sayısı için

ap ≡ a (mod p) (1.12)

sağlanır. Bu teorem, Fermat’ın küçük teoremi olarak bilinir.

Teorem 1.7. Kabul edelim ki n>2 olacak şekilde bir tam sayı ve x , y, z pozitif tam sayılar

olsun. O halde

xn + yn = zn (1.13)

ifadesi sağlanamaz. Bu teorem, Andrew Wiles tarafından ispatlanan Fermat’ın son teo-

remi olarak bilinen sanıdır [13].

Tanım 1.5. Kabul edelim ki n pozitif tam sayı olsun. Bu n sayısından küçük ve n ile

aralarında asal olan tam sayıların sayısına Euler fonksiyonu denir ve Φ(n) ile gösterilir.

Bu fonksiyon aşağıda verilen özellikleri sağlar.

• (m, a) = 1 ise aΦ(m) = 1 (mod m)

• p bir asal sayı ise, Φ(p) = p− 1 olur.

• p bir asal sayı ve a pozitif bir tam sayı ise, Φ(pa) = pa − pa−1 olur.

• m ve n aralarında asal ise, Φ(mn) = Φ(m)Φ(n) sağlanır.

• n pozitif tam sayısı n = pa1
1 , pa2

2 , pa3
3 , . . . şeklinde asal çarpanlarına ayrılıyorsa

Φ(n) = n( p1−1
p1
)( p2−1

p2
)( p3−1

p3
) . . . yazılabilir.
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Teorem 1.8. Eğer n ve a aralarında asal pozitif tam sayılarsa, Φ(n) Euler fonksiyonu

olmak üzere

aΦ(n) ≡ 1 (mod n) (1.14)

ȩsitliği sağlanır. Birçok kaynakta Euler teoremi ya da Euler-Fermat teoremi olarak geçer.

Tanım 1.6. a pozitif bir tam sayı ve n pozitif tek tam sayı olmak üzere

�a
n

�

=
�

a
p1

�α1
�

a
p2

�α2

. . .
�

a
pk

�αk

(1.15)

şeklinde Jacobi sembolü ifade edilir ve aşağıda belirtilen özellikleri sağlar.

• Eğer a ≡ b (mod n) ise
�

a
n

�

=
�

b
n

� �

a±mn
n

�

olur.

•
�a

n

�

=







0, gcd(a, n) 6= 1

±1, gcd(a, n) = 1

•
�

ab
n

�

=
�

a
n

� �

b
n

�

olur, yani
�

a2

n

�

=
�

a
n

�2
= 1 ya da 0 dır.

•
�

a
mn

�

=
�

a
m

� �

b
n

�

olur, yani
�

a
n2

�

=
�

a
n

�2
= 1 ya da 0 dır.

• Eğer m ve n aralarında asal tek pozitif tam sayılarsa

�m
n

�

=
� n

m

�

= (−1)
m−1

2
n−1

2 =







1, eğer n≡ 1 (mod n) ya da m≡ 1 (mod n)

−1, eğer n≡ m≡ 1 (mod n)

sağlanır.

•
�

−1
n

�

= (−1)
n−1

2 =







1, eğer n≡ 1 (mod 4)

−1, eğer n≡ 3 (mod 4)

sağlanır ve
�

1
n

�

=
�

n
1

�

= 1 olur.

•
�

2
n

�

= (−1)
n2−1

8 =







1, eğer n≡ 1,7 (mod 8)

−1, eğer n≡ 3,5 (mod 8)
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1.5 Ön Bilgiler

Herhangi bir pozitif tam sayı D için h(4D), diskriminant −4D’nin pozitif ikinci

dereceden formlarının sınıf numarasını göstersin.

Lemma 1.1. ([14], Teorem 11.4.3, 12.10.1 ve 12.14.3)

h(−4D)<
4
π

p
D log(2e

p
D)

D, D1, D2, k pozitif tam sayılar olsun öyle ki {D, D1, D2} > 1, gcd(D1, D2) = 1,2 - k ve

gcd(D, k) = gcd(D1, D2, k) = 1 sağlansın.

Lemma 1.2. ([15], Teorem 1 ve 2) D > 1, 2 - k ve gcd(D, k) = 1 şartlarını sağlayan D

ve k pozitif tam sayılar olsun. Eğer

X 2 + DY 2 = kZ , X , Y, Z ∈ Z, gcd(X , Y ) = 1, Z > 0 (1.16)

(X , Y, Z) çözümüne sahipse, o halde bu denklemin tüm çözümleri aşağıdaki şekilde ifade

edilebilir.

Z = Z1 t, t ∈ N,

X + Y
p
−D = λ1(X1 +λ2Y1

p
−D)t , λ1,λ2 ∈ {± 1},

burada X1, Y1, Z1 pozitif tam sayıları, X 2
1 + DY 2

1 = kZ1 , gcd(X1, Y1) = 1 ve h(−4D) ≡ 0

(mod Z1) ȩsitliklerini sağlar.

Lemma 1.3. ([15], Lemma 1) Kabul edelim ki D1 ve D2, 1’den büyük aralarında asal

tam sayılar olsun. Aşağıda verilen denklemin sabit (X , Y, Z) çözümü için

D1X 2 + D2Y 2 = kz, gcd(X , Y ) = 1, Z > 0, X , Y, Z ∈ Z, (1.17)

bir tek pozitif tam sayı, l mevcuttur öyle ki

l = D1αX + D2βY, 0< t < k (1.18)

için βX −αY = 1 ȩsitliğini sağlayan α,β tam sayıları vardır.

Lemma 1.3’te bahsedilen pozitif tam sayı l, (X , Y, Z) çözümünün karakteristik sayısı

olarak bilinir ve < X , Y, Z > şeklinde gösterilir. Kabul edelim ki l0 sabit bir tam sayı

olsun. Eğer Lemma 1.3’ün < X0, Y0, Z0 >= l0 eşitliğini sağlayan çözümü (X0, Y0, Z0)
ise, o halde < X , Y, Z >≡ ±l0 (mod k) eşitliğini sağlayan tüm çözümlerin kümesi

(X , Y, Z) Lemma 1.3’ün çözüm sınıfıdır ve S(l0) ile gösterilir.

Lemma 1.4. ([15], Lemma 6) Lemma 1.3’te bulunan gösterimle, eğer < X , Y, Z >= l

ise D1X ≡ −lY (mod k) sağlanır.
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Lemma 1.5. ([15], Teorem 1 ve 2) (1.17) denkleminin herhangi bir S(l0) çözüm sınıfı

için (X1, Y1, Z1) ∈ S(l0) olacak şekilde bir tek çözüm mevcuttur öyle ki X1 > 0, Y1 > 0 ve

Z1 ≥ Z olacak şekilde (X , Y, Z) ∈ S(l0) tüm çözümlerini kapsayacak Z vardır. Burada

(X1, Y1, Z1) üçlüsü S(l0) için en küçük çözüm olarak adlandırılır. (X , Y, Z) ∈ S(l0) olacak

şekildeki her çözüm aşağıdaki şekilde açıklanabilir.

Z = Z1 t, 2t, t ∈ N, (1.19)

X
p

D1 + Y
p

−D2 = λ1

�

X1

p

D1 +λ2Y1

p

−D2

�t
, λ1,λ2 ∈ {1,−1}. (1.20)

Lemma 1.6. ([16], Teorem 2) Kabul edelim ki (X1, Y1, Z1), S(l0) için en küçük çözüm

olsun. Eğer (1.17) denkleminin çözümü (X , Y, Z) ∈ S(l0), X > 0 ve Y = 1 şartlarını

sağlıyorsa, Y1 = 1 olduğu söylenebilir. Böylece, eğer (X , Z) 6= (X1, Z1) ise aşağıda verilen

koşullardan biri sağlanacaktır:

(i) D1X 2
1 =

1
4(k

Z1 ± 1), D1 =
1
4(3kZ1 ± 1), (X , Z) = (X1|D1X 2

1 − 3D2|, 3Z1).

(ii) D1X 2
1 =

1
4 F3r+3ε, D2 =

1
4 L3r , kZ1 = F3r+ε,

(X , Z) = (X1|D2
1 X 4

1 − 10D1D2X 2
1 + 5D2

2 |, 5Z1), r pozitif tam sayı, ε ∈ {1,−1} ve Fn n.

Fibonacci sayısıdır.

Kabul edelim ki α ve β cebirsel sayılar olsun. (α,β) bir Lucas ikilisidir öyle ki α+β ve

αβ sıfırdan farklı aralarında asal tam sayılardır ve
α

β
bir kök değildir. Eğer (α,β)

herhangi bir Lucas ikilisi ise, karşılık gelen Lucas sayısı dizileri aşağıdaki şekilde

tanımlanır.

Ln(α,β) =
αn − β n

α− β
, n= 0, 1,2, . . . .

Bir asal sayı p, eğer p | Ln(α,β) ve p - (α−β)2 L1(α,β) . . . Ln−1(α,β) (n> 1) şartlarını

sağlıyorsa Ln(α,β) için ilkel bölen olarak isimlendirilir. Bu noktada [Bilu, Voutier]
referanslarını göz önüne alırsak, kesin olarak hangi Lucas dizilerinin ilkel bölene sahip

olduğunu biliyoruz. Ayrıca, eğer n ≥ 5 ve n 6= 6 ise her n. terimli herhangi bir Lucas

dizisi Ln(α,β), sonlu bir parametre dizisi (n,α,β) dı̧sında ilkel bölene sahiptir.
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2
TERAİ SANISI

Bu bölümde, m bir pozitif tam sayı olmak üzere

(4m2 + 1)2 + (5m2 − 1)2 = (3m)2

denkleminin tek pozitif çözümünün (x , y, z) = (1, 1,2) olduğu [5]’e dayanarak

gösterilecektir.

2.1 Terai Sanısı’na Giriş

Teorem 2.1. Kabul edelim ki, m 6≡ 3 (mod 6) sağlayan m bir pozitif tam sayı olsun. O

halde,

(4m2 + 1)2 + (5m2 − 1)2 = (3m)2 (2.1)

denkleminin tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (1, 1,2)’dir.

Tanım 2.1. Kabul edelim ki α1 ve α2 cebirsel reel sayılar olsun ve b1, b2 pozitif tam

sayılar olmak üzere,

Λ= b2 logα2 − b1 logα1 (2.2)

şeklinde lineer form tanımlanır.

Tanım 2.2. Bir α cebirsel sayısının n. dereceden olduğu varsayılsın. Burada α’nın

Z üzerindeki minimal polinomunun baş katsayısı α0 ve (α( j))1≤ j≤n ise α’nın eşleniği

olsun. O halde logaritmik uzunluk

h(α) =
1
n

�

log |α0|+
n
∑

j=1

logmax{1, |α( j)|}

�

(2.3)

biçiminde ifade edilir.
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Böylece, A1 ve A2 1’den büyük reel sayıları için

log Ai ≥max
§

h(αi),
| logαi|

D
,

1
D

ª

(2.4)

yazılabilir öyle ki i ∈ {1, 2} ve Q(α1,α2) için derece D olmalıdır.

Bu noktada

b
′
=

b1

D log A2
+

b2

D log A1
(2.5)

yazılabilir.

Lemma 2.1. [17] Kabul edelim ki α1 > 1 ve α2 > 1 olmak üzere Λ, (2.2)’deki gibi

tanımlansın ve α1, α2 çarpımsal olarak bağımsız olsun. O halde

log |Λ| ≥ −25.2 D4
�

max
§

log b
′
+ 0.38,

10
D

ª�2

log A1 log log A2 (2.6)

olur.

2.2 Terai Sanısı İspatı

Lemma 2.2. (2.1) denkleminde m= 1 için

5x + 4y = 3z (2.7)

elde edilir. Bu denklem için tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (1,1, 2)’dir.

İspat. İspatı için [18] kaynağındaki b = 4 ve c = 5 durumunda Teorem (1.3)’e

bakılabilir. �

Lemma 2.3. (2.1) denkleminde m= 2 için

17x + 19y = 6z (2.8)

elde edilir. Bu denklem için tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (1,1, 2)’dir.

İspat. Eğer z ≤ 2 ise, o halde 17x + 19y = 6z denkleminin tek çözümü (x , y, z) =
(1, 1,2)’dir. Eğer z ≥ 3 ise, 17x + 19y = 6z denklemi (mod 8)’de düşünülürse,

1+ 3y ≡ 0 (mod 8)

olur ve çözüm olmadığı görülür. �
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(2.1) denkleminin bir çözümü (x , y, z) olsun. Lemma (2.1)’den, kabul edebiliriz ki

m ≥ 3 olsun. Kolayca görülebilir ki eğer m çift ise, (2.1) denkleminin tek pozitif tam

sayı çözümü (x , y, z) = (1,1, 2) olur.

Lemma 2.4. Eğer m çift ise (2.1) denkleminin tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) =
(1, 1,2) olur.

İspat. Eğer z ≤ 2 ise (2.1) denklemi için (x , y, z) = (1,1, 2) olur. Diğer yandan z ≥ 3

ise, (2.1) denklemini (mod m)’de alırsak

1+ (−1)2 ≡ 0 (mod m) (2.9)

elde edilir ve y ’nin tek olduğu görülür.

Şimdi kabul edelim ki k ≤ 1 için m, 2k ile tam bölünsün. Bu durumda

m2 ≡ 22k (mod 22k+1) (2.10)

olur ve a = 4m2 + 1, b = 5m2− 1 yazılabilir. Ancak

a ≡ 1 (mod 22k+1), b ≡ 22k − 1 (mod 22k+1), b2 ≡ 1 (mod 22k+1) (2.11)

bulunur. Burada y ’nin tek olduğu ve z ≥ 3 olduğu bilindiğine göre, (2.1) denklemi

(mod m)’de alınırsa

1+ 22k − 1≡ 0 (mod 22k+1) (2.12)

elde edilir fakat bu imkansızdır. Bu yüzden m çift olduğunda, (2.1) için tek pozitif

tam sayı çözümü (x , y, z) = (1,1, 2) olur. �

Lemma 2.5. Eğer m tek ve m 6≡ 0 (mod 3) ise y = 1 ve x tek olur.

İspat. Biliyoruz ki m tek ve m 6≡ 0 (mod 3), o halde

�

5m2 − 1
4m2 + 1

�

= 1,
�

3m
4m2 + 1

�

= −1 (2.13)

olduğu görülebilir. Gerçekten,

�

5m2 − 1
4m2 + 1

�

=
�

m2 − 2
4m2 + 1

�

=
�

4m2 + 1
m2 − 2

�

=
�

9
m2 − 2

�

= 1 (2.14)
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ve

�

3m
4m2 + 1

�

=
�

3
4m2 + 1

�

� m
4m2 + 1

�

=
�

4m2 + 1
3

��

4m2 + 1
m

�

=
�

2
3

��

1
m

�

= −1

(2.15)

olur. Bu doğrultuda (2.1) denkleminden z çifttir.

Kabul edelim ki y ≥ 2 olsun. Denklem (2.1) (mod 8)’de alınırsa

5x ≡ (3m)z ≡ 1 (mod 8) (2.16)

olur ve x ’in çift olduğu görülür.

Diğer yandan, m 6≡ 0 (mod 3) olduğundan, denklem (2.1) (mod 3)’te alınırsa

2x + 1≡ 0 (mod 3) (2.17)

sağlanır ve x ’in tek olması gerekir fakat bu mümkün değildir. O halde y = 1 olur.

Bu durumda, y = 1 için, denklem (2.1) (mod 8)’de alınırsa

5x + 4≡ (3m)z ≡ 1 (mod 8) (2.18)

olup x tektir. �

Lemma (2.5)’ten y = 1 ve x ’in tek olduğu görülür. Eğer x = 1 ise, denklem (2.1)’den

z = 2 olur. Böylece bu noktadan sonra x ≥ 3 olduğunu kabul edeceğiz. Dolayısıyla

teoremimiz

cz − ax = b, x ≥ 3, a = 4m2 + 1, b = 5m2 − 1, c = 3m (2.19)

Pillai denkleminin çözümüne indirgenmi̧s olacaktır.

Şimdi x için bir alt sınır elde etmeliyiz.

Lemma 2.6. x ≥ 1
4(m

2 − 5).

İspat. Biliyoruz ki x ≥ 3, o halde denklem (2.19) aşağıdaki eşitsizliği verir:

(3m)z = (4m2 + 1)x + 5m2 − 1≥ (4m2 + 1)3 + 5m2 − 1> (3m)3. (2.20)

11



Dolayısıyla z ≥ 4 olur. Denklem (2.19) (mod m4)’te alınırsa

1+ 4m2 x + 5m2 − 1≡ 0 (mod m4) (2.21)

olur. Yani

m2(4x45)≡ 0 (mod m4). (2.22)

Böylece iddiamıza ulaşırız. �

Şimdi x için bir üst sınır elde etmeliyiz.

Lemma 2.7. x < 2521 log c.

İspat. Denklem (2.19)’dan, aşağıdaki lineer formu ele alıyoruz:

Λ= z log c − x log a (> 0). (2.23)

Bu noktada t > 0 için log(1+ t)< t eşitsizliğini kullanırsak

0< Λ= log(
cz

ax
) = log(1+

b
ax
)<

b
ax

(2.24)

olur ve bu nedenle

logΛ< log b− x log a (2.25)

elde edilir. Diğer taraftan Λ için bir alt sınır bulmak adına (2.1)’den yararlanırız.

Lemma (2.1)’den şu sonuç çıkarılabilir:

logΛ≥ −25.2 (max{log b
′
+ 0.38, 10})2 (log a)(log c) (2.26)

Burada

b
′
=

x
log c

+
z

log a
(2.27)

olduğunu eklemek gerekir.

Ayrıca ax+1 > cz sağlanır. Gerçekten,

ax+1 − cz = a(cz − b)− cz = (a− 1)cz − ab ≥ 4m2 · 9m2 − (4m2 + 1)(5m2 − 1)> 0

(2.28)
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olur. Bundan dolayı

b
′
<

2x + 1
log c

(2.29)

olduğuna ulaşılır.

M = x
log c olmak üzere, (2.26) ve (2.25) birleştirilirse

x log a < log b+ 25.2
�

max
§

log
�

2M +
1

log c

�

+ 0.38, 10
ª�2

(log a)(log c) (2.30)

yani

M < 1+ 25.2
�

max
§

log
�

2M +
1
2

�

+ 0.38, 10
ª�2

(2.31)

log c = log(3m) ≥ log 9 > 2 ve b < a2 olduğu için sağlanır. Bu nedenle M < 2521

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır. �

Şimdi Teorem (2.1)’i kanıtlayacağız. Burada Lemma (2.6) ve Lemma (2.7)’den

m2 − 5< 10084 log 3m (2.32)

olur. Bunun sonucu olarak m≤ 259 olduğuna ulaşılır.

Lemma (2.6)’dan,

�

�

�

�

log a
log c

−
z
x

�

�

�

�

<
b

xax log c
(2.33)

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca x ≥ 3 olduğundan

�

�

�

�

log a
log c

−
z
x

�

�

�

�

<
1

2x2
(2.34)

yazılabilir. Böylece log a/ log c basit sürekli kesir açılımına z/x yakınsaktır. Son olarak,

3≤ x < 2521 log c aralığında x ve z için

a = 4m2 + 1, b = 5m2 − 1, c = 3m, 3≤ m≤ 259

ile birlikte (2.34) eşitsizliğini sağlayan çözüm olmadığı belirlenmi̧stir.
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3
SONUÇ VE ÖNERİLER

3.1 Terai Sanısı’nın Uygulanması

Bu kısımda Terai Sanısı a = 6, b = 3 ve c = 3 değerleri için incelenecek ve

kanıtlanacaktır.

Teorem 3.1. Kabul edelim ki m bir pozitif tam sayı olsun. O halde

(6m2 + 1)x + (3m2 − 1)y = (3m)z (3.1)

denkleminin tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (1, 1,2)’dir.

İspat. İlk olarak 2|m durumunu inceleyelim.

Eğer z ≤ 2 ise, (3.1) denkleminden (x , y, z) = (1, 1,2) olduğu açıktır. Kabul edelim ki

z ≥ 3 olsun. O halde 3.1 denklemini (mod m3)’te alırsak,

1x + (−1)y ≡ 0 (mod m) (3.2)

elde ederiz. Buradan görülür ki y tek sayıdır. Benzer şekilde, yine (3.1) denkleminden

6x + 3y ≡ 0 (mod m) (3.3)

buluruz. Bildiğimiz gibi y tek ve m çift olduğundan (3.3) denklemi için bir çözüm

yoktur. Böylece 2|m durumu için tek pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) = (1, 1,2) dir.

Şimdi, kabul edelim ki 2 - m olsun.

(3.1) denkleminin herhangi bir çözümü (x , y, z) olsun. Denklemin bir çözümü

(x , y, z) = (1,1, 2) olduğu açıkça görülebilir. Bir önceki durumdan, m > 1 için

(mod m2)’de (3.1) denkleminden

2 - y (3.4)

olduğunu biliyoruz.
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Bundan sonra x için iki duruma ayırarak inceleme yapacağız. İlk olarak, kabul edelim

ki 2 - x olsun. Bu durumda

(6m2 + 1)X 2 + (3m2 − 1)Y 2 = (3m)Z , Z > 0, X , Y, Z ∈ Z (3.5)

denkleminin çözümü

(X , Y, Z) =
�

(6m2 + 1)
x−1

2 , (3m2 − 1)
y−1

2 , z
�

(3.6)

dır.

Biliyoruz ki l =< (6m2 + 1)
x−1

2 , (3m2 − 1)
y−1

2 , z >, o halde

(6m2 + 1)
x+1

2 ≡ −l(3m2 − 1)
y−1

2 (mod 3m), (3.7)

eşitliğini elde edebiliriz. Buradan

l ≡ ±1 (mod 3m) (3.8)

olduğu açıkça görülebilir.

(3.1) denkleminin bir başka çözümü de (X1, Y1, Z1) = (1, 1,2) olsun. Böylece l0 =<
1,1, 2> yazabiliriz ve

(6m2 + 1) · 1≡ −l0 · 1 (mod 3m),

l0 ≡ −1 (mod 3m)
(3.9)

olduğu bulunur. Sonuç olarak l ≡ ±l0 (mod 3m) eşitliğine ulaşılır. Yani (X1, Y1, Z1) =
(1, 1,2) ve (3.6), (3.1) denkleminin aynı çözüm sınıfı S(l0) içindedirler. Buradan

hareketle (x , y, z) = (1,1, 2) için S(l0)’ın en küçük çözümü olduğunu söyleyebiliriz.

Lemma (1.5)’ten,

(6m2 + 1)
x−1

2

p

6m2 + 1+ (3m2 − 1)
y−1

2

p

1− 3m2

= λ1(
p

6m2 + 1+λ2

p

1− 3m2 )t (3.10)

ve

z = 2t, 2 - t, t ∈ N.

dir.
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(3.10) denkleminin sağ tarafını açarsak,

(3m2 − 1)
y−1

2 = λ1λ2

t−1
2
∑

i=0

�

t
2i + 1

�

(6m2 + 1)
t−1
2 −i(1− 3m2)i (3.11)

elde edilir.

Varsayalım ki y > 1 olsun. O halde (3.11)’den,

0≡ λ1λ2 t (6m2 + 1)
t−1
2 (mod (3m2 − 1))

0≡ ∓3
t−1
2 t (mod (3m2 − 1)),

(3.12)

bulunur.Burada 2 | 3
t−1
2 t olduğundan (3.12) bir çeli̧skidir. Böylece y = 1 olduğu

görülür.

Şimdi, Lemma (1.6)’daki iki durumu kontrol etmeliyiz. (X1, Y1, Z1) = (1, 1,2), S(l0)’ın
en küçük çözümü olduğu için, Lemma (1.6)’dan,

6m2 + 1=
1
4
(32m2 ∓ 1) (3.13)

ve

F3r+ε = (3m)2 (3.14)

denklemlerinden birini sağlamalıdır. İlk olarak (3.13)’e bakalım. (3.13)’ün 4(6m2 +
1) = (32m2∓ 1) eşitliğini sağladığı görülebilir fakat bu 4≡ ∓1 (mod m2) demektir ve

bir çözüme ulaşamayız. İkinci denklem olan (3.14)’e baktığımızda ise, 1’den büyük

olan kare Fibonacci sayısının F12 = 122 [19] olduğunu bildiğimizden, 3m = 12 elde

edilir. Bu eşitliğin 2 - m koşulu altında yanlı̧s olduğu açıktır.

Böylece (3.1) denklemi için x tek olduğunda, pozitif tam sayı çözümü (x , y, z) =
(1, 1,2) dı̧sında mevcut değildir.

O halde x ’in çift olduğu durumu inceleyelim. (3.1)’den,

X 2 + (3m2 − 1)Y 2 = (3m)Z , gcd(X , Y ) = 1, Z > 0 (3.15)

denkleminin çözümü

(X , Y, Z) =
�

(6m2 − 1)
x
2 , (3m2 − 1)

y−1
2 , z

�

(3.16)

olur.
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Lemma (1.2)’yi kullanırsak, X1, Y1, Z1 pozitif tam sayıları için

z = Z1 t, t ∈ N,

(6m2 + 1)
x
2 + (3m2 − 1)

y−1
2

p

1− 3m2 = λ1

�

X1 +λ2Y1

p

1− 3m2
�t

,

λ1,λ2 ∈ {1,−1}

(3.17)

elde edilir ve, X1, Y1, Z1 pozitif tam sayıları

X 2
1 + (3m2 − 1)Y 2

1 = (3m)Z1 , gcd(X1, Y1) = 1 (3.18)

h(−4(3m2 − 1))≡ 0 (mod Z1) (3.19)

denklemlerini sağlar.

Öncelikle t ’yi çift olarak ele alalım. O halde

X2 + Y2

p

1− 3m2 =
�

X1 +λ2Y1

p

1− 3m2
�

t
2

(3.20)

yazılabilir.

Q(
p

1− 3m2) cisminde (3.20)’nin iki tarafının normunu alıp, (3.18) ile birleştirirsek

X 2
2 + (3m2 − 1)Y 2

2 = (3m)
Z1 t
2 = (3m)

z
2 (3.21)

bulunur.

(3.20) yerine (3.17) yazılırsa

(6m2 + 1)
x
2 + (3m2 − 1)

y−1
2

p

1− 3m2 = λ1

�

X2 + Y2

p

1− 3m2
�2

(3.22)

denklemine ulaşılır ve buradan

(6m2 + 1)
x
2 = λ1(X

2
2 − Y 2

2 (3m2 − 1)) (3.23)

(3m2 − 1)
y−1

2 = 2λ1X2Y2 (3.24)

olduğu görülür.

Biliyoruz ki gcd(6m2 + 1, 3m2 − 1) = 1, bu yüzden (3.23) ve (3.24)’ten

|X2|= 1 (3.25)

sonucu çıkarılabilir.
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Yani

|Y2|=
1
2
(3m2 − 1)

y−1
2 (3.26)

olur.

(3.21)’de |X2| ve |Y2| değerleri yerine yazılırsa

1+
1
4
(3m2 − 1)y = (3m)

z
2 (3.27)

elde edilir. Bunun sonucu olarak

3≡ 0 (mod 3m) (3.28)

eşitliği bulunur fakat her zaman 3m > 3 olduğu için çeli̧skiye ulaşılmı̧s olur. O halde

t çift olduğunda bir çözüm yoktur.

Son olarak, t ’nin tek olduğunu kabul edelim ve

α= X1 + Y1

p

1− 3m2, β = X1 − Y1

p

1− 3m2 (3.29)

olsun.

(3.17)’den, kompleks eşleniğini göz önüne alarak,

(3m2 − 1)
y−1

2 = Y1

�

�

�

�

αt − β t

α− β

�

�

�

�

= Y1|Lt(α,β)| (3.30)

olduğu söylenebilir.

(3.18)’den, α+ β = 2X1, α− β = 2Y1

p
1− 3m2 ve αβ = (3m)Z1 görülebilir. Benzer

şekilde yine (3.18)’den α+ β = 2X1 ve αβ = (3m)Z1 tam sayılarının, gcd(X1, Y1) = 1

olduğundan, aralarında asal olduğu elde edilir ve α
β 6= ∓1’dir.

Böylece Lt(α,β) bir dizidir. (3.30)’dan, Lt(α,β) dizisinin ilkel bölene sahip olmadığı

ve (α,β) parametrelerinin [20] kaynağında verilenlerle eşleşmediğine ulaşılır. Yani

BHV teoreminden ([21],[20])
t ≤ 3. (3.31)

eşitsizliğini buluruz.

Şimdi t = 3 için de sağlanmadığı gösterilecektir. O halde t = 3 olduğunu kabul edelim.

(3.10)’da sağ tarafı t = 3 için açıp, daha sonra da her iki tarafın katsayıları eşitlenirse
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(6m2 + 1)
x
2 = λ1X1

�

X 2
1 − 3(3m2 − 1)Y 2

1

�

. (3.32)

(3m2 − 1)
y−1

2 = λ1λ2Y1

�

3X 2
1 − (3m2 − 1)Y 2

1

�

(3.33)

olur.

Burada (3.18)’den gcd(3X1, 3m2 − 1) = 1 elde edilebileceğine dikkat etmek gerekir.

Bu sebeple (3.33)’den
�

3X 2
1 − (3m2 − 1)Y 2

1

�

= ∓1 olduğu söylenebilir. Ayrıca (mod

3)’te alarak sadece pozitif olabileceği görülür ve

�

3X 2
1 − (3m2 − 1)Y 2

1

�

= 1 (3.34)

yazılabilir.

(3.34)’ten

|Y1|= (3m2 − 1)
y−1

2 (3.35)

görülür.

(3.35)’i, (3.32)’de yerine koyarsak

(6m2 + 1)
x
2 = λ1X1

�

X 2
1 − 3(3m2 − 1)y

�

. (3.36)

bulunur.

(3.34) ve (3.35)’ten,

3X 2
1 − (−1)1≡ ∓1 (mod 3m) (3.37)

ve bu

X1 ≡ 0 (mod m) (3.38)

demektir. Buradan hareketle (3.36)’dan

1
x
2 ≡ 0 (mod m) (3.39)

yazılabilir fakat yanlı̧s olduğu açıktır. Bu nedenle sadece t = 1 olabilir. Yani, z = Z1 t =
Z1 ve (3.19)’dan

Z1 ≤ h(−4(3m2 − 1)) (3.40)

olur. Lemma (1.1)’den,

z <
4
π

p

3m2 − 1 log
�

2e
p

3m2 − 1
�

(3.41)

üst sınırı bulunur.
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Kabul edelim ki z = 3 olsun. O halde en küçük x ve y , 1’den büyük olmalıdır. x ≥ 2

olduğunda

(3m)3 > (6m2 + 1)x ≥ (6m2 + 1)2 > 62m4 (3.42)

ve buradan

33 > 62m> 36 (3.43)

olup çeli̧ski elde ederiz.

Benzer şekilde y ≥ 2 için

(3m)3 ≥ (3m2 − 1)2 + (6m2 + 1) (3.44)

eşitsizliği bir çeli̧skidir.

O halde z ≥ 4 diyebiliriz. Eğer (3.1) denklemini (mod 9m4)’te alırsak

6m2 x + 3m2 y ≡ 0 (mod 9m4) (3.45)

ve buradan

2x + y ≡ 0 (mod 3m2) (3.46)

buluruz. Yani

3m2 < 2x + y. (3.47)

olur.

(6m2 + 1)x < (3m)z ve (3m2 − 1)y < (3m)z olduğundan, x < z ve y < z diyebiliriz.

Bu yüzden (3.47)’den

m2 < z (3.48)

olur. Bu eşitsizlikten

m2 < z <
4
π

p

3m2 − 1 log
�

2e
p

3m2 − 1
�

(3.49)

ve m≤ 11 olduğuna ulaşılır. Yani tüm deği̧skenler sınırlıdır.

Bu noktada (3.41)’i x , y < z ile birlikte düşünerek 3 ≤ m ≤ 11 aralığındaki (3.1)’in

tüm olası çözümlerini kontrol etmek için Maple ile kısa bir bilgisayar programı yazdık

ve z ≥ 3 olduğunda (m, x , y, z) için pozitif tam sayı çözümü olmadığını gördük.
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3.2 Sonuç

İlk olarak Jeśmanowicz tarafından belirli koşullar altında çözümleri aranan üstel

diofant denklemden bahsettik, daha sonra bu denklemin daha özel bir hali olan Terai

Sanısı’nı inceledik.

Sonuç olarak, Terai Sanısı’nın a = 6, b = 3 ve c = 3 değerleri için özel hali olan

(6m2 + 1)x + (3m2 − 1)y = (3m)z

denklemini tüm koşullar altında ayrı ayrı inceleyerek tek pozitif tam sayı çözümünün

(x , y, z) = (1, 1,2) olduğunu ispatladık.

�
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