T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI USTEL DIOFANT DENKLEMLER VE COZUM
YONTEMLERI

Ruhsar Gizem BIRATLI

YUKSEK LISANS TEZI
Matematik Anabilim Dali

Matematik Programi

Danisman
Dog¢. Dr. Murat ALAN

Agustos, 2021



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI USTEL DiOFANT DENKLEMLER VE COZUM YONTEMLERI

Ruhsar Gizem BIRATLI tarafindan hazirlanan tez calismasi 23.08.2021 tarihinde
asagidaki jiiri tarafindan Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dali Matematik Programi YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Do¢. Dr. Murat ALAN
Yildiz Teknik Universitesi
Danisman

Jiiri Uyeleri

Dog¢. Dr. Murat ALAN, Danisman
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY, Uye
Yildiz Teknik Universitesi

Prof. Dr. Unsal TEKIR , Uye

Marmara Universitesi




Danismanim Doc. Dr. Murat ALAN sorumlulugunda tarafimca hazirlanan Bazi Ustel
Diofant Denklemler ve Coztim Yontemleri bashikli calismada veri toplama ve veri
kullaniminda gerekli yasal izinleri aldigimi, diger kaynaklardan aldigim bilgileri ana
metin ve referanslarda eksiksiz gosterdigimi, arastirma verilerine ve sonuclarina iliskin
carpitma ve/veya sahtecilik yapmadigimi, ¢alismam siiresince bilimsel arastirma ve
etik ilkelerine uygun davrandigimi beyan ederim. Beyanimin aksinin ispati halinde

her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.

Ruhsar Gizem BIRATLI

Imza



Aileme ithafen



TESEKKUR

Bu calismanin gerceklestirilmesinde, iki yil boyunca degerli bilgilerini paylasan
saygideger danisman hocam; Do¢. Dr. Murat ALAN’a, ¢alismam boyunca benden bir
an olsun yardimlarini esirgemeyen tiim zorluklar1 benimle gégiisleyen ve hayatimin
her evresinde bana destek olan annem Nurgiil BIRATLI'ya sonsuz tesekkiirlerimi

sunarim.

Ruhsar Gizem BIRATLI

iv



ICINDEKILER

5 . | v
vii
viii
1 GIRI 1
[L1 Literatiir Ozetil . . .. ... ..ot 1
L2 Tezin AMAcCl . . . . v v v ot e e e 2
....................................... 2
(1.4 TemelBilgiler ... ... ... ... . .. .. . . ... . .. 3
(1.5 OnBilgiler] . . ... .. .. 6
2 TERAI SANISI
[2.1 Terai Sanistna GIrig[. . . . . . . . o v v i i e 8
2.2 Terai SanisIISpati . . . . . oo i 9
I3 SONUGC VE ONERILER) 14
[3.1 Terai Sanistnin Uygulanmasiy| . . . .. ... ... ............... 14
ONUG ¢ v v v vt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 21
22
TEZDEN URETILMIS YAYINLAR| 24




SIMGE LISTESI

gcd(a, b)

S(lp)
h(-4D)

a ve b sayilarinin en biiyiik ortak boleni
Belirli kosullar altinda tiim ¢6ziimlerin sinifi

Diskriminant —4D’nin pozitif ikinci dereceden formlarinin simif

numarast
Euler Fonksiyonu

Herhangi bir pozitif tam say1
Jacobi Sembolii

n. Fibonacci sayisi

Lineer form

Logaritmik uzunluk

Lucas dizisi

(X,Y, Z) ¢oztimiiniin karakteristik sayisi

vi



OZET

Baz1 Ustel Diofant Denklemler ve Coziim Yontemleri
Ruhsar Gizem BIRATLI
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Danisman: Do¢. Dr. Murat ALAN

Kabul edelim ki m pozitif bir tam say1 olsun. Bu tezde, oncelikle (4m?* + 1)* +
(5m? — 1)Y = (3m)* iistel Diofant denklemi ve ispat1 incelenmektedir. Sonrasinda
ise (6m?+1)*+(3m%—1)” = (3m) iistel Diofant denklemi ele alinmaktadir ve bir tek
pozitif tam say1 ¢oziimiiniin m > 1 i¢in (x, y,z) = (1,1, 2) oldugu gosterilmektedir.
Ispat1 ise genel olarak siniflandirma methodu ve oldukea bilinen ilkel bélen teoremine

dayanmaktadir.
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Let m be positive integer. In this thesis, first of all we examined the exponential
Diophantine equation (4m? + 1)* + (5m? — 1)” = (3m)*. Then we consider the
exponential Diophantine equation (6m? +1)* +(3m?—1)” = (3m)* and we show that
it has only unique positive integer solution (x, y,z) = (1, 1,2) for all m > 1. The proof

depends on so called classification method and famous primitive divisor theorem.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Tanim 1.1. Kabul edelim ki u, v, w aralarinda asal, 1’den biiyiik tam sayilar olsun. O
halde

u+v'=w* (1.1)

denklemine tistel Diofant denklem denir.

Denklem (1.1)’in (x,y,z) icin ¢ozlimlerinin sonlu oldugu bilinmektedir ve tiim
coziimler Baker’in lineer form yontemiyle etkin bir sekilde belirlenebilmektedir.

Je$manowicz [[1], eger a, b, c Pisagor sayis1 ise, yani a® + b? = c* denklemini saglayan
pozitif tam sayilarsa, (1.1)’in tek pozitif ¢6ziimiintin (x,y,z) = (2,2,2) oldugunu
ifade etmistir ([2]], [3], [[4]). JeSmanowicz’in varsayiminin bir benzeri olarak, eger
a,b,c,p,q,r pozitif tam sayilar1 a? + b? = ¢" denklemini sagliyor ve a, b,c,p,q,r = 2
ile gcd(a, b) = 1 sartlarin1 da tasiyorsa bu durumda denkleminin birkag istisna
disinda tek pozitif tam say1 ¢oziimii (x,y,z) = (p,q,r) oldugu varsayilmistir. Bu

varsayim bircok 6zel durum i¢in kanitlanmistir.

Terai Sanisi'nda ise p,q,r € N, r > 2 kosullar1 altinda
u? +vi=w" (1.2)

denkleminin bilinen birka¢ (u,v,w) tgliileri disinda tek pozitif tam sayr ¢oziimii
(x,¥,2) = (p,q, r)dir. Bu noktada

(am?+1)* + (bm?*—1)” = (cm)* (1.3)

denkleminin (1.2)’nin bir 6zel hali oldugunu gorebiliriz. Burada a, b, ¢, m pozitif tam
sayilar1 a + b = c? esitligini saglar. Denklem (1.3)) {izerine caligmalar yapilmis ve hepsi



Terai Sanis’ni dogrulamistir:

e (Terai [5]], 2012) (42 +1)* + (5m? —1)” = (3m)?,

 (Miyazaki-Terai [6], 2014) (m? + 1)* + (qgm?—1) = (rm)*, 1 +q =12,

e (Terai [7]], 2015) (12m? +1)* + (13m? —1)” = (5m)?,

e (Fu-Yang [8], 2017) (pm? + 1)* + (gm*—1)" = (rm)?, r|m,

e (Pan[9], 2017)(pm? + 1)* + (qm?®*—1)’ = (rm)*, m = %1 (mod r),

e (Alan [[10], 2018) (18m? + 1)* + (7m?—1)” = (5m)?,

e (Kizildere [[11], 2018) ((q + 1)m?+ 1)+ (qm?®—1) = (rm)*, 2q +r =r?,

e (Terai [[12], 2020) (4% + 1)* + (21m%— 1)’ = (5m)?

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde, ilk olarak Terai [|5]] tarafindan gosterilen
(4m>+ 1)+ (5m*—1) = (3m)* (1.4)
tistel Diofant denklemi incelenecektir. Ardindan, m pozitif tam say1 olmak iizere,
(6m?+ 1)+ (3m*—1)" = (3m)* (1.5)

iistel Diofant denklemi ele alinip tek pozitif tam say1 ¢6ziimiiniin (x, y,z) = (1,1,2)

oldugu gosterilecektir.

1.3 Hipotez

Terai Sanis’'ndan yola ¢ikarak, [1.5]te bahsedildigi tizere, bu sania =6, b =3 ve c =3
icin gosterilecektir. Bu noktada asagida verilen teorem ispatlanmaya calisilacaktir.

Teorem 1.1. Kabul edelim ki m bir pozitif tam sayt olsun. O halde
(6m?+ 1)+ (3m*—1)" = (3m)* (1.6)

denkleminin tek pogzitif tam sayt ¢oziimii (x,y,z) = (1,1, 2)dir.



1.4 Temel Bilgiler

Bu kisimda daha sonra sikca kullanilacak olan temel bilgilere deginilmistir.

Tanim 1.2. Kabul edelim ki n pozitif bir tam say1 olsun. Z tam sayilar kiimesi tizerinde
”x =y (mod n) olmasi icin gerek ve yeter sart x — y € nZ olmasidir." (1.7)

seklinde tanimlanan bagintiya "= (mod n)" bagintisi adi verilir.

Teorem 1.2. "= (mod n)" bagintist Z tam sayilar kiimesi iizerinde bir denklik bagin-

tisidr:

Ispat. (i). x € Z icin x — x = n.0 olacak sekilde 0 € Z var olup x = x (mod n) dir.

(ii). Kabul edelim ki x,y € Z i¢in x = y (mod n) olsun. O halde x — y = nk olacak
sekilde k € Z mevcuttur ve y —x = n(—k) ve —k € Z oldugundan y = x (mod n) olur.
(iii). Kabul edelim ki x,y,z € Z i¢in x = y (mod n) ve y = z (mod n) olsun. Bu
durumda x — y = nk; ve x —y = nk, olacak sekilde k,, k, vardir. Boylece x —z =
n(k, + k) ve k;,k, € Z olur. Yani x =z (mod n) saglanir. [ |

Tanim 1.3. "= (mod n)" bagintisina gore denklik siniflarina kongriians siniflar1 denir

ve bu siniflarin kiimesi Z,, ile gosterilir.

Teorem 1.3. Eger a = b (mod n) ve x € Z ise

(i)a+x=b+x (modn) (1.8)
(ii) ax = bx (mod n) (1.9)

saglanir.

Ispat. Eger a =b (mod n) ve x € Z ise a — b = nk olacak sekilde k € Z vardur.
(). x € Z i¢in (a + x) — (b + x) = nk oldugundan a + x = b + x (mod n) olur.
(ii). a = b (mod n) oldugundan x € Z icin (a — b)x = (nk)x olup ax — bx = n(kx)

olacak sekilde kx * inZ vardir. Boylece ax = bx (mod n) oldugu goriiliir. |

Teorem 1.4. Kabul edelim ki a = b (mod n) ve ¢ =d (mod n) olsun. O halde

(i)a+c=b+d (modn) (1.10)
(ii) ac=bd (mod n) (1.11)

saglanir.



Ispat. (i). a = b (mod n) ise Teorem geregince ¢ € Z icin a+c¢ = b + ¢ (mod n)
elde edilir. Bagintinin gecisme 6zelliginden a + ¢ = b+ d (mod n) bulunur.

(ii). Benzer sekilde, a = b (mod n) ise Teorem geregince ¢ € Z i¢in ac = bc
(mod n) elde edilir ve gecisme 6zelliginden ac = bd (mod n) bulunur. [ |

Mt

Tanim 1.4. Z iizerinde tamimli bir denklik bagintis olsun. Eger ax b ve ¢ xd

sartlarini saglayan her a, b,c,d € Z icin (a + ¢) * (b + d) ve (ac) * (bd) oluyorsa o
zaman "*" bagintisina tam sayilar kiimesi tizerinde bir kongriians bagintis1 ad1 verilir.

Teorem 1.5. "= (mod n)" bagintist Z kiimesi iizerinde bir kongriians bagintisidir.
Ispat. Egera=b (mod n)vec =d (mod n) ise o zaman Teoremgeregince a+c=

b +d (mod n) ve ac = bd (mod n) olup "= (mod n)" bagintisi, Z tam sayilar kiimesi
tizerinde bir kongriians bagintisidir. |

Teorem 1.6. Aralarinda asal her p asal sayist ve a tam sayist i¢in
a’ =a (mod p) (1.12)

saglanmir. Bu teorem, Fermatin kiiciik teoremi olarak bilinir.

Teorem 1.7. Kabul edelim ki n>2 olacak sekilde bir tam sayt ve x, y, z pozitif tam sayilar
olsun. O halde

x"+yt=2g" 1.13)

ifadesi saglanamaz. Bu teorem, Andrew Wiles tarafindan ispatlanan Fermatin son teo-
remi olarak bilinen sanidir [13|].

Tanim 1.5. Kabul edelim ki n pozitif tam say1 olsun. Bu n sayisindan kii¢iik ve n ile
aralarinda asal olan tam sayilarin sayisina Euler fonksiyonu denir ve ®(n) ile gosterilir.

Bu fonksiyon asagida verilen ozellikleri saglar.

(m,a) =1 ise a®™ =1 (mod m)

p bir asal say1 ise, ®(p) = p — 1 olur.
* p bir asal say1 ve a pozitif bir tam say1 ise, ®(p*) = p* — p*~! olur.
* m ve n aralarinda asal ise, ®(mn) = ®(m)®(n) saglanir.

* n pozitif tam sayisi n = pi’,p,%,ps’, ... seklinde asal carpanlarina ayriliyorsa

— P1—lyrPa—1yrp3—1 HH
®(n) =n( o )( o )( o )... yazilabilir.




Teorem 1.8. Eger n ve a aralarinda asal pozitif tam sayilarsa, ®(n) Euler fonksiyonu
olmak tizere

a®™ =1 (modn) (1.14)

esitligi saglanir. Bir¢cok kaynakta Euler teoremi ya da Euler-Fermat teoremi olarak geger.

Tanim 1.6. a pozitif bir tam say1 ve n pozitif tek tam say1 olmak iizere

O-GYE-G o

seklinde Jacobi sembolii ifade edilir ve asagida belirtilen 6zellikleri saglar.

Eger a = b (mod n) ise (%) = (9) (“iﬂ) olur.

n n

(a) 0, gcd(a,n)#1
+1, ged(a,n)=1

» (22)=(&)(%) olur, yani (%) = (¢) =1yada0d

* (72)=(%)(3) olur, yani (%) = (%)2 =1yadaO dm.

* Eger m ve n aralarinda asal tek pozitif tam sayilarsa

(m)_(n)_( 1)m_71n_71 1, egern=1 (modn)yadam=1 (mod n)

—1, egern=m=1 (mod n)

(_1) ( 1y 1, egern=1 (mod4)
—1, egern=3 (mod 4)

(2) (1),12,1 1, egern=1,7 (mod8)
—1, egern=3,5 (mod 8)



1.5 On Bilgiler

Herhangi bir pozitif tam say1 D icin h(4D), diskriminant —4D’nin pozitif ikinci

dereceden formlarinin sinif numarasini gostersin.

Lemma 1.1. ([|14] Teorem 11.4.3, 12.10.1 ve 12.14.3)
h(—4D) < 2 VD log(2ev/D)
T
D, D,, D,, k pozitif tam sayilar olsun 6yle ki {D,D;,D,} > 1, gcd(D;,D,) = 1,21 k ve

gcd(D, k) = ged(D,, D,, k) = 1 saglansin.

Lemma 1.2. ([15]] Teorem 1 ve 2) D > 1, 21k ve ged(D, k) = 1 sartlarini saglayan D

ve k pogzitif tam sayilar olsun. Eger
X%+ DY? =K%, X,Y,Z€Z, ged(X,Y) =1, Z>0 (1.16)

(X,Y, Z) ¢oziimiine sahipse, o halde bu denklemin tiim ¢6ziimleri asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

Z=2t, teN,

burada X,,Y,, Z; pozitif tam sayilart, X? + DY? = k%, ged(X,,Y;) = 1 ve h(—4D) =0
(mod Z,) esitliklerini saglar.

Lemma 1.3. ([15]], Lemma 1) Kabul edelim ki D, ve D,, 1’den bilyiik aralarinda asal

tam sayilar olsun. Asagida verilen denklemin sabit (X,Y,Z) ¢éziimii icin
D, X*+D,Y?>=k*, ged(X,Y)=1,Z2>0,X,Y,Z€Z, (1.17)
bir tek pozitif tam sayi, | mevcuttur 6yle ki
l=D;aX +D,BY, 0<t<k (1.18)
icin BX —aY =1 esitligini saglayan a, 3 tam sayilart vardir.

Lemma [1.3]te bahsedilen pozitif tam say1 [, (X,Y,Z) ¢oziimiiniin karakteristik sayisi
olarak bilinir ve < X,Y,Z > seklinde gosterilir. Kabul edelim ki [, sabit bir tam say1
olsun. Eger Lemma [1.3]iin < X, Y, Z, >= [, esitligini saglayan ¢6ziimii (X, Yy, Z,)
ise, o halde < X,Y,Z >= =+, (mod k) esitligini saglayan tim coziimlerin kiimesi
(X,Y,Z) Lemma [1.3]iin ¢6ziim simfidir ve S(1,) ile gosterilir.

Lemma 1.4. ([15]] Lemma 6) Lemma [1.3[te bulunan gosterimle, eger < X,Y,Z >=1
ise D;X = —1Y (mod k) saglanur.



Lemma 1.5. ([15]], Teorem 1 ve 2) denkleminin herhangi bir S(l,) ¢6ziim sinifi
icin (X1,Yy,Z;) € S(1,) olacak sekilde bir tek ¢oziim mevcuttur dyle ki X; > 0, Y; > 0 ve
Z, = Z olacak sekilde (X,Y,Z) € S(l,,) tiim ¢oziimlerini kapsayacak Z vardwr. Burada
(X4, Yy, Zy) tigliisii S(1,) icin en kiigiik ¢6ziim olarak adlandirilir. (X,Y,Z) € S(l,) olacak
sekildeki her ¢6ziim asagidaki sekilde agiklanabilir.

Z=17t, 2t, t €N, (1.19)

X /D, +Y /=D, = A, (X,4/D; + A, Y, 4/=Dy)', A, A, € {1,—1}. (1.20)

Lemma 1.6. (/16| Teorem 2) Kabul edelim ki (X;,Y;,Z;), S(l,) i¢in en kiigiik ¢6ziim
olsun. Eger (1.17) denkleminin ¢oziimii (X,Y,Z) € S(1,), X > 0 ve Y = 1 sartlarim
sagliyorsa, Y; = 1 oldugu soylenebilir. Boylece, eder (X,Z) # (X, Z,) ise asagida verilen

kosullardan biri saglanacaktir:
() D,X7 = (k" £1),D, = 3(3k™ £ 1), (X, Z) = (X,|D,X] — 3D, |, 3Z,).

(ll) Dle = %}FSH-BEJDZ = %}LBW kZl = F3r+e’
(X,Z) = (X,|D}X} — 10D, D,X? + 5D2|,5Z,), r poszitif tam sayi, € € {1,—1} ve F, n.

Fibonacci sayisidur:

Kabul edelim ki a ve 3 cebirsel sayilar olsun. (a, 3) bir Lucas ikilisidir 6yle ki a+ f ve

af sifirdan farkli aralarinda asal tam sayilardir ve ¢ bir kok degildir. Eger (a,3)

herhangi bir Lucas ikilisi ise, karsilik gelen Lucas sayis1 dizileri asagidaki sekilde

tamimlanir.

Ln(a,/&)=ﬂ, n=0,1,2,....
a—p3

Bir asal say1 p, eger p | L,(a, ) ve pt (a—B)*L,(a, B)...L,_;(a, B) (n > 1) sartlarim
saghyorsa L,(a, ) icin ilkel bolen olarak isimlendirilir. Bu noktada [Bilu, Voutier]

referanslarini goz oniine alirsak, kesin olarak hangi Lucas dizilerinin ilkel bélene sahip
oldugunu biliyoruz. Ayrica, eger n > 5 ve n # 6 ise her n. terimli herhangi bir Lucas

dizisi L,(a, ), sonlu bir parametre dizisi (n, a, ) disinda ilkel bolene sahiptir.



2

TERAI SANISI

Bu boliimde, m bir pozitif tam say1 olmak iizere
(4m*+1)*> + (5m*—1)* = (3m)?

denkleminin tek pozitif ¢oziimiintin (x,y,z) = (1,1,2) oldugu [5]'e dayanarak

gosterilecektir.

2.1 Terai Sanist’na Giris

Teorem 2.1. Kabul edelim ki, m # 3 (mod 6) saglayan m bir pozitif tam sayt olsun. O
halde,

(4m*+1)* + (5m*—1)* = (3m)? (2.1)

denkleminin tek pogitif tam sayt ¢oziimii (x,y,z) = (1,1, 2)dir.

Tanim 2.1. Kabul edelim ki a, ve a, cebirsel reel sayilar olsun ve b,, b, pozitif tam

sayilar olmak {izere,

seklinde lineer form tanimlanir.

Tanim 2.2. Bir a cebirsel sayisinin n. dereceden oldugu varsayilsin. Burada a’nin
Z iizerindeki minimal polinomunun bag katsayis1 a, ve (a%),. j<n ise @’min eglenigi

olsun. O halde logaritmik uzunluk

n

h(a) = 1 (log lay| + Zlogmax{l, Ia(j)l}) (2.3)

j=1

biciminde ifade edilir.



Boylece, A; ve A, 1’den biiyiik reel sayilari i¢in

loga;| 1
logA; > max {h(ai), | g ll, 5} (2.4)
yazilabilir 6yle ki i € {1,2} ve Q(a,, a,) icin derece D olmalidir.
Bu noktada
b= Dli);Az " chl:;Al @5
yazilabilir.

Lemma 2.1. [17] Kabul edelim ki a; > 1 ve a, > 1 olmak iizere A, (2.2)’deki gibi

tamimlansin ve o, o, ¢arpumsal olarak bagimsiz olsun. O halde

: 10))°
log|A| > —25.2 D* (max {log b +0.38, 5 }) logA; loglogA, (2.6)

olur.

2.2 Terai Sanis1 Ispat1
Lemma 2.2. denkleminde m = 1 igin

5% +4Y =3° 2.7)

elde edilir. Bu denklem igin tek pogzitif tam sayt ¢oziimii (x,y,z) = (1,1,2)dir.

Ispat. Ispati icin [18] kaynagmndaki b = 4 ve ¢ = 5 durumunda Teorem (1.3)’e
bakilabilir. |

Lemma 2.3. denkleminde m = 2 i¢in
17+ 19”7 =67 (2.8)

elde edilir. Bu denklem igin tek pogzitif tam sayt ¢oziimii (x,y,z) = (1,1,2)dir.

Ispat. Eger z < 2 ise, o halde 17 + 19 = 6° denkleminin tek ¢oziimii (x,y,z) =
(1,1,2)dir. Eger z > 3 ise, 17* + 19” = 6 denklemi (mod 8)’de diisliniiliirse,

1+3"=0 (mod 8)

olur ve ¢6ziim olmadig1 goriiliir. [ |



(2.1) denkleminin bir ¢6ziimii (x,y,z) olsun. Lemma (2.1)’den, kabul edebiliriz ki
m > 3 olsun. Kolayca goriilebilir ki eger m ¢ift ise, (2.1)) denkleminin tek pozitif tam

say1 ¢ozlimii (x, y,z) =(1,1,2) olur.

Lemma 2.4. Eger m ¢ift ise denkleminin tek pogitif tam sayt ¢éziimii (x,y,2z) =
(1,1,2) olur.

Ispat. Eger z < 2 ise (2.1)) denklemi icin (x,y,z) = (1,1,2) olur. Diger yandan z > 3
ise, (2.1) denklemini (mod m)’de alirsak

14(=1)?=0 (mod m) (2.9)
elde edilir ve y’nin tek oldugu goriiliir.

Simdi kabul edelim ki k < 1 icin m, 2 ile tam béliinsiin. Bu durumda
m?=2% (mod 2%+ (2.10)
olur ve a = 4m?+ 1, b = 5m2 — 1 yazilabilir. Ancak

a=1 (mod2**), pb=2%*—-1 (mod2%*1),b2=1 (mod2**))  (2.11)

bulunur. Burada y’nin tek oldugu ve z > 3 oldugu bilindigine gore, (2.1) denklemi

(mod m)’de alinirsa
1+2%—-1=0 (mod 2%*1) (2.12)

elde edilir fakat bu imkansizdir. Bu ylizden m cift oldugunda, icin tek pozitif

tam say1 ¢ozimi (x, y,z) =(1,1,2) olur. [ |

Lemma 2.5. Eger m tek ve m Z0 (mod 3) ise y =1 ve x tek olur.

Ispat. Biliyoruz ki m tek ve m 20 (mod 3), o halde

(sz_l)—l( 3m )__1 2.13)
4m2+1) 7 \4m2+1) '
oldugu goriilebilir. Gergekten,
21 22 2+1
)= )- () ew
4m?2+1 4m? +1 m2—2 m?—2

10



ve

(2= (a) )= () (20)- () 1)

(2.15)
olur. Bu dogrultuda denkleminden z cifttir.
Kabul edelim ki y > 2 olsun. Denklem (mod 8)’de alinirsa
5*=@Bm)*=1 (mod 8) (2.16)

olur ve x’in ¢ift oldugu goriiliir.

Diger yandan, m # 0 (mod 3) oldugundan, denklem (mod 3)’te alinirsa
2*+1=0 (mod 3) (2.17)

saglanir ve x’in tek olmasi gerekir fakat bu miimkiin degildir. O halde y =1 olur.

Bu durumda, y =1 i¢in, denklem (2.1)) (mod 8)’de alinirsa
5*+4=Bm)*=1 (mod 8) (2.18)

olup x tektir. [ ]

Lemma (2.5)’ten y =1 ve x’in tek oldugu goriiliir. Eger x = 1 ise, denklem (2.1))’den
z = 2 olur. Bdylece bu noktadan sonra x > 3 oldugunu kabul edecegiz. Dolayisiyla

teoremimiz
c*—a*=b, x>3,a=4m>+1, b=5m*—1, c =3m (2.19)

Pillai denkleminin ¢6ziimiine indirgenmis olacaktir.

Simdi x icin bir alt sinir elde etmeliyiz.

1 2
Lemma 2.6. x > ;(m*—5).

Ispat. Biliyoruz ki x > 3, o halde denklem (2.19) asagidaki esitsizligi verir:

Bm)F =Udm?+1)*+5m?—1> (4m?>+1)°+5m?—1> (3m)°. (2.20)

11



Dolayisiyla z > 4 olur. Denklem (2.19) (mod m*)’te alinirsa

1+4m?x+5m?>—1=0 (mod m*) (2.21)

olur. Yani
m?*(4x45)=0 (mod m*). (2.22)
Boylece iddiamiza ulasiriz. [ |

Simdi x icin bir st sinir elde etmeliyiz.
Lemma 2.7. x < 2521 logc.
Ispat. Denklem (2.19)’dan, asagidaki lineer formu ele aliyoruz:
A=z logc—x loga (> 0). (2.23)
Bu noktada t > 0 icin log(1 + t) < t esitsizligini kullanirsak
z b b
0 <A:10g(c—)=log(1+—) < — (2.24)
ax ax G
olur ve bu nedenle
log A <logb—xloga (2.25)

elde edilir. Diger taraftan A i¢in bir alt sinir bulmak adina (2.1)’den yararlaniriz.
Lemma (2.1)’den su sonug cikarilabilir:

log A > —25.2 (max{log b +0.38, 10})? (loga)(logc) (2.26)
Burada
b= 4+ =2 (2.27)
logc loga

oldugunu eklemek gerekir.

x+1

Ayrica a* " > ¢* saglanir. Gercekten,

a*t'—c* =a(c*—b)—c* =(a—1)c* —ab > 4m?*-9m* — (4m* + 1)(5m*—1) > 0
(2.28)

12



olur. Bundan dolay1

;o 2x+1
b<x

(2.29)
logc

olduguna ulasilir.

M = = olmak lizere, q2.26p ve q2.25p birlestirilirse

2
xloga <logb+25.2 (max {log (ZM + IL) +0.38, 10}) (loga)(logc) (2.30)
ogc
yani
1 2
M<1+25.2 (maX {log (ZM + 5) +0.38, 10}) (2.31)

logc = log(3m) > log9 > 2 ve b < a® oldugu icin saglanir. Bu nedenle M < 2521

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. [ |

Simdi Teorem (2.1))’i kanitlayacagiz. Burada Lemma (2.6) ve Lemma (2.7)’den
m?®—5 < 10084 log 3m (2.32)

olur. Bunun sonucu olarak m < 259 olduguna ulagilir.

Lemma (2.6)’dan,
1 b
%88 o2 (2.33)
logc x| xa*logc
esitsizligi saglanir. Ayrica x > 3 oldugundan
1 1
o8d _Fl . L (2.34)
loge x| 2x2

yazilabilir. Boylece log a/log c basit siirekli kesir agilimina z/x yakinsaktir. Son olarak,

3 <x <2521logc araliginda x ve z i¢in
a=4m?>+1,b=5m?>—1,c=3m, 3<m< 259

ile birlikte (2.34) esitsizligini saglayan ¢6ziim olmadig: belirlenmistir.
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3

SONUC VE ONERILER

3.1 Terai Sanis’min Uygulanmasi

Bu kisimda Terai Sanist a = 6, b = 3 ve ¢ = 3 degerleri icin incelenecek ve
kanitlanacaktir.

Teorem 3.1. Kabul edelim ki m bir pozitif tam sayt olsun. O halde
(6m*+1)" + (3m*—1)" = (3m)* (3.1

denkleminin tek pogitif tam sayt ¢éziimii (x,y,z) = (1,1, 2)dir.

Ispat. 1lk olarak 2|m durumunu inceleyelim.

Eger z < 2 ise, (3.1) denkleminden (x, y,2z) = (1,1, 2) oldugu aciktir. Kabul edelim ki
z > 3 olsun. O halde [3.1|denklemini (mod m®)’te alirsak,

1"+ (—=1)’=0 (mod m) (3.2)
elde ederiz. Buradan goriliir ki y tek sayidir. Benzer sekilde, yine denkleminden
6x+3y =0 (mod m) (3.3)

buluruz. Bildigimiz gibi y tek ve m c¢ift oldugundan (3.3) denklemi icin bir ¢6ziim
yoktur. Boylece 2|m durumu icin tek pozitif tam say1 ¢ozliimii (x, y,z) = (1, 1,2) dir.

Simdi, kabul edelim ki 2 m olsun.

denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (x,y,z) olsun. Denklemin bir ¢6ziimii
(x,¥,2) = (1,1,2) oldugu acik¢a goriilebilir. Bir 6nceki durumdan, m > 1 icgin
(mod m?)'de denkleminden

21y (3.4)

oldugunu biliyoruz.
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Bundan sonra x icin iki duruma ayirarak inceleme yapacagiz. Ilk olarak, kabul edelim

ki 21 x olsun. Bu durumda
(6m?+1)X2+(Bm?>—1)Y?=3m)?, Z>0, X,Y,Z <€ Z (3.5)
denkleminin ¢6ziimii
x,Y,2) = ((6m*+1)'7,(3m* — 1) ) (3.6)
dir.
Biliyoruz ki [ =< (6m?+ 1), (3m? — 1)'z,2 >, o halde
(6m*+1)% =—1(3m>—1)'T (mod 3m), (3.7)
esitligini elde edebiliriz. Buradan
[=+1 (mod 3m) (3.8)
oldugu acikca goriilebilir.

(3.1) denkleminin bir bagka ¢6ziimii de (X;,Y;,Z;) = (1,1,2) olsun. Boylece [, =<
1,1,2 > yazabiliriz ve

(6m*+1)-1=—I,-1 (mod 3m),

(3.9)
l[o,=—1 (mod 3m)

oldugu bulunur. Sonug olarak [ = %[, (mod 3m) esitligine ulasilir. Yani (X;,Y;,Z;) =
(1,1,2) ve (3.6), (3.1) denkleminin ayni ¢6ziim sinifi S(l,) icindedirler. Buradan
hareketle (x,y,z) = (1,1,2) i¢in S(I,)'1n en kiiciik ¢c6zlimii oldugunu sdyleyebiliriz.

Lemma (1.5)’ten,

(6m2+1)T vV6m? + 1+ (3m2—1)"T v/1—3m?
= 2(V6m2+1+2,V/1—3m2 )" (3.10)

ve
z=2t, 21t, t eN.

dir.
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(3.10) denkleminin sag tarafin1 acarsak,

1

(Bm2—1)"7 =44, Z (21' i 1)(6m2 +1)7 7{(1—3m?2) (3.11)

1=0

elde edilir.
Varsayalim ki y > 1 olsun. O halde (3.11))’den,

0= A At (6m2+1)7 (mod (3m2—1))

. (3.12)
0=7F32zt (mod(3m?—1)),

bulunur.Burada 2 | 37 ¢ oldugundan Il bir celiskidir. Boylece y = 1 oldugu
gorilir.

Simdi, Lemma (1.6))’daki iki durumu kontrol etmeliyiz. (X;,Y;,Z;) =(1,1,2), S({,)'in
en kiiciik ¢6ziimii oldugu icin, Lemma (1.6))’dan,

1
6m?+1= Z(32m2 F1) (3.13)

ve
F3.c = (3m)? (3.14)

denklemlerinden birini saglamaldir. ilk olarak (3.13)’e bakalim. (3.13)’in 4(6m? +
1) = (3°m? ¥ 1) esitligini sagladig1 goriilebilir fakat bu 4 = ¥1 (mod m?) demektir ve
bir ¢6ziime ulagsamayiz. Ikinci denklem olan ’e baktigimizda ise, 1’den biiytik
olan kare Fibonacci sayisinin Fy, = 122 [[19] oldugunu bildigimizden, 3m = 12 elde

edilir. Bu esitligin 2 { m kosulu altinda yanlis oldugu aciktir.

Boylece (3.1) denklemi igin x tek oldugunda, pozitif tam say1 ¢ozimii (x,y,2z) =
(1,1,2) disinda mevcut degildir.

O halde x’in ¢ift oldugu durumu inceleyelim. (3.1)’den,
X%+ (Bm*—1)Y*=(3m)*, ged(X,Y)=1, Z>0 (3.15)
denkleminin ¢6ziimi
(x,Y,2) = ((6m?>— 1)%,(3m>—1)'7 ,z) (3.16)

olur.
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Lemma (1.2)’yi kullanirsak, X;, Y;, Z; pozitif tam sayilari i¢in

Z=th, tEN,

(6m?+1)% +(3m* —1)'7 v1—3m2 = 4, (X, + 1,1, V1 —BmZ)t,

A’1) A’2 € {15_1}
elde edilir ve, X, Y;, Z; pozitif tam sayilar1

X2+ (Bm*—1)Y? =(Bm)*, ged(X,,Y;) =1
h(—4(3m*—1))=0 (mod Z,)

denklemlerini saglar.

Oncelikle t’yi cift olarak ele alalim. O halde

[ S

X, +Y,V/1—3m? = (X, + 2,,v1—3m?)

yazilabilir.

(3.17)

(3.18)
(3.19)

(3.20)

Q(+'1—3m?2) cisminde ll 'nin iki tarafinin normunu alip, || ile birlestirirsek

X2+ (Bm*—1)Y} =(3m)7 =(3m)>
bulunur.

(3.20) yerine (3.17) yazilirsa
(6m?+1)F +(3m?—1)T V1—-3m2 = 4, (X, +, m)z
denklemine ulasilir ve buradan
(6m?+1)7 = A, (X2 — Y2(3m*—1))

oldugu goriliir.

Biliyoruz ki gcd(6m? + 1,3m? — 1) = 1, bu yiizden (3.23) ve (3.24)’ten

|X2| =1

sonucu cikarilabilir.
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Yani .
%] = 5 (3m’ k3 (3.26)

olur.

(3.21)’de |X,| ve |Y,| degerleri yerine yazilirsa
1., .
L+ (3m* —1)" = (3m)’ (3.27)
elde edilir. Bunun sonucu olarak
3=0 (mod 3m) (3.28)

esitligi bulunur fakat her zaman 3m > 3 oldugu icin celiskiye ulasilmis olur. O halde
t cift oldugunda bir ¢6ziim yoktur.

Son olarak, t'nin tek oldugunu kabul edelim ve

a=X,+7V1-3m2 B=X,—V;v/1—3m? (3.29)
olsun.
(3.17)’den, kompleks eslenigini gz oniine alarak,

at_ﬂt

(Bm2—-1)7 =¥, = Y,|L,(a, B)| (3.30)

oldugu soylenebilir.

(3.18)’den, a + f§ = 2X,, a— f = 2Y;v/1—3m2 ve aff = (3m)* goriilebilir. Benzer
sekilde yine (3.18)’den a + 3 = 2X; ve af8 = (3m)* tam sayilarinin, ged(X;,Y;) = 1
oldugundan, aralarinda asal oldugu elde edilir ve % # F1’dir.

Boylece L,(a, B) bir dizidir. (3.30)’dan, L.(a, f) dizisinin ilkel bélene sahip olmadig:
ve (a, 3) parametrelerinin [[20] kaynaginda verilenlerle eslesmedigine ulasilir. Yani
BHV teoreminden ([[21]],[20])

t <3. (3.31)

esitsizligini buluruz.

Simdi t = 3 icin de saglanmadig1 gosterilecektir. O halde t = 3 oldugunu kabul edelim.
(3.10)’da sag tarafi t = 3 i¢in acip, daha sonra da her iki tarafin katsayilari esitlenirse
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(6m*+1)2 = 4,X, (X?—3(3m*—1)v2). (3.32)
(Bm2—1)'7 = A, 4,7, (3%% — (3m> — 1)Y2) (3.33)

olur.

Burada (3.18)’den gcd(3X;,3m? — 1) = 1 elde edilebilecegine dikkat etmek gerekir.
Bu sebeple || 'den (3X2—(3m?—1)Y?) = ¥1 oldugu sdylenebilir. Ayrica (mod
3)’te alarak sadece pozitif olabilecegi goriiliir ve

(3x2—(Bm*—1)Y?) =1 (3.34)
yazilabilir.
(3.34)’ten
Y| =(3m?—1)"T (3.35)
goriilir.

(3.35)71, (3.32)’de yerine koyarsak

(6m*+1)2 = 4,X; (X2 —3(3m>—1)"). (3.36)
bulunur.
(3.34) ve (3.35)’ten,
3X2—(-1)1=7F1 (mod 3m) (3.37)
ve bu
X, =0 (mod m) (3.38)

demektir. Buradan hareketle (3.36)’dan
12=0 (mod m) (3.39)

yazilabilir fakat yanlis oldugu aciktir. Bu nedenle sadece t = 1 olabilir. Yani, 2 = Z;t =

Z, ve (3.19)’dan

Z, < h(—4(3m*—1)) (3.40)
olur. Lemma (1.1))’den,
% < i\/3m2—1log(2e\/3mz—1) (3.41)
v

st sinir1 bulunur.
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Kabul edelim ki z = 3 olsun. O halde en kii¢iik x ve y, 1’den biiyiik olmalidir. x > 2
oldugunda
(3m)® > (6m? + 1)* > (6m?* + 1)*> > 6°m* (3.42)

ve buradan
3®>6%m> 36 (3.43)

olup celiski elde ederiz.
Benzer sekilde y > 2 icin

(3m)*> = (3m>—1)* + (6m*+1) (3.44)
esitsizligi bir celigkidir.

O halde z > 4 diyebiliriz. Eger denklemini (mod 9m*)’te alirsak

6m?x +3m?y =0 (mod 9m*) (3.45)
ve buradan
2x+y =0 (mod 3m?) (3.46)
buluruz. Yani
3m? <2x+y. (3.47)

olur.

(6m? + 1)* < (3m)* ve (3m? —1)’ < (3m)* oldugundan, x < z ve y < gz diyebiliriz.

Bu yiizden (3.47)’den

m? <z (3.48)

olur. Bu esitsizlikten

m?<z< i\/ 3m2—1log(2ev 3m2—1) (3.49)
n

ve m < 11 olduguna ulasilir. Yani tiim degiskenler sinirhdir.

Bu noktada (3.41)’i x,y < g ile birlikte diisiinerek 3 < m < 11 arahigindaki (3.1))’in
tiim olas1 ¢6ztimlerini kontrol etmek icin Maple ile kisa bir bilgisayar programi yazdik

ve z > 3 oldugunda (m, x, y, 2) icin pozitif tam say1 ¢6ziimii olmadigini gordiik.
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3.2 Sonug

ik olarak Jesmanowicz tarafindan belirli kosullar altinda coziimleri aranan iistel
diofant denklemden bahsettik, daha sonra bu denklemin daha 6zel bir hali olan Terai

Sanisr’'ni inceledik.

Sonug olarak, Terai Sanistnin a = 6, b = 3 ve ¢ = 3 degerleri i¢in 6zel hali olan
(6m?*+ 1)+ (3m*—1)" = (3m)*

denklemini tiim kosullar altinda ayr1 ayri inceleyerek tek pozitif tam say1 ¢oziimiiniin

(x,¥,2)=(1,1,2) oldugunu ispatladik.
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