Diferansiyel Denklemler - 3. Uygulama

Lineer Diferansiyel Denklemler

Tamim 1. ¢’ + p(z)y = ¢(x) seklindeki birinci mertebe denkleme lineer diferansiyel denklem

denir.

Sabitin Degisimi Yontemi
Ornek 1. xy +vy = /z, x> 0 denklemini sabitin degisimi yontemiyle ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen denklemde 4/ tiirevini yalmz birakalm. Bunun icin her tarafi z e

bolelim.

Bu diferansiyel denklem 1. mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir. O halde, denklemin

homojen halini goz oniine alirsak,

y+==0
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olur. Bu denklemi degiskenlerine ayirarak integral alirsak,

dy d d d
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bulunur. Simdi ¢ = ¢(z) oldugunu kabul ederek, her iki tarafin tiirevini alirsak,
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elde edilir. Bulunan bu y ve 3y’ fonksiyonlarimi basta verilen diferansiyel denklemde yerine

yazarsak,
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bulunur. Bu ¢ yi homojen denklem i¢in buldugumuz y fonksiyonunda yerine yazarsak,

2
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genel ¢oztimii elde edilir.

Ornek 2. iy — =y = % cos(3z) denkleminin y(7) = 1 6zel ¢ozlimiinii sabitin degigimi yontemiyle
x

bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem 1. mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir. O



halde, denklemin homojen halini gbz oniine alirsak,
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olur. Bu denklemi degiskenlerine ayirarak integral alirsak,
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bulunur. Simdi ¢ = ¢(z) oldugunu kabul ederek, her iki tarafin tiirevini alirsak,
y = cda® 4+ 2cx

elde edilir. Bulunan bu y ve gy’ fonksiyonlarimi basgta verilen diferansiyel denklemde yerine
yazarsak,
cx? 2c  2c

da? +2cx — —— =z%cos(3z) = ¢ + — — = = cos(3r) = ¢ = cos(37)
T r oz

bulunur. Bu diferansiyel denklem degigkenlerine ayrilip integral alinirsa,

d
d_c = cos(3x) = dc = cos(3z)dr = /dc = /cos(S:c)da: =c=
T

sin(3z)
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Bu ¢ yi homojen denklem i¢in buldugumuz y fonksiyonunda yerine yazarsak,

Y= <sin;3x) N k) 2 22 si;l(?):v) e

genel cozimi elde edilir. Ozel ¢oziim,
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72 3 2
olarak elde edilir.
integrasyon Carpani Yontemi
. d
Ornek 3. d_y + y cot z = 5e°** denkleminin y (g) = —4 olan ¢oziimiinii bulunuz.
x

Coziim. Verilen denklem lineer diferansiyel denklemdir.
p(x) =cotx (q(z) = 5e“*7)
olup, integrasyon carpani

A\ = efp(m)dw _ 6fcotzdz _ elnsmx —sing



seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

* dy : Cos T : dy : COos T
sinx (| — +ycotx | = Ssinzxe = sinx— + ycosx = Hsinzxe
dx dx

olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz 6niine alirsak ve integral alirsak,

d
o (y.sinz) = 5sinze®?* = /d(y.sin x) = /(5 sin 2e°*%) dx
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olup genel ¢oziim,
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seklindedir. Ozel ¢oziim ise,
5cos£+ 1 — Hecosz
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olarak elde edilir.
Ornek 4. ¢ + ytanz = cos? z denkleminin y(0) = 1 olan ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen denklem lineer diferansiyel denklemdir.
p(z) =tanz (g(z) = cos’z)

olup, integrasyon ¢arpani

1
cos T

\ = efp(z)dx _ eftanxdm _ e—lncosr —cos— g =

seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak
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olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz ontine alirsak ve integral alirsak,
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olup genel ¢oziim,

y = cosz (sinz + c¢)
seklindedir. Ozel ¢oziim ise,

r=0vey=1=1=cos0(sin0+c¢)=1=c=y=-cosz(sinz+ 1)



olarak elde edilir.

B d
Ornek 5. (2% + 1) d_y + 4zy = x denklemini ¢6ziiniiz.
x

Coziim. Oncelikle verilen denklemde 3/ ifadesinin katsayisi 1 yapalim:

dy+ dry oz
dr = 2241  22+1

Boylece diferansiyel denklemin lineer oldugu goriiliir.
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olup, integrasyon carpani
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seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

dy 4y x 2 dy
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olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz 6niine alirsak ve integral alirsak,
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olup,
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genel ¢oztimii bulunur.

N d
Ornek 6. (1 + z?) d—y + y = arctan z denklemini ¢oziiniiz.
x

Coziim. Oncelikle verilen denklemde 3/ ifadesinin katsayisi 1 yapalim:

dy Y arctan x

dr  1+4+22 1422

Boylece diferansiyel denklemin lineer oldugu goriiliir.

arctan x
1+ 22



olup, integrasyon carpani

1
A= efp(x)da: — €f 1+x2 dx _ earctan:p

seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

arctan arctan
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olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz 6niine alirsak ve integral alirsak,

i (y.earctanm) _ eAICtanT grntan N /d (ylearctanz) _ / earctan. arctanxdx
dz 1+ 22 2
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t=u=dt=du
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olup,

arctanxz __ _arctanzx ( — arctanzx

y.e =e arctanz — 1) + ¢ = y = arctanz — 1 + ce

genel ¢oziimii bulunur.

Bernoulli Diferansiyel Denklemi

Tanim 2. 3y + p(z)y = q(x)y™ diferansiyel denklemi Bernoulli diferansiyel denklemidir. Bu
denklemi cozmek icin y" ile bolme islemi ve y!™ = z doniisiimii ile Bernoulli diferansiyel

denkleminin lineer diferansiyel denkleme donitistiiriillmesiyle bulunur.
Ornek 7. y' + 2ytanz = y? cot x denklemini ¢oziiniiz.

Cozium. Verilen denklem Bernoulli diferansiyel denklemidir ve 6ncelikle bélme yapilarak sag

taraftaki y? sadelestirilmelidir.

2ytanx 2cotx
Y 4 Y _ Y

" =y %/ + 2y 'tanz = cotx

Simdi, uygun dontisiim yapilarak lineer diferansiyel denklem elde edilir.



Doniigtim, verilen denklemde yerine yazilirsa,
—2' +2ztanz = cotz = 2’ — 2ztanxz = —cotw
lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde,
p(z) = —2tanx
olup, integrasyon carpani

A\ = efp(a:)da: _ ef —2tanzdr _ e2ln(cos:c) = cos?

seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

, (dz 9 , dz , cos® x
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olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goéz 6niine alirsak ve integral alirsak,
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olup,

z.Cco82 T = sin” —In(sinz) + ¢ =z = tan 2 _ Insinz) ¢
' 2 2 cos? cos?
bulunur. z = y~! oldugu goz éniine alinirsa,
~, _tan’z  In(sinx) c ytan’r  yln(sinx) cy
y = — - —1=0
2 cos? x cos? x 2 cos? x cos? x
genel ¢oztimii elde edilir.
Ornek 8. Yy —2ysinx = —Qy% sin x denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen denklem Bernoulli diferansiyel denklemidir ve 6ncelikle bolme yapilarak sag

taraftaki y% sadelegtirilmelidir.

3 Yy 2ysinx Qy%sinx 3, 1. .
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Simdi, uygun doniigiim yapilarak lineer diferansiyel denklem elde edilir.

r=y = = —%y‘gy’ (—2?:’ = y‘%y’)
Doniigtim, verilen denklemde yerine yazilirsa,
—27' —2zsinw = —2sinx = 2/ + zsinz = sinx
lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde,
p(z) =sinx
olup, integrasyon carpani

A\ = efp(:c)da: _ efsinxdz — g oosz

seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

dx dx
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olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz 6niine alirsak ve integral alirsak,

d
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olup,
— COS T C
Z.efcos:r — e*COSx _'_C j Z — _'_ — 1 _'_CeCOS.’E
e—cosw e—cosw

1 O e
bulunur. z = y~2 oldugu goz oniine alinirsa,
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genel ¢oztimii elde edilir.

Ornek 9. ¢/ + y = x/y denklemini ¢oziiniiz.

1 —a?
Coziim. Verilen denklem Bernoulli diferansiyel denklemidir ve 6ncelikle bolme yapilarak sag
taraftaki \/y = y% sadelestirilmelidir.
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Simdi, uygun dontisiim yapilarak lineer diferansiyel denklem elde edilir.

1
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Doniigtim, verilen denklemde yerine yazilirsa,

Y —r= i+ r .-t
1—a2" 2(1—a22)" 2

22 +
lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde,
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olup, integrasyon carpani

In 1712
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seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafini1 integrasyon carpani ile ¢arparsak
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olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz ontine alirsak ve integral alirsak,

d
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olup,
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bulunur. z = y% = /y oldugu goz oniine alinirsa,
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genel ¢oztimii elde edilir.

Riccati Diferansiyel Denklemi

Tanim 3. y'+ P(2)y*+Q(z)y+ R(x) = 0 diferansiyel denklemi Riccati diferansiyel denklemdir.
Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii, bir 6zel ¢oziimiiniin bilinmesi durumunda

bulunabilir. Bu o6zel ¢oziim y; olmak iizere,
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doniigimii ile verilen denklem lineer denkleme donitigtiiriilerek Riccati diferansiyel denkleminin

genel ¢oziim bulunur.



Ornek 10. ¢ = (y — ) + e “(y — )% + 1 denkleminin bir 6zel ¢oziimii y; = = olmak iizere,

denklemin genel ¢oztimiinii bulunuz.

Cozim. Verilen denklem Riccati diferansiyel denklemi olup,
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dontigiimi yapilirsa,
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lineer diferansiyel denklemine dontigiir. O halde,
p(r) = -1

olup, integrasyon carpani
\ = of @ _ f-1dr _ -u

seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

du du
e |l ——u|l=e"e T — —ecfu=¢"
dx dx

olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goéz 6niine alirsak ve integral alirsak,

2x

d
e (u.e’x) =¥ = /d (u.e”) = /ezxda:
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olup,
o i +c= < + ce”
w.e ¥ =— c=>u=———+ce
2 2
bulunur. v = oldugu goz ontine alinirsa,
y—x
1 e e
= — ce
Yy—x 2

genel ¢oztimii elde edilir.

Ornek 11. y' +e %y? —3y+e® = 0 denkleminin bir 6zel ¢oziimii y; = €* olmak iizere, denklemin

genel ¢oztimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen denklem Riccati diferansiyel denklemi olup,
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dontigiimi yapilirsa,
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lineer diferansiyel denklemine doniisiir. O halde,
p(z) =1
olup, integrasyon ¢arpani

A\ = efp(ac)dz _ efdac —
seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafin1 integrasyon carpani ile ¢arparsak

el —4u|l=ceeP=2e"—Fue*=1
dx dx

olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz ontine alirsak ve integral alirsak,

L ey =12 / d(u.e") = / d

olup,

ue =rx+c=>u=xe " +ce”

bulunur. v =

oldugu goz ontine alinirsa,
y— e

1
y—e’

T

=ze 4 ce”

genel ¢oztimii elde edilir.

Ornek 12. (1 — 23)y/ —y® 4+ 2%y + 22 = 0 denkleminin bir 6zel ¢oziimii y; = —a olmak iizere,
denklemin genel ¢oztimiinii bulunuz.

Cozim. Verilen denklem Riccati diferansiyel denklemi olup,

/
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u u u u
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dontigiimi yapilirsa,

' 1\? 1
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gerekli diizenlemeler yapildiginda,
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lineer diferansiyel denklemine doniigiir. O halde,

3x?
3 —1

p(x) =

olup, integrasyon carpani

z2 )
A\ = efp(x)d:r — e x%—ld'r _ 6ln(z‘sfl) — £E3 1

seklinde bulunur. O halde verilen denklemin her iki tarafini1 integrasyon carpani ile carparsak

de a3 —1 3 —

2
(x?’—l)(d—u—i— Sz u):(x3—1) 11:>(x3—1)3—z+3x2u:1

olup, sol tarafin bir ¢carpim tiirevi oldugunu goz ontine alirsak ve integral alirsak,

() _1;»/ (@ —1)) = /dx

olup,
3 x c
. —1) = =>u=
u(ac ) rt+c=u x3—1+x3—1
bulunur. v = 5 oldugu g6z oniine alinirsa,
y+x
1 x

_ ¢ 2 3 _
Z/+a:2_a:3—1+a:3—1:>(y+x)(w+c)_z =0

genel ¢oztimii elde edilir.
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