Diferansiyel Denklemler - 2. Uygulama

Homojen Diferansiyel Denklemler

Tanim 1. f(z,y) iki degigkenli fonksiyon olsun. A > 0, n € R olmak iizere f(\z,\y) =

A" f(z,y) ise f(z,y) fonksiyonuna n. dereceden homojen fonksiyon denir.

Tanim 2. M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 diferansiyel denklemini gz oniine alahm. Eger M (z,y)
ve N(z,y) fonksiyonlari ayn1 dereceden homojen fonksiyonlar ise verilen diferansiyel denklemi

homojen diferansiyel denklemdir. Homojen denklemi ¢ozmek igin
Yy =ur = dy = udr + xdu

dontigiimi  yapilir.  Homojen diferansiyel denklem degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel

denkleme dontigiir ve genel ¢oziim bulunur.
Ornek 1. (x + ysin %) dxr — x sin %dy = 0 denklemini ¢oziintiz.
Coziim. Denklem 1. dereceden homojen diferansiyel denklemdir.
%:uéy:uxidy:udx+xdu
dontigiimi yapalim. Bu dontisiim diferansiyel denkleme uygulanirsa,
(x + ursinu) dr — xsinu (udz + xdu) = 0
elde edilir. Diferansiyel denklem dx ve du bilegenlerine gore diizenlenirse,

(z +uzsinu — uzsinu) dr — r*sinudu = 0 = wdr — 2° sinudu = 0

bulunur. Boylece denklem,

d
ar —sinudu = 0
T

seklinde degiskenlerine ayrilir. Integral alinirsa,

dx )
— — [ sinudu=c=Inx + cosu =c
T

bulunur. Degisken doniigiimi tekrar uygulanirsa (g = u>,
x

lnx—l—cosy:c
T

genel ¢oztimiine ulagilir.

Ornek 2. (my + y267%> dx — x*dy = 0 denklemini ¢Oziiniiz.
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Cozum. Denklem 2. dereceden homojen diferansiyel denklemdir.
gzuéa::uyédx:udyjtydu
dontigiimi yapilir. Bu dontigiim verilen denklemde yerine yazilirsa,
(uy® + y*e™) (udy + ydu) — u’y*dy = 0
denklemi elde edilir. Denklemin sadelesmesi icin her iki taraf y? ile boliiniirse,
(u+e™) (udy + ydu) — udy = 0
denklemi bulunur. dy ve du ifadelerine gore paranteze alinirsa,
(W +ue™—u?)dy+y(ut+e™)du=0= (ue™)dy=—y(u+e*)du
sekline gelir. Bu denklem degigkenlerine,

d
—y:—(e"—i-l)du
Yy u

seklinde ayrilir. Buradan integrale gecilirse,

d 1
_y—_/(e“+—>du:>1ny——(€u+1nu)+c
Y Uu

elde edilir. Diizenleme yapilirsa,

In(uy) +e" =c (sz) =Inz+ev =c
Y

genel ¢oztimiine ulasilir.

Ornek 3. (x —y —y\/g) dz + (z+ /Ty)dy = 0 denkleminin y(1) = 1 olan ¢ozimini
T

bulunuz.

Coziim. Denklem 1. dereceden homojen diferansiyel denklemdir.
y = ur = dy = udzr + zdu

dontigiimi yapalim. Bu donitisiim diferansiyel denkleme uygulanirsa,
(z — uz — uz/u) dz + <x + W) (udz + xdu) =0

elde edilir. Diferansiyel denklem diizenlenirse,

z(1—u—uvu)de+z (1+Vu) (ude + zdu) =0



(1—u—u%> dz + (1+vu) (udz + zdu) =0
d
dr+a (14 ) du=0= "= + (14 u) du=0
x
seklinde degigkenlerine ayrilir. Boylece, integral alinirsa,

dx 1 2 3
— + (1+u2)du:c:>lnx+u+§u2:c
T

bulunur. Diizenleme yapilirsa,

2 3
u:y:>lnx+y+—<g)2:c
T r 3 \z

genel ¢oziimii elde edilir. Buradan,
2 5
levey:1:>ln1+1+§:c:>c:§

olup,

3y Y\ 5
31nx—|——+2<—) —5
e X

ozel ¢oziimii elde edilir.
Ornek 4. yv/ 2 +y?dr — x (x +\/x?+ y2> dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Denklem 2. dereceden homojen diferansiyel denklemdir.
y = ur = dy = udzr + xdu
dontigtimi yapilir. Bu dontisiim verilen denklemde yerine yazilirsa,
uzya? + ulade — x (m + \/m> (udx 4+ xdu) =0
denklemi bulunur. Denklem diizenlenirse (z ler toparlanip her iki taraf 2 ye boliiniirse),

ur®V1 + udr — 2* (1 +V1+ u2> (udx 4+ xdu) =0

uV'1+ u?dr — (1 + V1 —|—u2> (udx + xzdu) =0

denklemi bulunur. dz ve du ifadelerine gore paranteze alinirsa,

(um—u—um)dx—x<l+m>du:0

d 1++vV1+u?)d
—udx—x<1+v1+u2)du:():>_m+( u) u
u

X



seklinde degiskenlerine ayrilir. Integral alinirsa,

A/ 2 7/ 2
/d_x+/<l+i)du:czﬂnx—i—lnu—l—/idu:c
xXr u

u u

—_—
I

Oncelikle I; integralini ¢ozelim. Bunun icin trigonometrik déniisiim yapilmalidir.

V1+tan?t
du = u=tant, du = sec’ tdt = I, = /Tsec2 tdt
an

I /\/1—|—u2
1= -
u

sect csct =a sec?tdt = db
I = / sec? tdt = / csc t sec? tdt
tant —cottesctdt =da tant =0

]1:Cscttant+/tantcottcsctdt:sect—i—/csctdt:sect—ln(csct—i-cott)—l—cl

Integral bulunduguna gore, degiskenler tekrar doniistiiriilmelidir. Trigonometrik déniigiim

kullanmildigindan tiggen cizerek agiya kargilik gelen trigonometrik degerler yerlerine yazilir.

u

241 1
[1:\/u2+1—ln<u—+—|——)—|—cl
u

Bulunan I; yerine yazilirsa,
1+ vu?+1
In(uz) + vVu® + 1 —1In (&) —c <u:g)
u x

elde edilir. Buradan, u icin tekrar bir geri doniigsim yapilirsa,

2

o SRRV JETE (vt S
Iny+4/=5+1-In Tx :c:lny%———ln(—)
x g x Yy

A

bulunur ve diizenleme yapilirsa,

2 2 2 2
iy s VEEE (w) .
x )

veya

2elny + /2?2 +y? —xln (x—i— x2—|—y2) —cx =0

genel ¢oztimiine ulagilir.



Homojen Hale Doniisturiilebilen Diferansiyel Denklemler

d b
Tanmim 3. a1,b1,¢1,a2,b2,c2 € R olmak iizere il QoY o
dx az® + bay + Co

diferansiyel denklemler homojen diferansiyel denkleme dontistiiriilebilir. Bu tip denklemleri

) formundaki

¢ozmek igin;

a; b
Lt bl = a1by—bras # 0ise v = u+h, y = v+k doniigimi yapilir. Homojen diferansiyel
Az 02

denklem elde edilir.

a; b
2. | bl = a1by—bras = 0 ise ax+by = t dontigimi yapilir. Homojen diferansiyel denklem
az 0

elde edilir.

Ornek 5. (22 — 5y + 5) dz + (42 — y + 1) dy = 0 denklemini ¢Oziiniiz.

Coziim. Denklem sabitlerden dolay1 homojen degildir. Oncelikle, z ve y degiskenlerinin lineer
bagimsizligini inceleyelim.
2 =5 r=u+h =dr=du

=-2+20=18# 0=
4 -1 7

y=v+k =dy=dv
Sabitleri yok edebilmek i¢in oncelikle h ve k degerlerini bulalim:

2h—5k+5=0 h=0 T=1u =Su=2x
= =
4h—k+1=0 k=1

y=v+1 =v=9y—1

Bu donitistimler verilen denkleme uygulanirsa,
(2u — 5v)du + (4u — v)dv =0

1. dereceden homojen diferansiyel denklemi elde edilmig olur. Bu denkleme
v =ut = dv = tdu + udt

dontisiimi uygulanirsa,

(2u — Sut)du + (4u — ut) (tdu + udt) = 0 = (2 — 5t)du + (4 — t) (tdu + udt) = 0

denklemi bulunur. Denklem diizenlenirse,

du 4 —t du t—4
2 —t—t3d 4—dt=0=> —+— dt=0=> —+———dt =0
( Ju +ufd 1) AT S T R—
t—4 t—4 A B At +2) B(t—1)

Pri-2 (-0)0+2) -1 132 (G-Dt+2) G-Di+2)

>



A+B=1 A=-1
At+2A+Bt—B=t—4= =
2 — B = -4 B =2

Degigkenlerine ayrilmig olan denklemin integrali alinirsa,

du
/ /(t_—1+t+—2)dt—c:>lnu—ln(t—1)+21n(t+2)—lnc

v 2
2 2 u<—+2>
t—1 t—1 U Z 1
u

(2u + v)? . (u:x >:>(2x+y—1)2:

v—Uu v=19y — 1 Yy—T — 1
genel ¢oztimii elde edilir.

dy 20 —y+3

Ornek 6.
e dr —2r4+y+2

denklemini ¢oziiniiz.

C6ziim. Denklem sabitlerden dolay1 homojen degildir. Oncelikle, 2 ve y degiskenlerinin lineer

bagimsizligini inceleyelim.

2 -1
5 1 ‘:0:>2x—y:t:>2dx—dy=dt=>dy:2dx—dt

Bu doniisiim verilen denkleme uygulanirsa,

2dw—dt_t+3
dx 2t

= (2—£)(2dz — dt) — (¢ + 3)dz = 0 = (1 — 3t)dw + (¢ — 2)dt = 0

1. dereceden homojen diferansiyel denklemi elde edilmig olur. Bu denklem,

t—2|1-—3t
t—2 1 1 1 -5
d dt =0 — 3| —3 =d —— 4+ ——=]dt=0
SR iy m+( 3+3(1—3t))
g
seklinde degiskenlerine ayrilir. Integral alinirsa,
1 -5 t 5
d — e+ ———  Jdt=c=z——+-In(1-3t) =
/:1:+/< 3+3(1—3t)) c=zx 3+9n( )
denklemi bulunur. Denklem diizenlenirse (t = 2x — y),
2c —y 5
= T-—3 —|—§ln(1—3(2x—y)) =c=3r+3y+5InBy —6zx+1)=

genel ¢oztimii bulunur.



Tam Diferansiyel Denklemler

0 0
Tanim 4. u = wu(z,y) iki degigkenli bir fonksiyon olsun. du = a—udx + 8—udy ifadesine
z Y
u = u(z,y) fonksiyonunun tam diferansiyeli denir. M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0 denklemi tam
: : . oM ON - . oM : : :
diferansiyel denkleminde ——, —— kismi tiirevleri mevcut ve —— = —— ise bu diferansiyel
0 ox oy ox

denklem tam diferansiyel denklemdir.

. 1

Ornek 7. (2zy*> —ysinz + 2z — 1) dx + (2932y + cosz + —) dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.
Y

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadigin

kontrol edelim.

=

N(z,y) = 2x y+cosx—|—§ N, = 4xy —sinzx

M(ac,y):Q;py2_y31nx+2x—1 My:4xy—sinw}
Y

Verilen denklem bir tam diferansiyel denklemdir. Yani,

1 0 0
(2my2—ysinx—|—2x—1)dm—l— 222y + cosx + — dy:—udx+—udy
Yy ox dy

formundadir. O halde, M (z,y) fonksiyonunu ele alalim. Once z e gore integral alarak u(z,y)

fonksiyonunu bulalim.

0
a—u:2:z:y2—ysinx—|—2x—1:>/8u:/(2xy2—ysinx+2:c—1)da:
x

u(z,y) = 2*y* + ycosz + 2° — v + R(y)

Burada, integralden c sabiti yerine R(y) fonksiyonunun varhgima dikkat edilmelidir. Simdi, elde

edilen integrantin (u fonksiyonu) y ye gore tiirevini almaliyiz.

0 dR 1
—u:2x2y+cosm+—:2x2y—|—cosx+—:N(x,y):>
Y

1
== Ry)=lny+k
y dy ) ny

R
dy y
Elde edilen R(y) fonksiyonunu wu(x,y) fonksiyonunda yerine yazarsak,
u(z,y) = 2*y* +ycoswr +2° —x+1lny =c

genel ¢oztimii elde edilir.
Ornek 8. (e™ + xye™) dz 4+ x2¢*dy = 0 denkleminin y(1) = 1 olan 6zel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadigim

kontrol edelim.

M(z,y) =" + asyezy} M, = xe™ + xe™ + r*ye™ = 2xe™ + x’ye™
=

= M, =N,
N(x,y) = ae™

N, = 2ze™ + x?ye™
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Verilen denklem bir tam diferansiyel denklemdir. Yani,

(€™ + xye™) dx + x*e™dy = g—dx + gZdy

formundadir. O halde, N(z,y) fonksiyonunu ele alalim. Once y ve gore integral alarak u(zx,y)

fonksiyonunu bulalim.

—xQemy:>/8u_/ 2 my) dy

1’6

u(z,y) = + R(z) = ze™ + R(x)

Burada, integralden c sabiti yerine R(x) fonksiyonunun varhgina dikkat edilmelidir. Simdi, elde

edilen integrantin (u fonksiyonu) x e gore tiirevini almaliyiz.

0 dR
2 ey rye™ + e e + xye™ = M(x,y) =
T

R
e — =0=R(z)=k

dx

Elde edilen R(x) fonksiyonunu u(zx,y) fonksiyonunda yerine yazarsak,
u(z,y) = ze™ = c

genel ¢oziimii elde edilir. Ozel ¢oziim,
r=1lvey=1=lel=c=>c=c=>xe¥=¢

olarak bulunur.
Ornek 9. (er””yZ + 4933) dx + <2xye””y2 - 3y2> dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadigim

kontrol edelim.

M(z,y) =y’ +4a? } M, = 2ye™ + 2z’ = 2ye™ (14 ay?)
=

) = M, =N,
N(z,y) = 2zye™ — 3y

N, = 2yew2 + 2xy3e””y2 = 2ye$y2 (1 + a:y2)
Verilen denklem bir tam diferansiyel denklemdir. Yani,

(erxy + 4I3> dz + <2xyexy2 - 3y2> dy = %d:ﬁ + ?dy

formundadir. O halde, N(z,y) fonksiyonunu ele alalim. Once y ye gore integral alarak u(z,y)

fonksiyonunu bulalim.

0
4 2xye — 3y’ = /8u = / <2xyexy2 — 3y2) dy = /Qxye“”yzdy— /3y2dy
8y N——

I



I, = /Qxyenydy ry? =t=2eydy =dt = I, = /etdt =t =

u(z,y) = e —y* + R(x)
Burada, integralden c sabiti yerine R(x) fonksiyonunun varhgma dikkat edilmelidir. Simdi, elde

edilen integrantin (u fonksiyonu) x e gore tiirevini almaliyiz.

0 dR dR
a_Z’:y26:cy2+%:y2€xy2+4x3:M(x7y) :>%:4x3:>R(£L’):ZU4+k

Elde edilen R(z) fonksiyonunu u(z,y) fonksiyonunda yerine yazarsak,
u(z,y) = ey — P +at=c

genel ¢oztimii elde edilir.

integral Carpani ile Tam Diferansiyel Hale Getirme

Tanim 5. M(z,y)dr + N(z,y)dy = 0 denkleminde M, # N, ise denklem tam diferansiyel
denklem degildir. Denklemin her iki yan1 A(z, y) ile carpildiginda, elde edilen A(z, y) M (x, y)dz+
AMz,y)N(x,y)dy = 0 denklemi tam diferansiyel denklem ise A\(x,y) fonksiyonuna integrasyon

carpani denir.

e Integrasyon carpani x e baglh ise, In A = / dex

: N, — M,
e Integrasyon carpani y ye baglh ise, In A = / Tydy

Ornek 10. (zy* + y) dx + (22y® — ) dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadigim
kontrol edelim.
M(x,y):xy4+y} M, = 4y’ + 1
=

= M, # N,
N, =2zy® —1

N(z,y) =2y’ — =

Verilen denklem bir tam diferansiyel denklem degildir. O halde, bir integrasyon carpani

bulmaliyiz.

N, — M 2wy — 1 — day® — 1 —2(zy® + 1 2
ln)\:/—ydy:/ Y . Y dy:/Mdy:/_dy
M zyt +y y(zy® + 1) y

InA=—2lny = \=y >




Verilen denklemi bu integral ¢arpani ile ¢arparsak denklem,
(2> +y ") do+ (2*y — 2y ) dy =0
haline gelir. Bu denklemin tam diferansiyel olup olmadigini kontrol edelim.

My (z,y) = 2y* +y } _, My =22y~ y 2

) ) = Mly = Ny,
Ni(z,y) = 2"y — Yy~

Ny =2y —y
Denklem bu haliyle bir tam diferansiyeldir. Yani,

2, -1 2 -2 _Ou u
(my +y )dac—l—(xy xy )dy—axdx—kaydy

formundadir. O halde, M;(z,y) fonksiyonunu ele alalim. Once z e gore integral alarak u(z,y)

fonksiyonunu bulalim.

%:xy2+y_1#/8u=/(9€y2+y—1)d1‘

Integral alindiginda,

2%y x
-+ R
> ot ()

u(z,y) =
elde edilir. Burada, integralden ¢ sabiti yerine R(y) fonksiyonunun varhigma dikkat edilmelidir.
Simdi, elde edilen integrantin (u fonksiyonu) y ye gore tiirevini almaliyiz.

Ju 9 xr dR 9 _2 dR
oy TV Et g Ty 1(2,y) = a0 = R(y)

Elde edilen R(y) fonksiyonunu wu(zx,y) fonksiyonunda yerine yazarsak,

u(r,y) =

genel ¢oztimii elde edilir.
3
Ornek 11. <2:cy + 22y + ‘%) dx + (22 + y?) dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.
Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadigin

kontrol edelim.

3

M(x,y):2xy+a:2y+% N M, =2z + 2 + ¢

= M, # N,
N(z,y) =" +y° Ne =22 } y

Verilen denklem bir tam diferansiyel denklem degildir. O halde, bir integrasyon carpani
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bulmaliyiz.

M, — N, 2 24yt -2
ln)\:/y—dx:/ rrr Ay xdx:/dx:hl)\:x:)\:ew
N x? + y?

Verilen denklemi bu integral ¢arpan ile garparsak denklem,

3
(QQ:yeI + 2%ye” + %ez> dr + (:U2€m + erz) dy =0

haline gelir. Bu denklemin tam diferansiyel olup olmadigini kontrol edelim.

3
Ml (ZE, ’y) = 233’3/61 + I2y€x + %ex Mly = 21re® + x2€x + y2€a:
=

= M, = Ny,
Ni(z,y) = a’e” + y’e” Ny, = 2xe” + 2%e” + y2e” } !

Denklem bu haliyle bir tam diferansiyeldir. Yani,

3 )
(2xyew + a’ye” + %e”““> dz + (2°¢” + y’e”) dy = a—de + a—ydy

formundadir. O halde, Ni(x,y) fonksiyonunu ele alalim. Once y ye gore integral alarak u(z,y)

fonksiyonunu bulalim.

? = 2% 4 yPe” = /0u = / (:EQGQC + erx) dy
)

Integral alindiginda,
3

u(z,y) = 2°ye” + %ex + R(z)

elde edilir. Burada, integralden ¢ sabiti yerine R(z) fonksiyonunun varligina dikkat edilmelidir.

Simdi, elde edilen integrantin (u fonksiyonu) x e gore tiirevini almaliyiz.

0 3 dR 3 dR
% = 2xy6x+x2ye‘”+y§e‘”+% = 2xyex+x2ye$+y§e$ =M (z,y) = o 0= R(z)=k

Elde edilen R(z) fonksiyonunu u(z,y) fonksiyonunda yerine yazarsak,

3

u(z,y) = 2°ye” + %ex =c

genel ¢oztimii elde edilir.
Ornek 12. (2zyte? + 22y + y) do + (22y*e? — 2%y* — 3z) dy = 0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemin tam diferansiyel denklem olup olmadigim

11



kontrol edelim.

M(z,y) = 2xy'e” + 22y° +y

M, = 8xie? + 2xy*e? + 6xy® + 1
) } = = M, # N,
— 3z

N(z,y) = 2*y*e¥ — 2y N, = 2zyte? — 2zy® — 3

Verilen denklem bir tam diferansiyel denklem degildir bir integrasyon carpani

O halde,

bulmaliyiz.

N, —

In\ = /

8 Y — 8zy” — 4

_/ ry’e! = Say” dy:/——dy:>1n)\:—4lny:>)\:y
2xytey 4+ 2xy2 +y Y

2rytey — 6xy? — 1d
Yy

/Qxy e¥ — 2xy? — 3 — 8xyde¥ —
2xytey + 2xy® +y

Verilen denklemi bu integral ¢arpani ile ¢arparsak denklem

2 1 23
(2:cey+—x+—3>d:c+(a: ey—x—Q——x>dy—O
Y y*

y vy
haline gelir. Bu denklemin tam diferansiyel olup olmadigini kontrol edelim
2z 1 2 3
M1($,9)22$6y+_+_3 My, = 2xe” __f__4
:2y y = y y = Ml - le

x 3T 20 3 y
N1$:2I‘€y——2——4
Y Yy

Ni(w,y) = 2?e¥ — R

Denklem bu haliyle bir tam diferansiyeldir. Yani,

2 1 2
2re¥ + — + — ) do + xey_:v__?)_x dy—@dx%—@dy
y v vy Ox Ay

formundadir. O halde, M;(z, ) fonksiyonunu ele alalim. Once z e gore integral alarak u(z, )

fonksiyonunu bulalim.

1
(9u_2 y+2—+—=>/8U—/<2xey+2—+ )d
Ox Y y oy

Integral alindiginda,

2

x x
u(w,y) = 2%’ + —+ — + R(y)
Y Y
elde edilir. Burada, integralden ¢ sabiti yerine R(y) fonksiyonunun varhigina dikkat edilmelidir
Simdi, elde edilen integrantin (u fonksiyonu) y ye gore tiirevini almaliyiz

2 d 2 d
Y

@— 2oy L 2 B 2w
2 1 dy ¥z oyl
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Elde edilen R(y) fonksiyonunu u(zx,y) fonksiyonunda yerine yazarsak,

(@,9) = Per + =
u(z,y) =z’ + —+ —
y v

T
=cC

genel ¢oztimii elde edilir.
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