Diferansiyel Denklemler - Son Uygulama

Diferansiyel Denklemlerin Laplace Doniigiimi ile Coziimii

Ornek 1. 4" 4+ 16y = 5sint diferansiyel denklemini y(0) = 0, /(0) = 0 baslangic kosullar:

altinda Laplace dontisimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

Cozim. Her iki tarafa Laplace dontigiimi uygulayalim.

LA{y"} +16L{y} = 5L {sint}

5

Y (5) = sy(0) = y/(0) + 16 (s) = =

Baslangig degerlerini yerine yazip Y'(s) ifadesini yalmz birakalim.

) )

(FHOYE =3 = YO-GEihero

5 _As—I—B Cs+ D

F+D(2+16) £+1  £116

(A+C)s* + (B+ D)s* + (16A+C)s +16B+ D =5

1 1
A=0, B==, C=0, D=—=
) 37 ) 3

11 11
Yi(s) = = _ -
) =3271 397+16

Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

ﬁ*{Y@H*=%E%{3211}'_%EJ{Szilﬁ}

1 1
y(t) = 3 sint — D sin(4t)

Ornek 2. ¢/ + 2/ +y = te~! diferansiyel denklemini y(0) = 1, /(0) = 2 baglangi¢ kosullar1

altinda Laplace dontisimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

Coziim. Her iki tarafa Laplace dontigiimi uygulayalim.
L{y"}+2L{y'} + L{y} =5L {te”"}

s?Y (s) — sy(0) — ¢/'(0) + 25Y (s) — 2y(0) + Y (s) =

(s +1)°



Baslangig degerlerini yerine yazip Y'(s) ifadesini yalmz birakalim.

1 s+1+3
(s + 1)4 (s + 1)2

2 = ! S S) =
(s+2&+UY@y_“+1f+ +4 = Y(s)

1 L 1 n 3
(s + 1)4 (s+1)  (s+ 1)2

Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

c—l{y<s>}=£‘1{(s+11)4}+5‘1{si1}+3ﬁ_1{<s+11>2}

1 1
y(t) = gt?’e*t +e 43t = ge’t (t° + 18t + 6)

Y(s) =

Ornek 3. y’+2y/'+5y = e ' sint diferansiyel denklemini y(0) = 0, 3/(0) = 1 baglangic kogullar:

altinda Laplace dontisimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

Cozum. Her iki tarafa Laplace doniigimii uygulayalim.

L{y"}+2L{y'} +5L{y} = L{e "sint}

1
(s+1)°+1

Baglangi¢ degerlerini yerine yazip Y (s) ifadesini yalmz birakalim.

s?Y (s) — sy(0) — y/'(0) 4 2sY (s) — 2y(0) + 5Y (s) =

1 2425+ 3

249 Y = 1+1 Y(s) =
(S + 8+5) (5) s2+23—|—2+ = (5) (s24+2s+2)(s2+2s+5)

s24+25s+3 As+ B Cs+ D

(s24+25s+2)(s2+2s+5) $2+2s+2 s2+2s+5
(A+C)s* + (2A+ B+2C + D)s* + (244 2B +5C + 2D)s + 2B + 5D = s* + 25 + 3

2 1
A=0, B=%, C=0, D=-
) 37 9 3

Y (s) 2 1 +1 1
s) == =
3(s2+2s+2) 3(s2+2s5+5)

Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

2 1
y(t) = ge_t sint + ée_t sin(2t)



Ornek 4. ' — 3y + 2y = 4t — 6 diferansiyel denklemini 5(0) = 1, 3/(0) = 3 baslangic kosullar1

altinda Laplace dontisimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

Coziim. Her iki tarafa Laplace dontigiimii uygulayalim.

L{y"} =3L{y'} +2L{y} =4L{t} —6L{1}

s*Y (5) — sy(0) — /' (0) — 3sY(s) + 3y(0) + 2Y(s) = % _ g

Baslangig degerlerini yerine yazip Y'(s) ifadesini yalmz birakalim.

4 6 s3—6s+4
2
—35+2)Y(s) == — — = Y(s) =
(s s+2)Y () 2 s L (s) s? (s2 —3s+2)
s3 —6s+4 A B C D

s?2(s—1)(s—2) s_2+;+s—1+3—2
(s—1)(s—2)A+s(s—1)(s —2)B+s*(s —2)C +s*(s —1)D = s* — 65 + 4
s=0=2>2A=4=A=2 s=1=-C=-1=C=1 §s=2=4D=0= D=0

(B+C+D)s*=s" = B+1+0=1 = B=0

Y(s)zz—l— L

s2  s—1

Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

LY (s)} =207 {3_12} + L7 {S_Ll}
y(t) =2t + €'

Ornek 5. 4" — 2y + 2y = 3¢’ cos(2t) diferansiyel denklemini y(0) = 0, /(0) = 1 baslangic

kosullar1 altinda Laplace doniigimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

Coziim. Her iki tarafa Laplace dontigiimii uygulayalim.

L{y"} —2L{y'} + 2L {y} = 3L {e cos(2t) }

—1
2V (s) — sy(0) — 1/ (0) — 25Y (5) + 2(0) + 2Y (s) = 3————
(s—1)"+4

Basglangig degerlerini yerine yazip Y'(s) ifadesini yalmz birakalim.

3(s—1) s+ s+2
T 41 = Y(s) =
22545 ) = 245 (=254 2)

(s° —2s+2)Y(s) =



2+ s+2 As+ B Cs+ D

(s2—=2s+5)(s2—2s+2) s2—25s+5 s2—2s5+2

(A+C)s* + (—2A+ B —2C + D)s* + (2A — 2B+ 5C — 2D)s + 2B + 5D = s* + 5 + 2

A=-1, B=1, C=1, D=0

s—1 n s B s—1 . s—1 n 1
(s—172+4 (s—1)°+1 (s—1P%4+4 (s—1°+1 (s—1>%+1

Y(s) =

Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

LY (s)} =—L7" {ﬁ} +L7 {ﬁ} +L {ﬁ}

y(t) = —e' cos(2t) + e’ cost + e’ sint

Ornek 6. y" +y/ — 2y = 3cos(3t) — 11sin(3t) diferansiyel denklemini y(0) = 0, y/(0) = 6

baslangi¢ kosullar1 altinda Laplace doniistimiinii kullanarak ¢oziiniiz.
Coziim. Her iki tarafa Laplace doniigiimii uygulayalim.

LAYy + L{y'} —2L{y} = 3L {cos(3t)} — 11L {sin(3t)}

S 3
—11
s24+9 s249

s%Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) + sY'(s) — y(0) — 2Y(s) = 3

Baglangi¢ degerlerini yerine yazip Y (s) ifadesini yalmz birakalim.

3s — 33 652 + 3s + 21
P+s5-2)Y(s) = 6 = Y(s)=
(S TS ) (5) 82+9+ (5) (s249)(s2+s—2)
652 + 3s + 21 _As+B C D

(s249)(s+2)(s—1) 82+9+S+2+S—1
(s+2)(s—1)(As+B)+ (s*+9) (s = 1)C + (s* +9) (s +2)D = 65> + 3s + 21
s=-2=-39C=39=>C=-1 s=1=30D=30=D=1
s=0=2B-9C+18D=21= 2B+9+18=21= 2B= 6= B =3

s=2=8A+4B+13C+52D =51 =8A+12-13+52=51=84=0=A=0

3 1 + 1
249 s+2 s-—1

Y(s) =



Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

o) [ e o)

y(t) = sin(3t) — e 2 + ¢

Ornek 7. 4" —5y" + Ty’ — 3y = 20sin t diferansiyel denklemini y(0) = 0, 3/(0) = 0, "(0) = —2

baglangi¢ kosullar1 altinda Laplace doniigtimiinii kullanarak ¢oziiniiz.

Cozum. Her iki tarafa Laplace doniisimii uygulayalim.

L{y"}y —5L{y"} +TL{y'} — 3L {y} =20L {sint}

1

s*Y (s) —s*y(0) —sy/(0) —y"(0) — 55*Y () +sy(0) +5/(0) + 7sY (s) — Ty(0) —3Y (s) = 2052 1

Baslangig degerlerini yerine yazip Y'(s) ifadesini yalmz birakalim.

, ) 20 B —25% + 18
(s> — 5s —1—73—3)Y(s)—82+1—2 = Y(S)—(82+1)(53_552+75_3)
¥(s) = —2(s—=3)(s+3) _ —25—6
Fr)G-12(-3) (F+1)(s—1)
—25—6 _ As+B C D

(s2+1)(s—1)7  s2+1 +s—1+(3—1)2
(s—1)*As+B)+ (s*+1) (s —1)C+ (s> +1) D= —2s—6
s=1=>2D=-8=D=—4
(s—=1)*(As+B)+ (s +1) (s —1)C =4s* — 25 — 2

s=0=DB-C=-2 (B=C-2)
= A=-3
s=—-1=—-4A+4B—-4C=4=-A+B-C=1
$s=2=-6+B+5C=10=6C=18=C=3=B=1

Y() —3S+1+ 3 n —4 3 S n 1 . 3 L —4
S) = = —
241 s—1 (5_1)2 241 241 s—1 (3_1)2

Simdi, ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

- {in) oo ) o fr - i)

y(t) = —3cost + sint + 3e' — 4te'




Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Cozumiu

Ornek 8.

(D—-1)z+Dy=2t+1

denklem sistemini ¢oziintiz.
2D+ 1)x+2Dy =t

Cozum. Birinci denklemi 2 ile carparak ikinci denklemden ¢ikaralim.

2
Jr=-3t—-2 = :c:—t—g

Simdi, bu x ¢o6ziimiini birinci denklemde yerine yazalim ve y i¢in bir ¢éziim bulalim.
2 4 t* 4
—l+t+s+Dy=2+1 = Dy=t+g; = y=g+gt+a

O halde sistemin ¢oziimii su sekildedir.

2
r=—t—=
3
2 4
y=§+§t+cl
Ornek 9.

(D +2)z +3y =0

( ) t} denklem sistemini ¢oziiniiz.
de+(D—-2)y=e

Cozum. Birinci denklemin ¢ ye gore tiirevini alalim ve tiiretme yok-etme yontemiyle ¢ozelim.

d*x dx d d*x

Y t
— +2—4+3—=—=0 = — —dx—6y—12 6 3e" =0
I T T g Ty ler by se
d*x t 2 4t 4t
W—lﬁ’f:—?)@ = r“—16=0 = 7"1:47 reg = —4 = Ty = 1€ + coe

Simdi, belirsiz katsayilar yontemini kullanalim.

t

5= Ae = 1ly=Ad = 2= A

1

Aet —16A4e' = —3¢! = —15A=-3 = A= R
At —4t 1 t / 4t —4t 1 t

T =ce’ +ce —1—56 = T =4ce” — 4dege +5€

Simdi, z ¢oziimii yardimiyla y bagiml degiskenini bulmaya c¢aligalim.

d 1 2
d_ng +2x+3y=0 = 3dy= —deyet 4 dege™ ¥ — get — 2¢1e* — 2che7H — get



1
Yy = —2c1et 4 SegemH — Z¢t

3 )

O halde, diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii su sekildedir:

1
x = cre*t + coe ™ 4 —¢f

5

2 1
= —9¢ e4t Zc e—4t _et
Yy = 1€ + 3 2 - 5

Ornek 10.

(D—1z+(D—-3)y=c¢

( ) 5 } denklem sistemini ¢oziiniiz.
D+1)x+Dy=e

Cozum. Katsayilar determinantini hesaplayalim.

D—-—1 D-3
A:‘ =D*-D-D*+2D+3=D+3

D+1 D

Birinci dereceden ifade elde edildigi icin 1 tane keyfi degisken olacag: goriiliir. Oncelikle,

bagiml degiskenini bulmaya ¢aligalim.

t ' D-3
Ay = 63 = De' — (D —3)e* = ' — 3¢’ +3e™ = ¢!
et D
A, ¢
r=— ¢ = (D+3)x=¢

A D+3
Lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Integrasyon carpam bulalim, diferansiyel denklemin

her iki tarafin1 ¢garpalim ve her iki tarafin integralini alalim.

€4t et

A=eldt =3 = €3tI:I+Cl = x:cle_3t+z

Simdi, y bagiml degiskenini bulmaya caligalim.

D—-1 ¢ 3t ¢ 3¢ 3t ¢ ¢ 3t ¢
A, = Dl o =(D—-1)e" —(D+1)e =3 —e” —e —e =2e" — 2
e
A, 263 —2¢!
=S T o (D +3)y =26 — 2¢!
Y=A T " D+3 (D +3)y = 2¢7 = 2e

Lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Integrasyon ¢arpam bulalim, diferansiyel denklemin

her iki tarafin1 carpalim ve her iki tarafin integralini alalim.

6t at 3t
3 e e e

A=elddt =3 o By~ L = =cpe M 4 — —
Y 3 5 2 y=0C2 3

po |



O halde sistemin ¢oziimii su sekildedir.

t

e
x = cre 3+ 1
3t t
g € e
=Cce "+ — - =
Y 2 3 5
Ornek 11.

(2D + 1)z + (D + 1)y =t* + 4t

denklem sistemini ¢oziintiz.
(D+2)z+ (D +2)y=2t* — 2t
Cozum. Katsayilar determinantini hesaplayalim.

2D+1 D+1
D+2 D+2

=2D?>+5D+2—-—D*—-3D—-2=D?+2D

Ikinci dereceden ifade elde edildigi i¢in 2 tane keyfi degisken olacag goriiliir. Oncelikle, x

bagiml degiskenini bulmaya ¢aligalim.

244 D+1

A, = + + =2+ 4422+ 8t —4t+2 -2 +2t =8t +6
22 — 2t D+ 2
A 8t + 6

== __— D? 4+ 2D)x =8t +6

T =3 219D (D*+2D)x +

Ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Karakteristik

denklemini bulalim ve belirsiz katsayilar yontemini kullanalim.

rP+r=0 = r(r+2)=0 = rn=0rn=-2 = T, =1 4 e

r;=At>+ Bt = ry=2At+B = afj=2A
QA+ 4At +2B=8t+6 = A=2 B=1 = a;=2>+t

Simdi, y bagiml degiskenini bulmaya caligalim.

2D +1 t2+4t

D+2 922 2t:8t—4+2t2_2t_2t_4_2t2_8t:_4t_8
—+ _

A_

y =

A, —4t-38
=—t=—"—— = (D*+2D)y=—4t-38

Y=A T D?yaD (D" +2D)y

Ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Karakteristik

denklemini bulalim ve belirsiz katsayilar yontemini kullanalim.

P?4+2r=0 = rir+2)=0 = rn=0rn=-2 = yn = ¢34 cpe



ys = At* + Bt = y,=2At+B = yi=2A
2A+4At+2B=—-4t—-8 = A=-1, B=-3 = y;=—t>—3t

r=cy+ce 22+ ¢
Yy = Cs +C4€_2t — tz — 3t

Simdi, c3 ve ¢4 keyfi sabitlerinin ¢; ve ¢y cinsinden yaziliglarini bulmak icin, x ve y ¢oztimlerini

birinci ve ikinci denklemde yerine yazalm.
2D+ Nz + (D+1y=t"+4 = c4=-3c
(D+2)x+(D+2y=2t" -2t = cz3=1—¢

O halde, diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii su sekildedir:

T=c +ce 202+ ¢
y=—c; —3ce 2 — 12 =3t +1
Ornek 12.

(D —3)x+ 2Dy = sint

denklem sistemini ¢oziintiz.
(2D — 1)z + (D —2)y = 2cost

Cozum. Katsayilar determinantini hesaplayalim.

D-3 2D
2D—-1 D -2

=D?—-5D+6-—4D*+2D =-3D?>—-3D+6

Ikinci dereceden ifade elde edildigi icin 2 tane keyfi degisken olacag goriiliir.

bagimlh degiskenini bulmaya caligalim.

sint 2D

A, =
2cost D —2

=cost —2sint +4sint = cost + 2sint

A, t+2sint .
I:K:_C;E?jigls)lr;(; = (—3D2—3D—|—6)x:cost+281nt

Oncelikle, z

Ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Karakteristik

denklemini bulalim ve belirsiz katsayilar yontemini kullanalim.

3 =3r+6=0 = rP4+r—-2=0 = r=11r=-2 = x,=ce +ce”

2t

rs;= Acost + Bsint = 1f,=—Asint+ Bcost = 1fy=—Acost— Bsint

3Acost +3Bsint 4+ 3Asint — 3Bcost +6Acost +6Bsint = cost + 2sint



1
(9A —3B)cost + (3A+9B)sint = cost + 2sint = AZE’B:_

6
Simdi, y bagiml degiskenini bulmaya calisalim.
D —3 sint . . .
Ay = = —2sint — 6cost — 2cost + sint = —8cost —sint
2D —1 2cost
A -8 t—sint
y=—2 cont — o = (=3D*—-3D+6)y= —8cost —sint

A —3D*—3D+6
Ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer diferansiyel denklem elde edilmistir. Karakteristik

denklemini bulalim ve belirsiz katsayilar yontemini kullanalim.

3P =3r+6=0 = rP4+r—-2=0 = r=1r=-2 = y,=cge" +ee
ys = Acost + Bsint = ;= —Asint+ Bcost = yi=—Acost— Bsint
5) 1

(9A — 3B)cost + (3A+9B)sint = —8cost —sint = A:_E’Bzé

1 1
r = cret + coe ™ + 5 cost + 5 sint

2t

) 1
y = czel + cpe™? — —cost + ésint

6
Simdi, c3 ve ¢4 keyfi sabitlerinin ¢; ve ¢y cinsinden yaziliglarini bulmak icin, x ve y ¢oztimlerini

birinci ve ikinci denklemde yerine yazalim.

(D —3)x + 2Dy = sint 5
= C3 =C1, C4 = ——C9
(2D — 1)z + (D —2)y = 2cost 4

O halde, diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimii su sekildedir:
t o, 1 L.
T =ce +ce “*+ —cost+ —sint
6 6
5

_ t —2t L.
Yy = cie —1026 _ECOSt+681nt

10



