Diferansiyel Denklemler - 8. Uygulama

Bagimli Degisken igermeyen Diferansiyel Denklemler

Ornek 1. (@) .y = 1 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimli degiskeni (y yi) igermez. O halde en diigiik

mertebeli tiirev i¢in dontigim yapalim.
y/// —¢ y(iv) — ¢

Bu dontisiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

N |=

dt t?
=1 = tﬂzl = /tdt:/da: = sz—l—cl = t:\/§(x—|—c1)

Simdi, ¢ yi yerine yazalm (y"” = t).
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genel coziimi bulunur.
Ornek 2. (y")* + zy"” — " = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimh degiskeni (y yi) igermez. O halde en diigiik

mertebeli tiirev icin doniigim yapalim.

Bu dontisiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.
)Y +at' —t=0 = t=(@) +at

Elde edilen form, Clairaut diferansiyel denklemidir. ¢ = p dontigiimii yapahm. (¢ = pz + ¢(p))
t=p = t=p*+ap

Her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

. dp dp dp
p—2p%+p+x% = (2p+x)%—0

Eger, ¢arpimin sonucu sifirsa en az ¢arpanlardan biri sifira egittir (Genel ¢oziim igin tiirevli
ifadenin 0 olmasimi goz oniine almaliyiz.):
dp

d—:(]jp:cl (t:p2+xp):>t:c%—|—clx
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Simdi, ¢ yi yerine yazahm (y” = t).

i i o BT e o =3 ot
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dx? ! ! de 12 ! ? =% 12 ? ’

genel ¢oziimi bulunur.

.. 2

Ornek 3. (1 + 2%)y" + 22y = —; diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
x

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimh degiskeni (y yi) igermez. O halde en diigik

mertebeli tiirev i¢in dontigiim yapalim.

Bu doniigtimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

2 2x 2
L+t 42t == = ¢ t =
(1)t 4 2 a3 +1—|—x2 x3 (14 22)

Elde edilen form, lineer diferansiyel denklemdir. Integrasyon carpanim bulahm. (¢’ + p(z)t =

q(x))

2x
)\ = ef de — eln(1+x2) = ]_ —|— ZU2

Diferansiyel denklemin her iki tarafin1 integrasyon ¢arpani ile ¢arpalim.

2 2 2

Esitligin sol tarafi ¢carpim tiirevidir. Diizenleyerek her iki tarafin integralini alalim.

2 1 —1 c
/d((1+:c2)t): e R e R e

-1 _A+B+C’x+D
w2(1+22) = 22 1+22

(2 +2) A+ (2 +1) B4+ Cz® + Da* = -1

(A+C)a*+ (B+D)2*+Az+B=-1 = A=0,B=-1,C=0, D=1

Simdi, ¢ yi yerine yazahm (y' = t).

dy_—l 1+C1
de a2 1+ 22

1
= y= E+(1+cl)arctanw+02

genel ¢oziimii bulunur.



Ornek 4. z%y"” — 6zy” + 6y’ = Inz diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimli degiskeni (y yi) igermez. O halde en diigiik

mertebeli tiirev i¢in dontigiim yapalim.

" "
=1

Bu dontistimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.
3" — 6xt’ + 6t = Inx

Elde edilen form, Euler diferansiyel denklemidir. FEuler diferansiyel denklemi icin tekrar

dontigiim yapalim.

dt  dt oAt &t dt

Ydr T 4z YA T 42 dz
Doniigtimii diferansiyel denklemde yerine yazalim.

d?t  dt dt d?t dt
_ e t = -7 t =
dz? dz 6dz +6 © = dz? 7dz +6 ®

Diferansiyel denklem sabit katsayiliya dontistii. O halde, diferansiyel denklemin karakteristik

denkleminden karakteristik koklerini bulalim.

P —Tr+6=0 = (r—-1)r—-6=0 = r=1r,=6
O halde homojen ¢oziim,

th = c1e® + coe%

seklinde bulunur. Simdi, diferansiyel denklemin sag tarafli ¢oziimi icin belirsiz katsayilar

yontemini kullanalim.

ts=Az+B = ty=A4 = ;=0

o

Bu 6zel ¢oztim ve tiirevlerini verilen diferansiyel denklemde ilgili sag taraf ile birlikte yerine

yazarsak,
—TA4+6(Az+B)=2 = 6Az+(B-TA)==z
denklemi elde edilir. Iki tarafin esitliginden,

1 7
A=1 = A=- = 6B-T7TA=0 = DB=_
6 5 6B —TA=0 o



olup, ozel ¢oziim,

P
176" 36

seklindedir. Boylece genel ¢oziim,

1 7
ty =1, +ts = cre” 6z 4 — —
g =1tn+ c1€” + cae +6Z+36

olarak bulunur. Simdi z yi geri déntigtiirelim. (z = e*, z = Inx)

1
t:clx+czm6+ﬂ+l
6 36

olup, t de geri dontigtiriiliirse, (y' = t)

’—cx+cx6+m—x+l = —cx—2+cx—7+m—_x+lx+c
yTarra 6 ' 36 y=ay Tay 6 367 T

€1 5 C 7 zhha 1
2 7T Tyt T

genel ¢ozlimii elde edilir.
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Bagimsiz Degisken igermeyen Diferansiyel Denklemler

Ornek 5. y/ = (y’)3 + 3/ diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimsiz degiskeni (z i) igermez. O halde, ' igin
dontigiim yapalim.
/ dp

_ n_ v
y=p Y pdy

Bu dontisiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

d
=p’+p = £:p2+1 = =dy

dp
Pay

Diferansiyel denklem degigkenlerine ayrilabilirdir. Her iki tarafin integralini alalim.

dp = | d t = =1
i y = arctanp=y+c = p=tan(y+c)

p bulunduguna gore, diferansiyel denklemi geri dontigtiirelim.

d
d_y =tan(y+¢) = /cot(y+cl)dy: /d:v = Insin(y+¢)=x+Inc
T

sin(y +¢1) = e® = y+4c =arcsin(ce”) =y = arcsin(ce”) — ¢

genel ¢oziimii bulunur.



Ornek 6. yy” = 2(y')* — 2y diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coztim. Verilen diferansiyel denklem bagimsiz degiskeni (x i) igcermez. O halde, ' igin

dontigiim yapalim.

/ 1 dp
y =D Y :pd_
Y

Bu dontisiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

dp 9 d
Lo —2p = y—=2p-2 = —L_Zp=_°=
ypdy p P ydy P dy

Diferansiyel denklem lineerdir. Integrasyon carpanini bulalim.

2 1
— [ 2d —
)\:6 fy y:@ 21ny: e

y2

Diferansiyel denklemin her iki tarafin1 buldugumuz integrasyon carpani ile ¢carpalim.

Esitligin sol tarafi carpim tiirevidir. Diizenleyerek her iki tarafin integralini alalim.

1 2 1

Diferansiyel denklemde p yalniz birakildigina gore, p yi geri dontistiirelim.

d d arctan (/c
—y:cly2+1 = /—y:/dx = sz—l—@
dx cy? +1 \/C1

_ tan (\/ax + \/C_ICQ)
N

Vay = tan (Ve + Vae) =y

genel ¢oztimii bulunur.
Not: Diferansiyel denklem ilk déniigiimden sonra (y' = p) degiskenlerine ayrilabilir olarak

ele alinip ¢ozilebilirdi.
Ornek 7. i + (y/)> + 1 = 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimsiz degigkeni (z i) igermez. O halde, 3y igin
doniigim yapalim.
/ dp

_ A
y=pr Yy pdy

Bu donitigtimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

d d
pLipr1=0 = pL=—p-1 =
dy dy

—p
p?+1

dp = dy



Diferansiyel denklem degigkenlerine ayrilabilirdir. Her iki tarafin integralini alalim.

In(p?+1
—/p;j_ldp:/dy = _(pT):y‘HHQ = —ln(pz—i-l):lne%’—i—lncf

1 1 — c2e?v 1 — e
PHl=—5y = pP=—F1— = p=F—F5i—

ey ey ey

p bulunduguna gore, diferansiyel denklemi geri donitistiirelim.

dy 1 — e ae’

% - :F C%€2y /1 — Cle2y y - :F

sin (Fz + ¢2) o = sin (z + ¢2)
C1 (&1

dr = arcsin(ce¥) = Fr + ¢

e’ =

~ y=h (sin(x+c2))

C1

genel ¢oziimii bulunur.
Ornek 8. yy” + (y')* = y? diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimsiz degiskeni (z i) igermez. O halde, ' igin

dontigiim yapalim.

y=p Y —pdp
dy

Bu dontigiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

dp 5 dp  y*—p?
dy yp

Diferansiyel denklem homojendir. Homojen diferansiyel denklemi ¢ozmek ic¢in dontigim

yapalim.
p=uy = dp=udy+ ydu

Dontistimii diferansiyel denklemde yerine yazalim.

udy +ydu  y* — uPy? N udy +ydu 1 —u?

= iy +uydu = (1 —u®) dy

dy uy? dy u
d In (1 — 2u?
_ 2 _ _
1—2u = (c1y) ™" <p:“y;‘“:§) 1_y_p2—<01y)4 = -2 =y (ay)
1 4,2 4, 4 4,92 2 2 011194—1
y2 — 2p?2 =qy = qy —2qyp =1 = p= T2



Diferansiyel denklemde p yalmz birakildigina gore, p yi geri dontigtiirelim.
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genel ¢oztimii bulunur.

= Fr + co



