Diferansiyel Denklemler - 7. Uygulama

Sabitin Degisimi (Lagrange) Yontemi
Ornek 1. y” + 9y = 3sec(3x) diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemi sag tarafsiz olarak ele alalm ve karakteristik

koklerini bulalim.

—bF Vb? — 4ac

2a

rPH+9=0=r,= = 11 = F3i

O halde homojen ¢oztim,
y = ¢1 cos(3x) + cosin(3x)

seklinde bulunur. Simdi, diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in sabitin degisimi yontemini

kullanalim ve tirev alalim.

¢ cos(3x)+  dysin(3z) =0
—3c)sin(3x) +3 ¢ cos(3x) = 3sec(3x)

Birinci satir1 3sin(3x) ile, ikinci satir1 cos(3x) ile garpalim.

3¢, sin(3x) cos(3z) +3  cysin®(3x) =0
—3¢} sin(3z) cos(3x) +3 ¢, cos?*(3x) = 3sec(3x) cos(3z) = 3

Iki denklemi taraf tarafa toplayalim.

3d) [sin®(3z) + cos*(3z)] =3¢y =3 =d) =1

J/

-~
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O halde, degiskenlerine ayirip integral alirsak,

@:1:>/d62:/d$:>62:$+k’2
dx

bulunur. Bu sabitin iislii ifadesini verilen denklemlerden birine yazip diger sabiti bulabiliriz.

d
¢ cos(3x) + ¢y sin(3z) = 0 = ¢} cos(3z) 4+ 1sin(3z) =0 = % cos(3z) = — sin(3x)
T

Degiskenlerine ayirip, integral alalim.

1
/dq = —/tan(i’)x)dx =0 = w 1k



Boylece, ¢y ve ¢y degerleri yerine yazilirsa genel ¢oziim,

In (cos(3z))
3
cos(3x) In (cos(3x))

3

y = c¢1 cos(3z) + ¢y sin(3x) = ( + k:1> cos(3z) + (z + k2) sin(3z)

= ky cos(3x) + kg sin(3z) + + z sin(3z)

olarak elde edilir.
Ornek 2. i — 3y + 2y = sin (e™*) diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemi sag tarafsiz olarak ele alalm ve karakteristik

koklerini bulalim.
=3 +2=0=0r-1)Fr-2)=0=>r =1, rp=2

O halde homojen ¢oziim,

y=ce’ + cpe?®

seklinde bulunur. §imdi, diferansiyel denklemin ¢oziimi igin sabitin degisimi yontemini

kullanalim ve tirev alalim.

e+ e =0
/! x / 2 R —x
ce’+ e = sin (e )

Birinci satir1 -2 ile ¢arpalim.

—2c e~ 2che* =0

e+ 2¢he*  =sin(e77)
Iki denklemi taraf tarafa toplayalim.
—cie” =sin (e7%) = ¢} = —e “sin (e7)

O halde, degiskenlerine ayirip integral alirsak,

dCl

T —e ¥sin (e_””) = /dq = — / e *sin (e_"”) dx
e =t=—e"dr=dt
= /Sintdt = —cost + ky = —cos (e*"’:) + Ky
bulunur. Bu sabitin iislii ifadesini verilen denklemlerden birine yazip diger sabiti bulabiliriz.

dCQ
e+ e =0 = —e Psin () " + e’ = 0= —e* =sin (e 77)
dx



Degiskenlerine ayirip, integral alalim.

/d@ = /6_2‘” sin (e‘x) dx
I

J

I, = /e“’”e“’” sin (e_’”) dx et =t= —edx=dt

t=u= dt = du
I, = —/tsintdt =
—sintdt =dv = cost=wv

I, =tcost — /costdt =tcost —sint + ko

cy = € Y cos (e_‘”) — sin (e_m) + ko
Boylece, ¢y ve ¢y degerleri yerine yazilirsa genel ¢oziim,

y = c1e” 4 cpe™®
= (— coS (e*x) + kl) e’ + (e*x coS (e’w) — sin (e’x) + kg) e

= k1€® + kee®® — e*® sin (e_m)
olarak elde edilir.
Ornek 3. v/ — 4y + 4y = €2® arctan z diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle verilen diferansiyel denklemi sag tarafsiz olarak ele alalm ve karakteristik

koklerini bulalim.
r?—dr+4=0=(r—2°=0=r15=2
O halde homojen ¢oziim,
y = 1€ + cowe®™

seklinde bulunur. Simdi, diferansiyel denklemin ¢oziimii igin sabitin degisimi yontemini

kullanalim ve turev alalim.

de** + dyxe* =0
/! 2x / 2z _ 2z
2 e+ 2z + 1)e = e“Tarctanx



Birinci satir1 -2 ile ¢arpalim.

—2c¢ ¥+ cy(—2x)e* =0
2cie* +  cy(2r +1)e** = e*" arctanx
Iki denklemi taraf tarafa toplayalim.
/ 2z

Coe™ = e* arctan x = ¢y = arctan

O halde, degiskenlerine ayirip integral alirsak,

de
=2 _ arctanz = /dCQ = /arctan xdx

dx
—_—
5L
arctanr = u = ﬁdx:du
I, = /arctanxdx:> T
dr = dv = ="

In(1 + 22
L = xarctanx—/—m dr = xarctanx — —n( +a7) + ko
1+ a? 2

In(1 2
cy = xarctanx — %4—]@2

bulunur. Bu sabitin tslii ifadesini verilen denklemlerden birine yazip diger sabiti bulabiliriz.

dCl
dje* + chwe* =0 = ¢ e* + wve* arctanx = 0 = ——e** = —ze*” arctan v

dx

Degigkenlerine ayirip, integral alalim.

/dq = —/xarctanxdx

J

~

I

arctanxr = u =
= /xarctan rzdr =

zdr = dv = — =

2 2 2 1 1
[2:x—arctanx—/$—dx:x—arctanx——/ 1-— dx
2 2(1 4 22) 2 2 1+ 22



x? . arctan N x Lk
¢ = ——arctany — ——— + =
! 2 2 g "M

Boylece, ¢, ve ¢y degerleri yerine yazilirsa genel ¢oziim,

y = c1e** + cowe™
’ t In(1 + 22
— (- arctan x — M+£+k1 e? + ( rarctanz — —n( +27) + ky | ze®®
2 2 2 2
bie2 4 w1 r?e*® arctanz  e*Tarctanx  ze?® In(1 + 2?)
= ke ze — _
1 2 5 5 >

olarak elde edilir.

Euler Diferansiyel Denklemi

Ornek 4. z3y"” + 2%y" — 6zy’ + 6y = 1222 + 7 + 6 In 2 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem FKEuler diferansiyel denklemidir. Coziime dontigim
yaparak baglayalim.

¢ dy _dy Py Py dy sy dy

Yar T ar Va2 dt U did ad

d? d
y+2y

S Ty

Dontistimii diferansiyel denklemde yerine yazalim.

Py Py dy Py dy  dy 2
S g8 Y oM T 6D 6y =12eH 46t 4T
ar Car Tta Tae T a Vg Ty T e Ot

By Py dy
—2 o2 _ 52 4 6y=12"+6t+7
g Cae  Pgr Ty T e 0y

Diferansiyel denklem sabit katsayiliya dontistii. O halde, diferansiyel denklemin karakteristik

denkleminden karakteristik koklerini bulalim.

=2 =5+ 6=0=(r—-1)Fr+2)(r—-3)=0=r=1,1rm=-2 1r3=3
O halde homojen ¢oziim,
3t

t —2t
Y = C1€° + C2€ + c3e

seklinde bulunur. Simdi, diferansiyel denklemin sag tarafli ¢oztimi igin belirsiz katsayilar

yontemini kullanalim.
ys, = Ae*, y’a1 = 24e*, ygl = 4Ae*, ygi — 8A%

Bu 0zel ¢oziim ve tiirevlerini verilen diferansiyel denklemde ilgili sag taraf ile birlikte yerine



yazarsak,
8Ae* — 8Ae* — 10Ae* + 6Ae? = 12¢*
denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
—4Ae* =12¢* = A = -3
bulunur ve 6zel ¢oziim,
Ys = —3e”
seklindedir. Yine, 0zel ¢oziim icin belirsiz katsayilar kullanilirsa,
Vo =Bt+C, =B,  y;=0 y5=0

Bu 06zel ¢oziim ve tiirevlerini verilen diferansiyel denklemde ilgili sag taraf ile birlikte yerine

yazarsak,
—5B+4+6(Bt+C)=6t+7=6Bt+ (—5B+6C)=6t+7

denklemi elde edilir. ki tarafin esitliginden,

6B=6=B=1
-5B+6C=7T=-5+6C=7=0C=2

olup, ozel ¢oziim,
Ys, =t +2

seklindedir. Boylece genel ¢oziim,
Yy = Yn + Ys = cre’ + coe” 2 + cze® — 3+t + 2 (zr=¢t=Inz)
Yg = C12 + x4 g — 3 +1lnx + 2

olarak elde edilir.

Ornek 5. z2y” — 32y’ + by = 8cos (Inz) + 3422 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem FKEuler diferansiyel denklemidir. Coziime dontigim
yaparak baglayalim.
t @ _ @ %y _ d’y dy

YT a Tde A at



Doniigtimii diferansiyel denklemde yerine yazalim.

—2 — — —3—= 4 5y = 8cost + 34e*

dt? dt dt
@—4@—1—5 = 8cost + 34e %
a a7

Diferansiyel denklem sabit katsayiliya dontistii. O halde, diferansiyel denklemin karakteristik

denkleminden karakteristik koklerini bulalim.

4F /16 - 20

7‘2—4T’+5:0:>7’1,2: 9

= T2 = 2 F1
O halde homojen ¢oziim,

Yp = cre®t cost + coe®lsint

seklinde bulunur. §imdi, diferansiyel denklemin sag tarafli ¢oziimi igin belirsiz katsayilar

yontemini kullanalim.
: / . Y/ .
Ys = Acost + Bsint, Ys, = Bcost — Asint, Ys, = —Acost — Bsint

Bu 6zel ¢oziim ve tiirevlerini verilen diferansiyel denklemde ilgili sag taraf ile birlikte yerine

yazarsak,

—Acost — Bsint — 4 (Bcost — Asint) + 5 (Acost + Bsint) = 8cost
denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(4A —4B)cost+ (4A+4B)sint = 8cost

denklemi elde edilir. Tki tarafin esitliginden,

4A—-4B =8

—=84=8=A=1 B=-1
4A+4B =0

olup, ozel ¢oziim,
Ys = cost —sint

seklindedir. Yine, 0zel ¢oziim icin belirsiz katsayilar kullanilirsa,
ys, = Ce %, s = —2Ce™*, yi =4Ce™*

Bu 06zel ¢oztiim ve tiirevlerini verilen diferansiyel denklemde ilgili sag taraf ile birlikte yerine



yazarsak,
A4Ce™ +8Ce  +5Ce " = 34de * = 17Ce * = 34e ¥ = C =2
elde edilir. O halde 6zel ¢ozlim,
Yo, = 2e7
seklindedir. Boylece genel ¢oziim,
Yg=Yn tYs= cre?t cost + coe?t sint + cost — sint + 2% (x =e't=1In x)
Yy, = c12” cos (In ) + cox?sin (Inz) + cos (Inx) — sin (Inx) + 2272
olarak elde edilir.

. 1
Ornek 6. 2%y” + 22y = — + x arctan x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
x

Coziim. Verilen diferansiyel denklem FEuler diferansiyel denklemidir. Coziime dontigim

yaparak baglayalim.

¢ @ _ @ 2 d?y _ Py dy

T Tt Cd de

Doniigiimii diferansiyel denklemde yerine yazalim.

d? d d

d_tg _ d_i + Qd_?z = ¢~ + e’ arctan (e)
d> d

dtg + d_?z{ = e '+ el arctan (et)

Diferansiyel denklem sabit katsayiliya dontistii. O halde, diferansiyel denklemin karakteristik

denkleminden karakteristik koklerini bulalim.
P4rr=0=7rr+1)=0=7r=0,r,=—1
O halde homojen ¢oziim,
y=cy+ et

seklinde bulunur. §imdi, diferansiyel denklemin ¢6ziimi igin sabitin degisimi yontemini

kullanalim ve tiurev alalim.

/ ;-
ca+ e =0

— et =e '+ elarctan (¢)



Iki denklemi taraf tarafa toplayalim.
¢y = e + e’ arctan (e)

O halde, degiskenlerine ayirip integral alirsak,

% = e '+¢' arctan (') = /dC1 = / (7 + ¢'arctan (¢) ) dt = _€_t+/€t arctan (e') dt

-~

I

t

arctan (e') = u = 6—%dt — du

L = /et arctan (e') dt = 1+e
etdt = dv = et = v

I = ' arctan (e') — / : j_ e2tdt = ¢ arctan (e') — In(1+e7) ;—e ) + Ky
In(1 2t

¢y = —e ' + e arctan (et) — w + ky

bulunur. Bu sabitin tslii ifadesini verilen denklemlerden birine yazip diger sabiti bulabiliriz.

d+det =0=¢e"+clarctan (¢') + e =0 = che " = —e " — ¢ arctan (¢')

Degiskenlerine ayirip, integral alalim.

/ dey = / (=1 — e* arctan (")) dt = —t — / (e* arctan (e")) dt

N J/
-

I

¢
e
[ A —
arctan (') = u = mdt =du
o2t

et w1 [ oetdt e* a1 . et
]Q:Tarctan(e) —§/m:7arctan(e) —5/(6 —m) dt

= / (e% arctan (et)) dt =

2t t t t
Cy = —t—%arctan(et) —i—%— %n(e)+k2



Boylece, ¢y ve ¢y degerleri yerine yazilirsa genel ¢oziim,

1 1 2t
y=—e '+ el arctan (et) — w + k1
2t t t t
+ <—t — % arctan (et) + % — %n(e) + k2> et

el et In (1 + %)

. -t & ty ¢ £y
=k + kqe™" + 5 arctan (e ) 5 arctan (e ) 5

ky rarctanz arctanz In(l1+2?) Inx
y=rk+—+ - - —
x 2 2r 2 T

olarak elde edilir.
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