Diferansiyel Denklemler - 1. Uygulama

Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

Tanim 1. z bagimsiz degiskeni ile bu degiskene bagh fonksiyonu (érnegin y(z)) ve bu

fonksiyonun cesitli mertebeden tiirevlerini igeren denkleme diferansiyel denklem denir.

Tanim 2. Bir diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeli tiirev denklemin mertebesidir. En

yiksek mertebeli tiirevin derecesi de diferansiyel denklemin derecesidir.

Tanim 3. Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin hepsi birinci dereceden
ise bu diferansiyel denkleme lineer, aksi halde non-lineer (lineer olmayan) diferansiyel denklem

denir.

Ornek 1. Agagidak tablo ile verilen diferansiyel denklemleri simiflandiriniz.

Diferansiyel Denklem Mertebe | Derece | Lineerlik
D)’ +y2+1=0 1 3 Non-lineer
2) dy = (2* + y*) dw 1 1 Lineer
3) yy +2*y* —4=0 1 1 Non-lineer
Hy'+y+1=e" 2 1 Lineer
5) % + m% —37%u =0 2 1 Lineer
6) %% +3v=5 3 1 Non-lineer
7) () —y®Wsineg —x =0 4 1 Non-lineer
8) z(y")’ + () +y=0 2 3 Non-lineer
9) y" + ' tan x = sin 2z 3 1 Lineer

Diferansiyel Denklemlerin Genel ve Ozel Coziimleri

Tanim 4. Bir diferansiyel denklemi saglayan y = f(z) ifadesine s6z konusu diferansiyel
denklemin bir ¢6ziimii (veya integrali) denir. Ayrica, diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

veya genel integrali (¢ gibi keyfi sabit igerirse) bir egri ailesidir.
Ornek 2. y” =1 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

Coziim. Diferansiyel denklemin genel ¢oztimiini bulmak i¢in tiirevden kurtuluncaya kadar her

iki tarafin integralini alirsak (mertebe 3 oldugu igin 3 kez integral almaliyiz),



y' =2+ (c1: keyfi degigken)

2
y = % + 1z + ¢y (c1, o0 keyfi degigken)
3 2
x x o
y=7 + g + cor + c3 (€1, ¢o, c3: keyfi degigken)

Genel ¢oziimii elde edilmig olur. Bu genel ¢oziim (keyfi degisken igerdiginden) bir egri ailesi
olusturur.
Bu diferansiyel denklem igin y(1) = 1, ¢/(1) = —1 ve y”(1) = 2 baglangi¢ degerleri verilmig

olsun. Bu degerler tiirevlerde yerine yazilirsa cq, co, c3 sabitleri,
YD) =1+c=2=¢=1
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olarak bulunur. Boylece diferansiyel denklemin verilen baglangic kogullari altindaki 6zel
¢Ozum,
x> a? 5 17

y:E—FE—'——E%—FE

seklinde olur.

Not. Diferansiyel denklemin mertebesi 3 oldugu ic¢in genel ¢oziim 3 tane keyfi degisken
icermelidir. Ozel ¢oziim i¢in ise (fonksiyonun kendisi, 1. tiirevi ve 2. tiirevi igin) 3 tane
baslangic sart1 verilmelidir. Genel olarak, n. mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
n tane keyfi degigken igerir ve ozel ¢oziim ic¢in fonksiyonun kendisinden, n — 1. mertebeden

tiirevlerine kadar toplam n tane baglangi¢ kogulu verilmelidir.

Diferansiyel Denklemlerin Elde Edilmesi

Tanim 5. Genel ¢oztimi y = f(z,cq,¢2,...,¢,) (bagimsiz degisken ve n tane keyfi degigken)
olan bir diferansiyel denklemi bulmak i¢in fonksiyonun n. mertebeye kadar tiirevi alinir.
Boylece elde edilen (fonksiyonun kendisi ve n tane tiirevi) n + 1 tane denklemden ¢ sabitleri

yok edilerek fonksiyon ve tiirevleri ile n. mertebeden diferansiyel denklem olugturulur.
Ornek 3. Genel ¢oziimii y = ¢; cos(In ) + ¢y sin(In ) olan diferansiyel denklemi elde ediniz.

Cozim. Genel ¢ozlim 2 tane keyfi degiskenden olustugu icin 2 kez tiirev almaliyiz.

’ C1 . Co
— —Dsin(inz) + 2 cos(l
Yy " sin(ln x) . cos(Inx)
y' = % sin(lnz) — —;12 cos(lnz) — —;22 cos(lnz) — —;22 sin(ln x)



Keyfi degiskenleri yok etmek i¢in 2. mertebeden tiirevi fonksiyonun kendisi ve tiirevi ile ifade

edebiliriz.

-1 : L1 a . C2
Y’ = - [c1 cos(Inz) + o sin(Ilnx)] — ol sin(lnz) + - cos(In ZL‘)]

y ve 3y’ denklemlerini yerine yazarsak, diferansiyel denklem

1 1
y'=—y——y
X i

olarak bulunur.
Ornek 4. y = c1e® + coe”" + c3e?® egri ailesinin sagladig diferansiyel denklemi bulunuz.

Coziim. Oncelikle 3 tane keyfi degisken olduguna dikkat ederek 3 kez tiirev alalim.
/ T —x 2x
Yy = cre’ —coe T 4 2c3e

Y’ = c1e” + e + deze™
1

y" = ci1e® — coe” " + 8cze™®

Burada, fonksiyonun ve tiirevlerinin sadece sabit katsayilarimin farkli oldugunu goz oniine
alirsak, fonksiyon ve tiirevlerini toplayarak veya gikararak keyfi sabitleri yok edebiliriz. (¢
ve co igin tiirevlerde sadece isaretler degisiyor. O halde toplama veya ¢ikarma iglemi yaparak

bunlar1 yok edebiliriz.)
y' =y =3cze™
y" —y = 6eze™

Bu denklemlerin sag taraflarina dikkat edersek, bir ifadeyi digerinin kati olarak yazabiliriz.
y' =y =20"—y)

Boylece,

y/// _ Qy// _ y/ ‘I‘ 2y — 0
diferansiyel denklemi elde edilmis olur.

Ornek 5. Genel ¢oziimii y = ¢12 + 222 + 323 olan diferansiyel denklemi elde ediniz.

Cozim. Genel ¢oztim 3 tane keyfi sabit icerdigi icin 3 kez tiirev alalim.
Y = c1 + 20w + 3eqx?

y" = 2cy + 63w



y/// — 6C3
Dikkat edilirse, 3. mertebeden tiirev denkleminde c3 sabit degigskeni kolaylikla yalniz
birakilabilir. Boylece,

"

c3 = "

6

bulunur ve 2. mertebeden tiirevde c3 yerine yazilirsa ve benzer sekilde ¢, yalniz birakilirsa,

——
y//:202+xy///$02:y 2y
bulunup 1. mertebeden tiirevde de ¢; ve ¢y degistirilirse ve ¢; yalmz birakilirsa,

"

"
y/ = +-T(y// . $y///) —|—.Clﬁ2y7 = = y/ . fL’y” _i_ny?

elde edilir. Son olarak keyfi degiskenler genel ¢oziimde yerine yazilirsa,

" " " "
y = <y’ —zy” + xZ%) T+ (—y 2:L“y > r?+ %ﬁ

denklemi elde edilir ve bu denklemde keyfi sabit yoktur. Diizenlenirse,

3 x?

n /" /
—y — =y tzy —y=0
6?/ 2y Yy -y

veya

3. m 2.1

zoy" = 3x%y" + 62y — 6y =0

diferansiyel denklemi elde edilir.

Not. Diferansiyel denklemi elde ederken (1) fonksiyonu veya tiirevlerini birbirleri cinsinden
yazma (2) fonksiyon ve tiirevleri arasinda aymi (veya isaret farkiyla aym) katsayilardan
yararlanarak bagintilar yazma (3) keyfi sabitleri yalniz birakarak fonksiyonda ve tiirevlerinde

yerine yazma yontemlerinden uygun olan kullanilabilir.

Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler
Degiskenlerine Ayrilabilen Diferansiyel Denklemler

Tanim 6. P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 denklemi; M (x)dx + N(y)dy = 0 seklinde yazilabilirse
degigkenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemdir. Buradan; [ M (z)dx + [ N(y)dy = ¢ yazilr.

Genel ¢oziim: F(z,y,c) = 0 geklinde elde edilir.

Ornek 6. ey + 1y — y? = 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.



Cozim. Verilen denklem,

dy
y(1—y)

e””@+(y—y2):0:>

. +e*dr =0

seklinde degigkenlerine ayrilir. Buradan,
d 1 1
/—y —|—/e_mda::c:>/(—+—)dy+/6_xdxzc
y(1—y) y 11—y
olup integral alindiginda,
In|y|—In|l —y|—e*=c¢

elde edilir. Boylece genel ¢oziim,

Yy
1—y

—x

‘—6 =C

seklinde bulunur.

Ornek 7. 2z (1 + y?) dz —y (1 + 222) dy = 0 diferansiyel denkleminin y(0) = 1 olan ¢éziimiinii

elde ediniz.

Cozum. Verilen denklem,

2z Y
dxr —
14 222 1492

dy =10

seklinde degigkenlerine ayrilir. Buradan,

2z Y
do — dy =
/1+2x2 v /1+y2 y=a

olup integral alindiginda,

1 1
g (1422%) = o (1+9°) = o1
elde edilir. Boylece,

1 + 222 14 222
In =2¢; =Ilnc= =c
1+y2 1+y2

1
genel ¢oziimii elde edilir. x = 0 i¢in y = 1 baglangi¢ kosulundan ¢ = 5 degerine ulagilir. O
halde,

P =42% + 1

ozel ¢oziimii elde edilir.



Ornek 8. (2zy + 4z + y + 2) dx = (yx® + 2y + 2y) dy diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen denklem diizenlenirse,
ly(z+1)+22z + 1) de =y (2> + = +2) dy
sekline gelir ve tekrar bir diizenleme ile,
(y+2) 2z +1)de=y (2 +2+2)dy

olup,

20 +1 ydy
5 dr =
T2+ +2 y+2

seklinde degigkenlerine ayrilir. Buradan integrale gecilirse,
[t ()

olup
In|z? + 2 + 2|=y — In|y + 2|+c;

genel cozlimiine ulasilir. Logaritmik ifadeden kurtulmak i¢in diizenleme yapilirsa,
|z + 2+ 2+ In|y +2|=y + ¢

logaritma 6zelligi yardimiyla,
In|(z*+2+2) (y+2)| =y +a

bulunur ve her iki taraf e tissii olarak yazilirsa,
(P +2+2) (y+2) =" =eVe? (e =¢)

olup,
(P +2+2) (y+2) =ce

genel ¢oziimii elde edilir.

Degigskenlerine Ayrilabilen Diferansiyel Denklemlere Doniistiiriilebilen Diferansiyel

Denklemler

d
Tanim 7. d_y = f(ax + by + ¢) (a,b,c: sabit) diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem,
x

ax + by + ¢ = u dontigiimii ile degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denkleme doniistiirilebilir.



. d
Ornek 9. d_y = 2y/x + y + 1 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
x

Coziim. Bu diferansiyel denklem kok operatoriinden dolayr mevcut haliyle degiskenlerine

ayrilamamaktadir.
r+y+1l=u

dontigiimii uygulayalim. Dontigiimde her iki tarafin  bagimsiz degiskenine gore tiirevini alalim.

@ _du dy du

= 2= — _—1=2/u

1 _ 2=
* der dx dr dx

du

" 4
1+2va

du = (1+2v/u) dz =

olup integrale gecilirse,

[vezm= ]

olur. u degiskenine bagh integralin alinabilmesi i¢in degisken doniigtimii yapilmalidir.

2t 1
u =t du:2tdt:>/(2t+1)dt:x+61:>/<1—2t+1)dt:x+61

1
t—§ln|2t—|—1|:x—|—01 (t:\/ﬂveu:x+y+1:>t:\/x+y+1>
1
\/x+y+1—§ln<2 :c—l—y—i—l—i—l) =r+0c

veya

2 x+y—|—1—ln<2 :U+y—|—1+1>:2:v+c (c=2c)

genel ¢oztimii elde edilir.
Ornek 10. (x+2y+1)dx + (2z + 4y + 3) dy = 0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozium.
rT+2y=u

dontigiimii uygulayalim. Dontigiimde her iki tarafin  bagimsiz degiskenine gore tiirevini alalim.
dy du dy 1 (du
dr  dxr dxr 2 <d35 >

Verilen diferansiyel denklemde dz ve dy bilegenlerinin ayr olarak verildigi goz oniine alinirsa,

1 1
dy = §du — §dx



olup diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,
(u+1)de+ (2u+3) (%du — %dx) =0

olur. Parantezlerin ici diizenlenerek,
dr = (2u+ 3) du

diferansiyel denklemine ulagilir. Buradan, integrale gecilirse,
/dm:/(2u+3)du:>x—|—c:u2+3u

elde edilir. Boylece, x + 2y = u dontigimii ele alinarak,
t4c=(z+2y)° +3(x+2y) = (z+2y)° + 2+ 6y =c

genel ¢oztimii elde edilir.



