Diferansiyel Denklemler - 9. Uygulama

Ornek 1. ¢ + 4y = 3sin(Nz), y(0) = 1, y'(0) = M baglangic deger probleminin ¢oziimii
y = cos(2x) + sin(2z) + sin x olarak veriliyor. M + N degerini bulunuz.

Coziim. Verilen y ¢oziimi diferansiyel denklemi saglamalidir. O halde y fonksiyonunun 2 kez

tirevini alalim.
y' = —2sin(2z) + 2 cos(2x) + cos x

Birinci tiirev i¢in verilen baglangi¢c deger kogulunu kullanalim:

y" = —4cos(2z) — 4sin(2x) — sinz

Threvleri verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.
—4cos(2z)—4sin(2z) —sinz+4 cos(2z) +4sin(2x)+4sine = 3sinz = 3sin(Nz) = N =1
O halde,

M+N=3+1=4

bulunur.

Ornek 2. 3y + 4y — 5y — 2y = 2z cos (%) — 3e7% 4 e%sinx diferansiyel denkleminin ozel

¢oziimii i¢in kullanilacak fonksiyonlar1 bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem sabit katsayili yliksek mertebeden sag tarafli diferansiyel

denklemdir. Oncelikle karakteristik denklemin kokleri bulunmalidir.

1
3P+ 4 —5r—2=0 = r=1r=-2 rs =g

Simdi, sag taraf i¢in kullanilacak 6zel ¢oziimler yazilabilir:

i = (Acos (2) + B (2))

ys, = Cre™* (=2 kokil icin 6zel durum)
Yo, = €°(Dcosx + Esinx)

Ornek 3. 2y +6y" + 8y + 4y = 3sin (22) —4e™* +8x2 45+ e cos x diferansiyel denkleminin

ozel ¢oziimi icin kullanilacak fonksiyonlar:r bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem sabit katsayili yiiksek mertebeden sag tarafli diferansiyel



denklemdir. Oncelikle karakteristik denklemin kokleri bulunmalidir.
W3+ 6r2+8r+4=0 = r = -1, ry3=—-17F1

Simdi, sag taraf i¢in kullanilacak 6zel ¢oziimler yazilabilir:
ys, = Acos (2z) + Bsin (2z)

ys, = Cxe™™ (—1 kokii i¢in 6zel durum)
Yo, = Do’ + Ex + F
ys, = ve *(Gcosx+ Hsinz) (—1 F i kokii igin 6zel durum)

Ornek 4. y” — 6y" + 13y’ = €3 sin(2x) + cos © + 5z + 4 diferansiyel denkleminin 6zel ¢oziimii

i¢in kullanilacak fonksiyonlar1 bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem sabit katsayili yiiksek mertebeden sag tarafli diferansiyel

denklemdir. Oncelikle karakteristik denklemin kokleri bulunmalidir.

-6’ +13r=0 = r@*—6r+13)=0 = 1 =0, ry3=3F2i
Simdi, sag taraf i¢in kullanilacak 6zel ¢oziimler yazilabilir:

ys, = ex (Acos (2x) + Bsin (2z)) (3 F 2i kokii icin 6zel durum)

Ys, = Ccosx + Dsinx

Yo, = x(Ex + F) (0 koki i¢in 6zel durum)
Ornek 5. y™) — 16y = e diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii bulunuz.
Cozium. Verilen diferansiyel denklem sabit katsayili yliksek mertebeden sag tarafli diferansiyel
denklemdir. Oncelikle karakteristik denklemin kokleri bulunmalidir.

P —=16=0= (1’ —4)(r’ +4) = 0= rio = F2, r34 = F2i

Bulunan bu karakteristik kokler yardimiyla homojen ¢oziim su sekildedir:

—2x

Yn = c1e* + coe”* + c3cos(2x) + ¢4 sin(27)

Ozel ¢oziim igin:

"

ys = Ae® = yh=Ae" = yi=A4e" = yi=A" = y(;v):Aex

Bu 6zel ¢oziimii verilen diferansiyel denklemde yerine yazarak A katsayisi bulunabilir.

1 1
Ae® — 16A¢" = ¢* ~154 = A=—— P



Boylece genel ¢oziim su sekildedir:

Yg = Yn + Y5 = 1% 4 ce™ % 4 g cos(2x) + cysin(22) — 1—56x

Ornek 6. y” + 3y + 2y = ze* diferansiyel denklemi veriliyor. Asagidakilerden hangisi bu

diferansiyel denklemin indirgenmis seklidir?
a)u' —u =2 b)u"+u=2z c)u"+id =2 d)u" —u=2 e)u" +2u =12

Coziim. Diferansiyel denklemi indirgemek igin sag taraftaki polinom katsayisi yerine bir u(x)

fonksiyonu yazalim.
y=u(x)e™ = y=d@e " —ulx)e™ = Yy =u"(v)e" —2u(x)e”" +u(x)e”

Bu fonksiyonlar verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa, indirgenmis diferansiyel denklem

elde edilmis olur:
(W' —2u"4u+3u —3u+2u)e "=z = u'4+u =z  Dogru cevap: c)

Ornek 7. y” — 3y + 4y = ¢2* cos(3z) diferansiyel denklemi veriliyor. Asagidakilerden hangisi

bu diferansiyel denklemin indirgenmis seklidir?
a) v —3u" =cos(3x)  b)u" +3u" =cos(3x) ) v + 3u = cos(3z)

d) v’ — 3u’ = cos(3x) e) u’ + 3u’ = cos(3z)

Cozum. Diferansiyel denklemi indirgemek icin sag taraftaki trigonometrik katsayi yerine bir

u(z) fonksiyonu yazalim.

2x /

y=u(r)e = Y =ue* +2ue®® = Y =u"e* +4e*® + due™

y/// — u///€295 + 6u//62x + 12“/6295 4 8ue2:p

Bu fonksiyonlar verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa, indirgenmis diferansiyel denklem

elde edilmig olur:
(u"” + 6u” + 120" + 8u — 3u” — 120/ — 12u + 4u) e** = e* cos(3x) = " + 3u” = cos(37)

Dogru cevap: b)

Ornek 8. y” — 4y + 3y = 2ze” diferansiyel denklemine y = u(z)e” doniigimi uygulamrsa

ortaya ¢ikacak diferansiyel denklemi bulunuz.
Cozim.

xT Il _x

y=u(zx)e® = Yy =ue"+ue® = 1y =u"e"+2u'e" +ue”

3



Bu fonksiyonlar verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa, indirgenmis diferansiyel denklem

elde edilmig olur:
(W' +2u" +u—4u —du+3u)e” =22 = U —2u =2

Ornek 9. Ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemin parametrelerin degigimi yontemi

ce3® + che™ = 0

ile ¢oztimiinde denklemleri elde edildigine gore bu diferansiyel

3cje3® — 5che 5 = arcsin e”

denklem ne olabilir?

Coziim. Verilen denklem sistemin birinci satirindan karakteristik denklemin koklerinin 3 ve

—b5 oldugu goriilmektedir. O halde diferansiyel denklemin sol tarafi bulunabilir:
rm=3r=-5 = (-3)r-5=r+2r—15 = " +2 — 15y

Sistemin ikinci satirinin sag tarafi ise diferansiyel denklemin sag tarafin1 vermelidir. O halde

diferansiyel denklem su sekildedir:
y" + 2y’ — 15y = arcsine”®

Ornek 10. y’+ 3y — 4y = —5¢® diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii y = ¢; ()e® +cy(x)e

d
seklinde ifade edildigine gore ¢, (x) = 22 tiirev fonksiyonu nedir?

dx
Cozim. Verilen diferansiyel denklem igin genel ¢Oziimii kullanarak Lagrange (sabitlerin
degigimi) yontemini uygulayalim.
e+ e =0

et —4 e ® = —5e”
¢1 1 yok etmek i¢in birinci satirdan ikinci satirn gikartarak ¢, elde edilebilir.

!/ _—4dx x 5x

/- /
Sche T =5e" = e =e" = dy=e

Ornek 11. 22y — 72y + Ty = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem Cauchy-Euler diferansiyel denklemidir.  Coziime

dontigiim yaparak baslayalim.

t @ _ @ %y _ dy dy

Yo T a Tdr T d

Dontistimii diferansiyel denklemde yerine yazalim.

Py dy  _dy

a2 ar a =0
Py dy

CI 8 =0

az  Sa T



Diferansiyel denklem sabit katsayiliya dontistii. O halde, diferansiyel denklemin karakteristik

denkleminden karakteristik koklerini bulalim.

P —8r+7=0 = (r-Dr-7=0 = r=1r="T
O halde genel ¢oziim su sekildedir:

Y= clet + 0267t (a: = et)

Y =cT+ 62:1:7

Ornek 12. v +y (/) = 0 diferansiyel denkleminin y(1) = —1, /(1) = 1 baslangic kosullarmi

saglayan c¢ozliimiindeki ¢; parametresinin degeri nedir?

ozum. Verilen diferansiyel denklem bagimsiz degiskeni (z i) icermez. O halde, 9/ icin
C y g gis G , Y ig

dontigiim yapalim.

dp
v=r Y =pg
y

Bu dontisiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

Diferansiyel denklem degiskenlerine ayrilabilirdir. Her iki tarafin integralini alalim.

d 2 2
—p:—/ydy = lnp:—y—+cl = lny’:—y——|—01
P 2 2

Baslangic deger kosullarini yerine yazalim.

—1)2 1
1n1:—< ) + = 0125

Ornek 13. 23y” —y = z*e2* diferansiyel denkleminin uygun bir déniisiim ile lineer diferansiyel

denkleme doniigmiig seklini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem bagimh degiskeni (y yi) igermez. O halde en diigiik

mertebeli tiirev i¢in dontigim yapalim.

Bu doniigiimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.
23t —t = zte®

t' ifadesinin katsayisim 1 yapmak icin her tarafi 23 e bolersek lineer diferansiyel denklem hali



elde edilir:

1
/ _ 2z
t — _x3t =ze
Ornek 14. y'y" — y ()’ = (v)*y diferansiyel denkleminin 1/ tiirevinin ¢oziimlerinden biri

agagidakilerden hangisidir?
/ / / Uk / Ul / ¥
a)y=¢"—1 b)y=e"4+1 c)y=ez2 -1 d)y=ez+1 e)y =e2—-1

ozum. Verilen diferansiyvel denklem bagimsiz degiskeni (z i) icermez. O halde, ¢/ icin
C N g gis (z 1) ig g

doniigim yapalim.

dp
v=r y=r
y

Bu donitigtimii, verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

dp dp dp
2 3 2

Diferansiyel denklem degiskenlerine ayrilabilirdir. Her iki tarafin integralini alalim.
dp y? ¥
b+l / yay n(p+1) 5 p+ e

2 2
p=ez -1 = gy =e7 -1

Dogru cevap: c)



