Diferansiyel Denklemler - 6. Uygulama

Ornek 1. y© + 4y® + 3y” = 0 diferansiyel denkleminin ¢oziimiini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem yiiksek mertebeden homojen diferansiyel denklemdir.

Genel ¢ozlim, karakteristik denklemin kokleri yardimiyla yazilir.
o drt 3 =0= 0t + 4P+ 3) = 0= (P + )(?+3) =0

ro =0, T34 = Fi, 756 = FV3i

Bulunan bu karakteristik kokler yardimiyla genel ¢oziim su sekildedir:
Y = €1 + Cox + €30S T + ¢4 8In & + ¢ cos <\/§x> + cgsin (\/§x>

Ornek 2. y® + 2y + ¢ = 0 diferansiyel denkleminin ¢éziimiini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem yiiksek mertebeden homojen diferansiyel denklemdir.

Genel ¢oztim, karakteristik denklemin kokleri yardimiyla yazilir.
P2t r=0=rr*+2r+ 1) =0=r(r*+1)>%*=0

r1 =0, ro345 = Ft (7“2,3 =1, T45 = —2)

Bulunan bu karakteristik kokler yardimiyla genel ¢oziim su sekildedir:
y =1+ (coxr + c3) cosx + (cyx + ¢5) sinx

Ornek 3. y — 2y + y = 0 diferansiyel denkleminin ¢oziimiini bulunuz.

Cozim. Verilen diferansiyel denklem yiliksek mertebeden homojen diferansiyel denklemdir.

Genel ¢oztim, karakteristik denklemin kokleri yardimiyla yazilir.
=24 1=0= (-1’ =0=r=1r34=—1

Bulunan bu karakteristik kokler yardimiyla genel ¢oziim su sekildedir:
y=(cx+co)e” + (csx +cq)e”

Ornek 4. y” + 3y — 10y = 0, y(0) = 7, ¥/ (0) = 0, y”(0) = 70 baglangic deger problemini

¢OzUNuUz.

Cozium. Verilen diferansiyel denklem yiiksek mertebeden homojen diferansiyel denklemdir.

Genel ¢ozlim, karakteristik denklemin kokleri yardimiyla yazilir.

P +3rP =10r =0=r(r*+3r—10)=0=r(r+5)(r—2)=0=r1 =0, rp = =5, r3 =2



Bulunan bu karakteristik kokler yardimiyla genel ¢oziim su sekildedir:
Y = c1 + e 0% 4 3%

Simdi 6zel ¢oziim icin 2 defa tiirev alinmalhdir.
y=ci+ce ™+ =>y(0)=ci+ertes =T
Y = —5cae ™ 4 232 = 1/ (0) = =5y + 2¢5 = 0

y" = 25ce % 4 deze® = y"(0) = 25¢y + ez = 70

Boylece, ¢ sabitleri su sekilde bulunur:
c1=0, =2, c3=05
Buradan, ozel ¢oziim su sekildedir:
y = 2e°" 4 5e*

Ornek 5. y® — ¢ — 3y + 5y — 2y = 0 diferansiyel denklemi ile ilgili asagidakilerden hangisi
dogrudur?

a) Karakteristik denklemi cakigik koke sahiptir.

b) Karakteristik denklemi kompleks koke sahiptir.

c) Genel ¢oziimiinde 3 tane sabit vardir.

d) Karakteristik denkleminin reel kokii yoktur.

e) Karakteristik denkleminin koklerinden birisi 2 dir.

Coziim. Oncelikle, karakteristik denklemi yazarak kokleri bulalim.
= =3+ —2=0=(r—1)*(r+2)=0=r103=1, 14 = —2

a) r = 1 kokii cakigik koktiir. (/)

b) Karakteristik denklemde kompleks kék yoktur. (x)

c) Diferansiyel denklem 4. mertebeden olup, 4 tane sabit igermelidir. (x)
d) Karakteristik denkleminin tiim kokleri reeldir. (x)

e) Karakteristik denkleminin koklerinde 2 yoktur. (x)

Ornek 6. Sabit katsayih y” + ay’ + by = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii

y = c1€** + cpe73% olduguna gore, a + b degerini bulunuz.



Cozim. Verilen diferansiyel denklem ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemdir.
Genel ¢ozlim, karakteristik denklemin kokleri yardimiyla yazilir. Verilen genel ¢oziimden,

karakteristik denklemin koklerinin 2 ve -3 oldugu agiktir.

) ry =2 =4+2a+b=0
r“+ar+b=0= =a=1,b=—-6=a+b=-5
ro=—-3 =9—-3a+b=0

Ornek 7. a ve b gercel sayilar olmak fizere ay” + by’ + 3y = 0 diferansiyel denkleminin bir

coziimii y = —2we3* olduguna gore, a + b degerini bulunuz.

Coziim. Diferansiyel denklemin bir 6zel ¢oziimii bilindigine gore, bu 6zel ¢oziim denklemi
saglamalidir. Dolayisiyla, diferansiyel denklemde tiirevli ifadelerde yerine yazmak iizere ozel

¢Oziimin tiirevlerini alalim.
y = —2e7% 4 6re " = (6 — 2)e

y' =6 —3(6z —2)e " = (187 + 12)e™**
ay” + by + 3y = a ((—18z + 12)e™*") + b ((6z — 2)e™*") — 6we > =0
= ((6b — 18a — 6)z + 12a — 2b) e™** =0

Iki tarafin esitliginden, e iceren ifade 0 olamayacagindan, katsayilar 0 olmalidir:

,6:2:>a—|—b:§

W =

6b—18a —6=0= 6b—18a¢ =6
=q=
12a —2b=0

Ornek 8. Asagidakilerden hangisi 3. mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢oziimiini

olugturan ¢oziim fonksiyonu grubudur?

Y1 = 3x% + 2 Yy = e y1 =1 Yy = e Y1 = COS
a) yp=a’ b) yy =4e* ¢) y, =sinz d) y,=ae3 €) yp,=¢"
ys =1 ys =€ * Y3 = 3sinx ys =€ 7 Y3 = 2cosx
Cozim.

a) y; fonksiyonu, y, ve y3 fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir ancak genel

¢Oztim lineer bagimli fonksiyonlardan olugamaz. (x)

b) y; fonksiyonu ile yo fonksiyonu (biri digerinin kati1 formunda yazilabildiginden) lineer

bagimhidir ancak genel ¢6ztim lineer bagimlh fonksiyonlardan olugsamaz. ()

c) yo fonksiyonu ile y3 fonksiyonu (biri digerinin kati formunda yazilabildiginden) lineer

bagimhidir ancak genel ¢6ztim lineer bagimlh fonksiyonlardan olugsamaz. ()

d) Verilen fonksiyon grubu acikga lineer bagimsizdir, genel ¢oziimii olusturabilir. (ispat:
Wronskian determinanti # 0 olur.) (/)



e) y; fonksiyonu ile ys fonksiyonu (biri digerinin kat1 formunda yazilabildiginden) lineer
bagimhidir ancak genel ¢6ztim lineer bagimli fonksiyonlardan olugamaz. (x)
x—y+7

20 — 2y + 8
degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem sekline getirecek doniisiimlerden degildir?

Ornek 9. Agagidaki doniisiimlerden hangisi v = ( ) diferansiyel denklemini

1
a)u=x—y b)u=2r—2y c)u=—-3z—3y d)u:ﬁ(y—x) e) u=3y—3x

Coziim. Degigkenlerin  katsayilarmin  determinantina bakalim (lineer bagimsizliklarini

inceleyelim):
1 -1
5 2:() u=k(rx—vy), keR, k#0

Pay ve paydadaki degiskenlerin katsayilari lineer bagimli oldugu icin yapilacak dontigiim

katsayilardan herhangi birinin (sifir harig) herhangi kat1 seklinde segilmelidir.

a) Doniiglim, paydaki degiskenlerin katsayilar1 ile yazilmig, degiskenlerine ayrilabilir

diferansiyel denkleme ¢evirir. (1/)

b) Doéniigsim, paydadaki degiskenlerin katsayilarn ile yazilmig, degiskenlerine ayrilabilir

diferansiyel denkleme ¢evirir. (/)

c) Doniigiim, pay (veya paydadaki) degigkenlerin katsayisinin kati formunda yazlamaz. O

halde, bu doniigiim degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme cevirmez. (x)

d) Doéniigim, paydaki (veya paydadaki) degiskenlerin katsayilarimin skaler kati sgeklinde

yazilmig, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme cevirir. (v/)

e) Doniigiim, paydaki (veya paydadaki) degiskenlerin katsayilarimin skaler kati geklinde

yazilmis, degigkenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme gevirir. (1/)

.. Oy — 1y —
Ornek 10. ¢/ = (Bx—i-—y;) diferansiyel denklemini homojen diferansiyel denkleme
T+y—

dontstiirecek doniigiim agsagidakilerden hangisidir?

- 2 — =2 — i —92 - 2 - 1
a) xr=1x + b) Tr=1I c) Tr =1 d) Tr=2x + o Tr=2x +
y=uy —1 y=uy —1 y=uy+1 y=uy+1 y=1+2

Coziim. Degigkenlerin  katsayilarmin  determinantina bakalim (lineer bagimsizhiklarin

inceleyelim).
2 -1 r=x1+h
— 540 '
3 y=u+k
20—y —7
= (2 o (2 3)dx + (3x +y — T)dy = 0
V= (5imr) = (2044 3)do + (B4 = Ty
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Sabitleri yok etmemizi saglayacak h ve k degerlerini bulalim.

—Qh+k+3—0} —2h+k+3=0
=

= -bh+10=0=>h=2=k=1
3h+k—-7=0 —3h—k+7=0

O halde, verilen diferansiyel denklemi homojen diferansiyel denkleme donitistiirecek dontigim

su sekilde olur:
r=x1+2, y=y+1 Dogru cevap: d)

. 1
Ornek 11. zy’ — SV = 4x3\/§ diferansiyel denklemi uygun bir dontisiim ile lineer diferansiyel

denklem haline getirilmig gseklini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem Bernoulli diferansiyel denklemidir. Oncelikle 4/ ifadesini
yalniz birakmak i¢in denklemin her iki tarafin1 e bolelim.
1 1

Y — —y =42yt n=_
2x 2

Bernoulli diferansiyel denklemini lineer diferansiyele ¢evirecek dontigiimi bulalim.

1_1/ / 1 / !/
§y 2y =y =222 =y =22z

Bu donitigtimii verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

1 dz =z
227 — — 2t =drtr = = — = =227
e T2 o~ x
Ornek 12. y = —e* + 3y — e *4?2 diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii y; = e® olduguna

gore, bu diferansiyel denklemin uygun bir dontigiim ile Bernoulli diferansiyel denklem formuna

getirilmig halini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem Riccati diferansiyel denklemidir. O halde, Bernoulli

diferansiyel denklemine su sekilde donitistiiriilebilir:
y=ytu=e"+u=y ="+
Bu donitigtimii verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

e’ +u = —e" +3(e" +u) —e (" +u) = e +u = —e" +3(e +u) —e (™ +2e"u+ u?)

U = - +3"+3u—€"—2u—e = U =u—e "l

Veya, Bernoulli diferansiyel denklemi formatinda yazarsak, (v’ + p(z)u = q(x)u™)

du
/ — _
v —u=—e"u? veya — —u=—e “u?

dx



.. 3 1

Ornek 13. y = —(1—xy)—y? diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii y; = — olduguna gore,
x x

bu diferansiyel denklemin uygun bir doniigtim ile lineer diferansiyel denklem formuna getirilmis

halini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem Riccati diferansiyel denklemidir. O halde, lineer

diferansiyel denklemine su sekilde donitistiiriilebilir:

111, 1
u x Uu xXr Uu

Bu dontigiimii verilen diferansiyel denklemde yerine yazalim.

1 o 3 . 1 N 1 1 N 1\? 3 1 2 1
- = R — — —_ — — _— _
2 w? a2 T u T u uwr  x?2  uxr  u?

o 5 1, 5
—— = — =4 =—u+1
u2 ur  u? T

Veya, lineer diferansiyel denklemi formatinda yazarsak, (v’ + p(z)u = q(z))

u
W——u=1 veya — ——u=1
x dr =z

.. 1
Ornek 14. y = 5xy’ + — diferansiyel denklemini gerekli iglemler ile (tiiretme yaparak) lineer
diferansiyel denklem haline getirilmis sekli agagidakilerden hangisidir?
)da:+x ) b)dx+x 4 dr 4
a) —+-=— —+ — == c) ———r=—
dp 5  4p? dp 4p  p? dp 5 4p?

d) dx n 5) 1 de 5
—+ —x=— e) ——-x=——
dp  4p 4p3 dp 4

Coziim. Verilen diferansiyel denklem Lagrange diferansiyel denklemidir. (y = zf(y') + ¢(y'))
, 1
Yy =p=y=>0owp+ »

Her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

/ / 1 d
y’:5p—|—5xp’—p—2:>p:5p—|—5a:p’—p—2=>—4p: 51 — — ov
p p p? ) dx

d
Her iki taraf d_x ile carpalim.
P

4 dx 5 1 N dx 5 L 1
— —_— = xr — — _— = ——2 _—
pdp p?  dp dp-  4p?



Veya, lineer diferansiyel denklemi formatinda yazarsak, (z' + r(p)x = s(p))

dx 5 1

dp * " T 1

. d
Ornek 15. y = 3e~2* fonksiyonu, d—y + cy = 0, y(0) = 3 baglangig deger probleminin ¢oziimii
x

ise ¢ sayisi nedir?

d
Coziim. Verilen y fonksiyonunu kullanarak d_y tirevini diferansiyel denklemde yerine yazalim.
x

dy _

= 6 = 6 4cy=0
dz

Simdi, baglangi¢ deger kogulunu kullanarak ¢ sayisini bulalim.
—6e”+3c=0=3c=6=c=2

Ornek 16. ¢ — (y")* = /(y")® — x diferansiyel denklemi icin derece ve mertebe bilgisi nedir?

Coziim. Verilen diferansiyel denklemde mertebesi en yiiksek olan tiirev y” olup diferansiyel
denklemin mertebesi 3 tiir. En yiiksek mertebeli tiirevin (en biiyiik) kuvveti 2 olup diferansiyel

denklemin derecesi ise 2 dir.
Ornek 17. y = AeP* + C (A, B,C € R) egri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim. Verilen egri ailesi 3 adet keyfi sabit igermektedir. Dolayisiyla, 3. mertebeye kadar

tirevi alinmalidir.

y= AeP* + C
y = ABeP”
y// — ABZ€Bx
y/// — AB3€Bm

Simdi, y fonksiyonu ve tiirevleri arasinda bagint1 bularak sabitleri yok etmeliyiz.
y/'y/// _ AQB4eBx _ <y//>2 - y/.y/// _ (y//)Z

Ornek 18. y=y'r+ ﬁ/ diferansiyel denkleminin tekil ¢oziimiinti bulunuz.
Y

Coziim. Verilen diferansiyel denklem Clairaut diferansiyel denklemidir. (y = zy’ + ¢(v'))
, a
y=p=y=1p+—
p
Her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.
’_ / a o / a , _
Yy=p+taop —Sp=p=ptap —=p=|r——=|—-=0
p p p
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Tekil ¢oziime ulagmak igin parantezin icerisindeki ifadenin 0 olmasini goz oniine alalim.

a a 5, a a a
r——=0=>0r=—S=>p"=—=p=TF4/— y=2xp+ —
P’ P’ x x p

Yy = :F:c\/gqia\/gz Fvar F Var = F2/ar = y2 = 4ax
T a

Ornek 19. zy/ + (z + 1)y = 3% * diferansiyel denkleminin ¢oziimii icin mimkiin olan

integrasyon carpanini bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem lineer diferansiyel denklemdir ¢/ + p(z)y = q(z). Integral

carpani bulabilmek i¢in 3/ ifadesinin katsayisini 1 yapalim.

z+1

T

Y+ y = 3xe”
Simdi, y ifadesinin katsayisi ile integral carpanini hesaplayabiliriz.

z41 1
A\ = efp(x)dw _ ef dr _ ef(l—l—z)dx _ 6z+1n:c _ ex.elnx — xe®

Ornek 20. z2lnzdy + (vy — 1)dz = 0 diferansiyel denklemini c¢ozmek icin asagidaki

fonksiyonlarin hangisini integrasyon carpani olarak kullanabiliriz?

1 1 9 9
a)ﬁ b); c)zy d)z° e)y

Cozim. . Yol: integrasyon carpanini hesaplamak.

M=xzy—1=M,=x

N=2’lnz= N, =2zlnz+2x

M, — N, z—2xlnx —x —2zlnzx
ln)\:/dex:/ prEms dx:/ PN dx—/—da:——anx

1
InA=2lhes=A=22= -
x
I1. Yol: Siklar1 denemek.
N d
Ornek 21. & — 3cos?xr — ytanx diferansiyel denkleminin integral carpam ise

. . x . .. .. .. .. COS x
diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Cozum. Diferansiyel denklem lineer diferansiyel denklemdir.

d
el +ytanz = 3cos’x

dx

Diferansiyel denklemin her iki tarafin1 integrasyon ¢arpani ile ¢arpalim.

1 dy 9 1 dy sin
+ytanz | = 3cos’x = — +y =3cosw
cosz \ dx CcoS coszx dx cos? x

8




Denklemin sol tarafi carpim tiirevidir, o halde diizenleyip integral alalim.

d 1 1
—< y> :3c0sx:>/d( y) :/SCOSIdx
dx \ cosx cos T

1
cosx

2y =3sinx + ¢ =y =cosz(3sinz + ¢)

Ornek 22. Asagidaki ifadelerden hangisi 32%dx — 2zydy = y?dxv diferansiyel denklemi icin

sOylenebilecek diferansiyel denklem tiirlerinin tiimiinii igerir?
a) Homojen ve Tam

b) Bernoulli, Homojen, Lagrange

c) Bernoulli ve Homojen

d) Bernoulli, Homojen ve Tam

e) Bernoulli, Lineer ve Lagrange

. d
Coziim. Oncelikle diferansiyel denklemi dx ve dy ifadelerine gore ve d—y olacak sekilde
x

diizenleyelim.

M(z,y) = 322 — y?
(32% — yH)dx — 2zydy = 0 = (z9) Y

N(z,y) = —2zy
dy 3% — 9>
2 _A)dx — 2zudy = = =7
(3z* — y*)dx — 2zydy O:>dx 20y

i) Homojen mi:

M Az, \y) = 3X%2% — N2y? = N\?(322 — %) = N> M (z,y)
Nz, \y) = =2 z\y = —2\2zy = \>N(x,y)
Diferansiyel denklem 2. dereceden homojendir.

ii) Tam mu:

Diferansiyel denklem tamdir.

iii) Bernoulli mi:

3x Y 1 3x
r_ " I = / = = —1
Y=oy "o TV T T Y
n = —1 olup Bernoulli diferansiyel denklemidir.
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iv) Lagrange mu:
20y = 322 — y? = y? = 322 — 2xyy’

y=zf(y) + o)
Lagrange diferansiyel denklemi degildir.
v) Lineer mi:

o 1 _337 1
Y Qxy_Qy

Bernoulli diferansiyel denklemi oldugundan lineer degildir. (v’ + p(x)y = q(z))
a) Homojen (y/) ve Tam (/)
b) Bernoulli (1/), Homojen (/), Lagrange (x)
c) Bernoulli (1/) ve Homojen (v/)
d) Bernoulli (1/), Homojen (y/) ve Tam (/)

e) Bernoulli (1/), Lineer (x) ve Lagrange (x)
Dogru cevap: d) (Agiklama: a) ve c) siklar1 tiim tiirleri icermemektedir.)

Ornek 23. [f(y)])° 2—33 +3f(y)f'(y)x = f'(y) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii bulunuz.
Y

N d
Coziim. Oncelikle diferansiyel denklemde d_x ifadesinin katsayisini 1 yapalim.
Y

dx+3f’(y) _ f'w)

" T WP

Diferansiyel denklem lineer diferansiyel denklemdir. Ancak, bagiml degiskenin z, bagimsiz

degigkenin y olduguna dikkat edilmelidir. O halde, integrasyon ¢arpanini hesaplayalim.

3f'(y)
A\ = ef 7w W _ 3mlfw)] — [f ()]

Diferansiyel denklemin her iki tarafini integrasyon carpani ile carpalim.

)P (j—y n 3}{(5@) T A N O T+ 30w W) = ) 16)

Denklemin sol tarafi carpim tiirevidir, o halde diizenleyip integral alalim.

% (W) 2) = F)f'(y) = / 4 ([ ()] ) = / F(0) ' (w)dy
10 c



ytanx
1+y’

Ornek 24. ¢ = y(0) = 1 baglangi¢ deger probleminin ¢6ztimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem degigkenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemdir.

d t 1 d 1
ay _ Yy anx:>( +y) y:tang;dg;:>/<——|—1)dy:/tanxdx
dx 14y Y Y

In|y|+y = — In|cos x|+c

Baslangi¢ deger kosulunu kullanarak keyfi sabitin degerini bulalim.
r=0,y=1=0+1=0+c=c=1= In|cosz|+In|y|[+y =1

N d oy — 12
Ornek 25. & _ WY diferansiyel denklemini uygun bir dontisiim kullanarak
dx 212 + by

degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklem formuna getiriniz.

Coziim. Verilen diferansiyel denklem 2. dereceden homojen diferansiyel denklemdir. O halde,

y = ux donligimi yapilir.
y=ur =1y =uzr+u

Doniigtimii diferansiyel denkleme uygulayalim.

92 9.2 9
e 4+ u = 21;32:_‘_55;2 = 2u+5z = 2u'z + 2u + buzu’ + vu’ = —u — u?
Su + 2 dx
! 2 _
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