Diferansiyel Denklemler - 4. Uygulama

Clairaut Diferansiyel Denklemi

d
Tanim 1. ¢ = d—y = p olmak iizere y = px + ¢(p) diferansiyel denklemi Clairaut diferansiyel
T

denklemidir.

. 1
Ornek 1. y = 2y’ + — denklemini ¢oziiniiz.
Y

Coziim. Bu denklem Clairaut diferansiyel denklemidir. Oncelikle verilen denklemde v/ = p

dontigiimi yapalim.

1
y=ap+ -
p

Her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

dy dp 1dp dy B dp 1dp 1\dp
dx_p+xdx 2 da (d$—p =>p=p+ux = |z—— =0

Eger, carpimin sonucu sifirsa en az ¢arpanlardan biri sifira esittir:

d 1 1
0—p:0:>p:c (y:xp—l——):>y:cx+—(Genelgézﬁm)
dx P c

L, 1, 1 1 1

=y = F/2 F /T = F2/r = y* = 4o (Tekil ¢oziim)

Ornek 2. y = zy/ + /4 + (v )2 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Bu denklem Clairaut diferansiyel denklemidir. Oncelikle verilen denklemde ¢/ = p

dontigimi yapalim.

y=axp+ 4+ p?
Her iki tarafin = e gore tiirevini alalim.

dx dr /4 4 p?dx

de
d d d,
dz dx

Vitr

Eger, carpimin sonucu sifirsa en az carpanlardan biri sifira esittir:

o —=0=p=c (y:xp—l— \/4+p2> =y = cx + V4 + ? (Genel ¢oziim)



2 4.772
° I+ — 0:>L:—x:>p—2:x2:>4x2+x2p2:p2:>p2:1 5
-

4 + p? V4 +p? 4+p

p =

21 2 4x?
IFﬁ:() (y:xp+\/4+p2):>y:$—+ 4+
V1ii—z

1 — a2 1 —a?

p

222

- N (Fa?)
Vi—z2 J1-—x

1—22

Y

2:>y\/1—x2:2(12Fa:2):>y2:4

(Tekil ¢oziim)

Ornek 3. y = 2y + 21/ denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Bu denklem Clairaut diferansiyel denklemidir. Oncelikle verilen denklemde 3/ = p

dontigimi yapalim.

y=axp+2yp
Her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

dy dp 1 dp (dy )
=p+=x - =P
dx

o P %t e

dp 1 dp 1\ dp
= e _— — _:O
D p—l—xx—l— :><x+\/ﬁ> I

Eger, carpimin sonucu sifirsa en az ¢arpanlardan biri sifira esittir:

dp _

* =0=p=c (y=ap+2yp) =y =cx+2yc (Genel ¢oziim)
x

1 1
° m+—=0=>—:—x:>\/]_):—;:>p:ﬁ (y:xp+2\/]_9)

VD P

1
y=——— =y =—— (Tekil ¢oziim)
r x

Lagrange Diferansiyel Denklemi

d
Tamim 2. y = d—y = p olmak tizere y = xf(p) + ¢(p) diferansiyel denklemi Lagrange
x

diferansiyel denklemidir.
Ornek 4. y = 2zy — /i diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim. Verilen denklem Lagrange diferansiyel denklemidir. Oncelikle verilen denklemde 3/ =

p dontigiimii yapalim.

Yy =p=y=2ap—\p

Simdi, her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

/ /

(¥ =p)=p=2p+2zp —

P p
2./p 2./p

y = 2p+ 2xp —



p’ iceren ifadeleri bir tarafa toplayalm.

9y — 1 dp__
2\/p dr P

d
Her iki tarafi d_x ile carpalim.
P

1 d
2x————p—$

2,/p — Tdp
Bu denklemde x bagimh degigsken ve p bagimsiz degisken oldu. Buna bagl olarak bir lineer
diferansiyel denklem elde etmeye caligalim.
dx 2z 1 de 2z 1

— =+ = o' +r(p)z=s(p
P PR rh ( (p)z = s(p))

Lineer diferansiyel denklemi elde edilir. O halde, integrasyon carpani,

= e _ oS Zdp _ 2lnp — 2

seklinde bulunur. Lineer diferansiyel denklemin her iki tarafini bu integrasyon carpani ile

carparsak,
dr 2 1 dx p%
2 2 2
p —+—> =P o =P o t2ap=
(dp p 22 dp 2
d 2
d_p (zp)

elde edilir. dp ifadesini karsiya atarak her iki tarafin integralini alirsak,

1

3
2 2 1 c
) = [ ot <o s o= ot

bulunur. O halde, bu z i bagtaki y de yerine yazarsak,

2 2c 2c
L.

y=2xp—\/D=>Yy 375

3

bulunur. Boylece, genel ¢oziimiin parametrik denklemleri,

1 +c
r=—+ —
3P P
2c

VP,

3 P

seklindedir.

Ornek 5. Yy = —§xy’ — ? diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.



Coziim. Verilen denklem Lagrange diferansiyel denklemidir. Oncelikle verilen denklemde 3/ =

p dontigiimii yapalim.

, 1 2

y=p=y=-—gup—
p

Simdi, her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

1 1 P’ 1 1 P’
/ = ——7) — — / 2— / = = = ——7) — — / 2—
y 5P~ 5P + ? ' =p)=p=—gp—gu+ o

p’ igeren ifadeleri bir tarafa toplayalim.
1 2\ dp 3 4\ dp
( 2x+p2) dz 2V ( x+p2) dz 7

d
Her iki tarafi d_x ile carpalim.
P

. 4 5 dx

—x — _

P ap

Bu denklemde x bagimh degigsken ve p bagimsiz degisken oldu. Buna bagl olarak bir lineer
diferansiyel denklem elde etmeye c¢aligalim.

dx T 4 dx T

e s T L () = s(p)
—-—=— —+—=-—= (@ +r(pr=s
dp 3p  3p*  dp 3p 3p? b b

Lineer diferansiyel denklemi elde edilir. O halde, integrasyon carpani,

1
>\: ef?"(p)dp = € Edp ey eTp :p%

seklinde bulunur. Lineer diferansiyel denklemin her iki tarafin1 bu integrasyon carpamn ile

carparsak,
1 d:v+x B %4 N %dm_i_ T 74p—§
b dp  3p —P 3p3 pdp 3p§_ 3
d
gy (%)

elde edilir. dp ifadesini karsiya atarak her iki tarafin integralini alirsak,

| 4p~5 1 Ap~3 4 ¢
/ P g WP 5 T T T T

bulunur. O halde, bu z i bagtaki y de yerine yazarsak,

1 2 N 2 2 cpg 8  cp3
= ——X —_ = = ——— - - — = —— — —
Y TP T T Y Ty T T 2 5p 2



bulunur. Boylece, genel ¢oziimiin parametrik denklemleri,

4 c
rT=——+—
5p2 p§
8 cp§
v op 2
seklindedir.

Ornek 6. y = 5:173/ + e¥ diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Verilen denklem Lagrange diferansiyel denklemidir. Oncelikle verilen denklemde 3/ =

p dontigiimi yapalim.

/ 3 »
Y :p:>y:§xp—i—e

Simdi, her iki tarafin x e gore tiirevini alalim.

3 3 3 3
y =gprgur e (Y =p)=p=gp+gu + ey

p’ igeren ifadeleri bir tarafa toplayalim.

2 dx 2
d
Her iki tarafi — ile carpalim.
dp
3 Lo 1 dx
—r+ el =——p—
2 2P dp

Bu denklemde x bagimlh degisken ve p bagimsiz degisken oldu. Buna bagh olarak bir lineer

diferansiyel denklem elde etmeye ¢aligalim.

dz 3xr  2eP N da:+3x 2e? (o +1(p) )
- = —+—=— (' +rp)z=-s(p
dp p p dp p p

Lineer diferansiyel denklemi elde edilir. O halde, integrasyon carpani,

N\ = fr)dp _ Sdp _ 3y _ P

seklinde bulunur. Lineer diferansiyel denklemin her iki tarafini bu integrasyon carpani ile

carparsak,

dr 3 2eP d
p° (—m + —x> = P2 o P 4 Bap? = —2peP
dp p p dp

d 3
d—p(iﬂp)



elde edilir. dp ifadesini kargiya atarak her iki tarafin integralini alirsak,

/d(xp3) = —/2p2epdp
—_——

I

2 == 2pdp = du

I = —2/p2epdp b pep =1 = —2p2€p+4/p€pdp
ePdp = dv = eP = v

——

Iy

p=u=dp=du )
I2=/pepdp = I =—2p°e’ +4 pep—/e”dp
ePdp = dv = e = v

2eP 4eP 4eP
xp3:—2p26p+4pep—4ep+c:>a::—i+i2—i3+£3
p p p p

bulunur. O halde, bu z i bagtaki y de yerine yazarsak,

3 » 6e?  6eP 3c
y=—-ap+e’ =>y=-3"+—— —+ —
2 p p* 2p?

bulunur. Boylece, genel ¢oziimiin parametrik denklemleri,

2eP 4eP  4eP c

r=—+ —— —
p v p P
6eP  6eP 3
D p P
seklindedir.

Yiiksek Mertebe Lineer Diferansiyel Denklemler

Tanim 3. ao(2)y™ +ay(2)y™ Y +- -+ a,_1(2)y + a,(v)y = f(x) diferansiyel denklemine 7.

mertebeden diferansiyel denklem denir.

e a;(x) =a; (i =1,2,...,n), yani katsayilar degigskene bagh degilse (sabitse) diferansiyel

denkleme sabit katsayili diferansiyel denklem,

e a;(x) (1 = 1,2,...,n) katsayilar1 degiskene baghysa degisken katsayili diferansiyel

denklem,
e f(z) =0 ise homojen (sag tarafsiz) diferansiyel denklem,
e f(x) # 0 ise homojen olmayan (sag tarafl) diferansiyel denklem,

denir.



Tanim 4. Sabit katsayili n. mertebeden bir diferansiyel denklemin n tane ¢ozumii, y1, Y2, - - - , Yn

fonksiyonlar ile verilsin. Bu fonksiyonlarm (n — 1). mertebeden tiirevleri mevcut olmak {izere,

Y1 Yo Yn
— Y Yo Yy,
n—1 n—1 n—1
I R

determinantina Wronskian determinanti denir.

Teorem 1. y1,ys,...,Yn fonksiyonlarnin lineer bagimsiz olmalar, i¢in gerek ve yeter sart

W #£ 0 olmasidar.

Ornek 7. y1 = 2%, yp = 23, y3 = 272 fonksiyonlarmin lineer bagimsizhigim gostererek genel

¢Oziimiini bulunuz.

Coziim. Oncelikle, lineer bagimsizigi gostermek icin Wronskian determinantim hesaplayalim.

2 2 2
W =12z 322 —2273=20+#0
2 6x 627

Wronskian determinanti lineer bagimsiz oldugundan, verilen fonksiyonlar da lineer bagimsizdir.
O halde, genel ¢oziim
y = c12% + cox® + c3z 2

olur.
Ornek 8. v — 3y + 3y’ — y = 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Cozim. Oncelikle, verilen diferansiyel denklem igin karakteristik denklem
=3 +3r—1=0

seklindedir. Bu denklemin iki ifadenin farkinin kiipii agilimi oldugu agikca gortilmektedir:
(r—12%=0

O halde karakteristik denklemin kokleri,
T123 =1

olup, genel ¢oziim

y=e" (01 + cox + c3x2)



olarak bulunur.
Ornek 9. y¥ + 5y — 36y = 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Oncelikle, verilen diferansiyel denklem icin karakteristik denklem
rt 4512 =36 =0

seklindedir. Bu karakteristik denklemin kdklerini bulabilmek icin oncelikle iki tane kokiinii

tahmin etmeliyiz. Ilk olarak,
r=2=2"4+522-36=16+20—-36=0

olup, r; = 2 bu karakteristik denklem igin bir koktiir ve boylece karakteristik denklem,

r +5r2 —36 | r—2
rd —2r3 34+ 2r% +9r + 18
2r3 + 512 — 36
2r3 — 4r?
9r? — 36 = (r—2).(r* +2r* +9r +18) =0
972 — 18r
18r — 36
187 — 36
0

seklinde yazilabilir. Tekrar bir kok tahmini yapilirsa,
rg=—2= (=23 4+2(-2)2+9(-2) +18=-8+8—-184+18=10

kokii ile karakteristik denklem,

P22+ 9r +18|r+2
r3 4 212 r24+9
9r + 18 = (r—2).(r+2).(r*+9) =0
9r + 18
0

seklinde yazilabilir. 2 +9 = 0 denkleminin kokleri,

—bF Vb —dac  F/-36
— 5 -

2a

F3i (a=0,8=3)

r34 =



olarak bulunur. Boylece genel ¢6ziim,
Y = 1 + coe 2" + c3c08(3x) + ¢y 5in(37)

olarak bulunur.



