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2. GIRIS



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Olasilk

Karsilasilabilir olaylar S 6rnek uzayi, gerceklesme olasiligi incelenen olay ise A
kiimesi olarak tanimlanmis olsun (AcS). Eger bu kiimelerin eleman sayilari (s(A) ve s(S))

belirli ise, A olayinin gergeklesme olasiligi P(A) asagidaki bicimde tanimlanir:

SA)

P(A)=
()S(S)

(2.1)

A ve B gibi iki olayin olasiligi i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir:
1. AnB=Y ise P(AUB)=P(A)+P(B).
2. AnB=J ise P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Bir A olayinin olasiligl bir B olayina bagl ise, A olayina bagimli olay, A olayinin
olasiligina ise kosullu olasilik denir. B olayina bagli A olayinin olasiligi P(A/B) asagidaki

esitlik ile tanimlanir:

P(ANB)

P(A/B)= )

(2.2)

Burada, B olay biliniyorken A olayinin olasihgi ile ilgilenilir. P(A/B) ifadesi, B verildiginde
A’nin ortaya ¢ilkma veya B ortaya ciktiktan sonra A’nin ortaya ¢ikma olasiligl olarak
okunur. A olayinin ortaya c¢ikma olasiligi, B olayinin ortaya cikmasindan sonra
incelendiginden, P(A/B) kosullu olasiliginin 6rnek uzayr B olur. Bu nedenle B'ye

indirgenmis 6rnek uzayi da denir.

3.2 Rasgele Degisken

S ornek uzayinin her bir basit olayini yalniz gercek bir degere donustliren X



fonksiyonuna rasgele degisken denir. Her basit O; olayi icin x=X(0;)’dir. Her rasgele
degisken gercekte bir fonksiyondur ve ornek uzayindan gergek sayi kiimesine bir

doénisimddir.

AcR

Sekil 4.1 Ornek uzaydaki bir olayin rasgele degisken kiimesine izdiisiimii

O; , O6rnek uzayinda basit bir olay iken, bu olayr R (Gergek sayi kiimesi)'de
gorintileyen X fonksiyonunun aldig1 deger x=X(0O;) olup, bir anlamda O,cS yerine xeR
alinmaktadir. Gergek degerli bir fonksiyon olarak tanimlanan X rasgele degiskeninin

aldigi tim degerler bu degiskenin deger kiimesini, yani,
X: S>ACR, A=X(S)
A kiimesini verir. Bu kiime bu yeni fonksiyonun tanim kiimesi olur.

X rasgele degiskeni, 6rnek uzayindan gercek sayi kiimesine bir dénlisim olarak
tanimlandigindan, 6rnek uzayinin her 6gesi tek bir gercek sayi ile eslendirilir. Bu ylizden

X'e tek boyutlu rasgele degisken de denir.

3.2.1 Kesikli Rasgele Degisken

X rasgele degiskeninin R’deki deger kiimesi olan A, sayilabilir veya sayilabilir
sonsuz bir kiime ise X’'e kesikli (slireksiz) rasgele degisken denir. X kesikli bir rasgele

degisken iken bunun deger kiimesi
A={x | i=1, 2, 3,...}

biciminde noktalardan olusan bir sayi kiimesidir. Bir zar atilisi, bir depodaki kusurlu

mallarin sayisi vb. icin tanimlanabilecek rasgele degiskenler kesikli olur.



3.2.2 Surekli Rasgele Degisken

X rasgele degiskeninin R’deki deger kiimesi A, sayilamaz bir kiime ise, X'e

siirekli rasgele degisken adi verilir.

Rasgele degiskenin R’de aldigi degerler toplulugunun sayilamaz bir kiime olmasi, érnek
uzayinin R’nin bir veya daha fazla araliklarina goriintiilenmesi demektir. Bu nedenle, X

surekli bir rasgele degisken iken,
A={x | a<x<b}
olur. Bazi durumlarda A=R bile olabilir;
A={x | -0o<x <0}

Rasgele degisken tam sayi ise kesikli, diger durumlarda siireklidir. Ornegin iki nirengi
noktasi arasindaki kenar uzunlugu, bir noktada yapilan dogrultu degerleri, bir gruptaki

insanlarin boy uzunluklari vb. stirekli rasgele degiskene 6rneklerdir.

3.3 Olasilik Fonksiyonu

Ornek uzayinda tanimlanabilen her olay, X rasgele degiskeni cinsinden
yazilabildigine gore, ilgilenilen tiim olasiliklar X’e bagh bir fonksiyonla tanimlanabilir.

Boylesi bir fonksiyona olasilik fonksiyonu denir.

3.3.1 Kesikli Rasgele Degiskenin Olasilik Fonksiyonu

Deger kiimesi A olan bir X kesikli rasgele degiskeninin aldigi bir deger (x) igin
olasiligini veren p(x) fonksiyonuna olasilik fonksiyonu denir. p(x) fonksiyonunun bir

olasilik fonksiyonu olabilmesi igin, asagidaki 6zelliklerin saglanmasi gerekir;
e Her x¢A igin p(x)=0,

e Her xeA icin 0<p(x)<1,

° Zp(x)zl.

xeA



3.3.2 Surekli Rasgele Degiskenin Olasilik Fonksiyonu

X sirekli rasgele degiskeninin belirli_bir_aralikta olma olasiligini veren f(x)

fonksiyonuna strekli rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu (kisaca, olasilik yogunluk
fonksiyonu) adi verilir. f(x) fonksiyonunun, A={x| a<x<b} deger kiimesi icin tanimlanan

bir X stirekli rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu olabilmesi igin,
e Her x¢A icin f(x)=0,

e Her xeA igin f(x)>0,

b
o P(XeA)=P(a<x< b)=jf(x)dx=1 olmalidir.

A={x| a<x<b} deger kiimesi icin tanimlanan bir X sirekli rasgele degiskeninin c ve d

degerleri arasinda olma olasihgl
d
P(c<X<d)= j f(x)dx (B={x | cex <d }; BCA) (2.3)

biciminde elde edilir. Bu f(x)'in egrisiyle x=c, x=d dogrulari ve x ekseni arasindaki

alandir.

f(x)

f(x) P(c<X<d)= j f(x)dx

Sekil 4.3 X surekli ve f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu iken P(c<X<d) olasilig



Not 2.1: P(X=a)=If(x)dx =0 oldugu igin, X’in verilen bir degere esit ¢gikma olasiligl her

zaman sifirdir. Bu nedenle X’in a ve b degerleri arasinda olma olasiliklari
P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)

bicimlerinde yazilabilir.

3.4 Dagihim Fonksiyonu (Birikimli Dagilim Fonksiyonu)

X rasgele degiskeninin verilen bir degere (x) esit veya kiugik ¢ikma olasihgini
dogrudan veren fonksiyona dagilim fonksiyonu denir. Dagilim fonksiyonu F(x) ile

gosterilir.

Ornegin,

2X, O<x<1
f(x)= "
0 diger durumlarda

olasilik yogunluk fonksiyonu ile tanimlanan bir X rasgele degiskeninin a gibi bir

degerden (0<a<1) kii¢lik veya esit ¢ctkma olasiligl,
_ — u2 a VT
P(XSa)—IZxdx— X ]o—a dir.
0

Oyleyse, F(x) dagihm fonksiyonu, F(x)=x2 olur. Boylece, F(x) fonksiyonu elimizde

mevcut iken, olasiliklarin bulunmasi igin integral hesabi yapmamiza gerek kalmaz.

Tanim 2.1 : X: S—A, A={ t | t<x} ve AcCR iken, P(XeA;)=P(X<x)=F(x) iliskisine karsilik
gelen F(x)'e X’in dagilim fonksiyonu denir. F(x)'in deger kiimesi de [0,1] araligindadir.
Dagilim fonksiyonu, X’in verilen bir degere esit veya kiiciik olma olasiligini veren bir

fonksiyon olduguna goére, dagilim fonksiyonunun olasilik fonksiyonlari ile olan iliskisi



soyledir;
o P(X<x)=F(x)
o P(X>x)=1-F(x)

o P(xi<X<xp)=F(x2)—F(x1) , (x1<xz)

3.5 Beklenen Deger

Matematiksel olarak beklenen deger (E(X)), kesikli ve siirekli rasgele degiskenler

icin agagidaki bicimde tanimlanir;

X kesikli ise ; E(X)=pr(x) (p(x): kesikli rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu) (2.4)

XeA

X sirekli ise; E(X)= jxf(x)dx (f(x): olasilik yogunluk fonksiyonu) (2.5)

xeA

Beklenen degere iliskin asagidaki ozellikler gecerlidir:

e u(x), X rasgele degiskenin bir fonksiyonu ise,

e E(u(x))= Zu(x)p(x) . X-kesikli

xeA

. E(u(x))=J.u(x)f(x)dx X-stirekli

A

e a bir sabit sayi iken E(a)=a olur.

2. a bir sabit sayi ve u(x) X rasgele degiskeninin bir fonksiyonu iken,

E(au(x))=aE(u(x))’dir.

3. u(x) ve v(x), X rasgele degiskeninin iki fonksiyonu, a ve b ise sabit sayilar iken,

E(au(x)+bv(x))=aE(u(x))+bE(v(x)) dir.

4. E(X-E(X))=0’dir. (ispat: E(X)=p ile E(X-u)=0)



5. X1, X3,...Xn beklenen degerleri E(X;), E(X3),...,E(X,) olan rasgele degiskenler
olsun. Rasgele degiskenlerin toplaminin beklenen degeri, E(Xi+Xp+...+X,)=

E(X1)+E(X,)+...+E(X,) olur.

3.6 Varyans

Bir rasgele degiskenin beklenen degeri (ortalamasi) olasilik fonksiyonunun
merkezi hakkinda bilgi verir. Ancak ortalama deger bir deneyden bir baska deneye
rasgele degiskenin dagilimi ya da yayilimi hakkinda bilgi vermez. iste varyans, dagihmin,

degisimin ve yayihimin olcisu olarak kullantlir.

X rasgele degiskeninin beklenen degeri E(X)=p ise, varyansi,

o” =V(X)=E((X—p)?) (2.6)

biciminde tanimlanir. Yani varyans, X'in kendi beklenen degerinden sapmasinin

karesinin beklenen degeridir.

(2.4) esitligi, bir ©6nceki bolimde aciklanan beklenen deger ozellikleri

kullanilarak asagidaki bicimde de yazilabilir;
o2 =E(X?)-p? (2.7)
Ispat: o? =E((X—p)?)=E(X*=2Xp+p?)=E(X*)—2E(X) p+E (u2)=E (X*)—2 >+ p’=E(X?)- 1.

(2.7) esitligi, olasilik fonksiyonu bilinen bir rasgele degiskenin varyansinin
bulunmasinda kolaylik saglar. Ornegin, olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olan bir rasgele

degiskenin varyansi icin, (2.5) ve birinci beklenen deger 6zelliginden

u=E(X)= I xf(x)dx ve E(X?)= j x2f(x)dx

xeA xeA

beklenen degerleri hesaplanip, (2.7)'de yerine yazilarak varyans elde edilir.



3.7 Kovaryans

Kovaryans, iki rasgele degisken arasindaki korelasyonu gosteren bir

parametredir (Demirel, 2009). X; ve X; rasgele degiskenleri arasindaki kovaryans,

o, =E((Xi—u) (X—p)) (2.8)

ile tanimlanir.

3.8 Standartlagtinimis Rasgele Degisken

Beklenen degeri sifir ve varyansi 1 olan bir rasgele degiskene standartlastiriimis
rasgele degisken denir. Bir rasgele degiskeni, standartlastiriimis rasgele degiskene
donistirmek icin degiskenden beklenen degeri cikartilir ve standart sapmasina
bolinir. Beklenen degeri pu ve standart sapmasi ¢ olan bir X rasgele degiskeninin,

standartlastiriimis bigimi,
X-p
z=—— , (E(2)=0, V(2)=1) (2.9)
c
olur.

3.9 Korelasyon Katsayisi

Kovaryans her degeri alabilir. Bu nedenle rasgele degiskenler arasindaki
korelasyonu tanimlamak icin uygun bir 0Olgit degildir. Bunun vyerine, rasgele
degiskenlerin standartlastiriimis degerlerinin carpiminin beklenen degerine esit olan

korelasyon katsayisi kullanilir. X; ve X; rasgele degiskenlerinin korelasyon katsayisi,

(2.10)

i Gj

p_._E[Xi—ui Xj—uj}_E((xi—w(x,.—u,-))_ 5,
ij= = =

0,0; 0,0;



biciminde tanimlanir. Korelasyon katsayisi —1 ile +1 arasinda deger alir.

3.10 Kovaryans Matris

n adet rasgele degisken (X, Xs,...,Xn) ve bunlarin beklenen degerleri (us, ua,...,

Un) vektor altinda toplansin;

x=[X1 X, ---Xn]T ’ M=[l«l1 Ha... }/ln]T

H_JH_J

Rasgele degisken vektori Beklenen deger vektorii

Bu iki vektorin farki ile bu farkin devriginin ¢arpiminin beklenen degeri alinirsa

kovaryans (varyans-kovaryans) matris elde edilir;

E((x—p) (x—p2)")=Cxe (2.11)

(2.6) ve (2.8) esitliklerinden gorulebilecegi gibi nxn boyutlu kovaryans matrisin kosegen
elemanlari rasgele degiskenlerin varyanslarini, diger elemanlari ise degiskenler

arasindaki kovaryanlari igerir;

Gl 612 Gln
2
G oo G
_ 2 2n
c. - o (2.12)
sim. G’

3.11 Gergek Hata ve Hata Yayilma Kurali

Bir rasgele deney (gbzlem) sonucunda bir biylkligin degeri x elde edilmis
olsun. Bu buyuklGgin beklenen degeri E(X)=p biliniyorsa, x 6lglisiiniin gergek hatasi

(veya kisaca hatasi),

e=x—L (2.13)

10



biciminde tanimlanir.

Olciilere (rasgele degisken degerlerine) iliskin hatalarin bu &lciilerin
fonksiyonlarini nasil etkiledigini gosteren bagintiya hata yayilma kurah adi verilir

(Demirel, 2009): x;, x, ve x3 6l¢lilerine bagh iki fonksiyon y; ve y; olsun;

y1i=fi(x1,x2,x3) ve y =f(x1,%2,X3).

Olguilerdeki hatalar €4, €, ve €5 olduguna gore diizeltilmis (hatadan arindirilmis) y1 ve y,

degerleri, Taylor acitlimi kullanilarak,

y1—€y1=f1(X1,X2,X3)—(0f1/0x1)€1—(0f1/O%2)€2—(0f 1/ Ox3)e3 (2.14a)

V2—8yz=f2(X1,X2,X3)—(5f2/ Ox1)e1—(0f,/0x2)e2—(0f 2/ Ox3)e3 (2.14b)

cikar. (Of1/0x;)=a; ve (0f2/0x;)=b; (i=1,2,3) gosterimleri kullanilarak, olciilerdeki hatalarin

fonksiyonlarda neden oldugu hatalari veren bagintilar elde edilir;

—8y1=—(af1/8X1)81—(af1/8X2)82—(af1/8X3)83—)8y1=a 1€1t+aEx+azEs (2 153)

—8y2=—(afz/axl)81—(afz/aXZ)82—(af2/aX3)83—)8y2=b181+b282+b383 (2 15b)

3.12 Genel Varyans ve Kovaryans Yayilma Kurali

(2.14) esitliklerinde gegen olgilerin varyanslari ¢, o> ve o;; kovaryanslari c,,,
c,, Ve o,, ise, y; ve y, fonksiyonlarinin varyans ve kovaryanslari asagidaki bicimde elde

edilir (ispati icin Demirel,2009);

2 _ .2 2 2 2 2 2
G, =a; 0, +a, 0, +a; 0;+2813,6,,+281336,, +28,3305,, (2.16a)

Gizzb: G +b} o2 +b} 62 +2bsbyo,, +2bibs o, +2bsbs o, (2.16b)

11



Gylyz =a1b1 Gi +a2b2 (5; +83b3 G; +(a1b2+a2b1) G, +(a1b3+a3b1) G, +(azb3+azb3) G, (216C)

Fonksiyonlarin varyans ve kovaryanslarinin elde edilmesi icin daha kolay bir yol, matris

yontemidir: (2.15) esitlikleri asagidaki bicimde ifade edilebilir;

y1 ve y; fonksiyonlarinin kovaryans matrisi C,,, buradan,

2

GZ G Gl 612 613
_ T %! yly2 | _ 2

C,,=FCF — s o =F G, Oy
viv2 vz sim.

(2.17)

F' (2.18)

cikar. (2.17) bigiminde yazilabilen her tlrli fonksiyonun kovaryans matrisi, (2.18)'de

oldugu gibi elde edilir: Bu kurala, genel varyans-kovaryans yayilma kural denir.

12



4. ISTASTISTiKi DAGILIMLAR

4.1 Normal Dagilim

Tanim 3.1: Beklenen degeri L ve varyansi o olan bir X rasgele degiskeni,

1 o tn /20°

f(x)= E ’

—00<X<00 (3.1)

(olasilik) yogunluk fonksiyonuna sahipse, bu rasgele degisken normal dagilimlidir denir

ve X~N(u,02) seklinde ifade edilir.

0.a

06}

=p4f

0.2t

Sekil 3.1 (u=1, 5=0,5 ) ve (u=1, o=1) icin normal dagilim yogunluk fonksiyonlari

Tanim 3.2: X~N(u,02) degiskeni, (X—p)/c donisimi ile standartlastirilirsa, yeni

degisken standart normal dagilima (N(0,1)) sahip olur;

Z=X_—“~N(H=O,62=1) — Z~N(0,1) (3.2)
(¢)

Yogunluk fonksiyonu igin f(x) yerine f(z) kullanilir (z=(x—u)/o).

Tanim 3.3: X~N(u,62) degiskenine iliskin bir takim olasilik hesaplari, yogunluk

fonksiyonunun altinda kalan ilgili bolgenin alaninin hesaplanmasiyla elde edilir;

13



P(X1<X<X,) =jf(x)dx =P(2,<Z<2,)= J‘ flz)dz , z:=(xi—W)/o Ve zo=(xr—)/c

P(X>X) - J’ f(x) dx =P(Z>2)= j fo)dz , z=(x—w)/c
P(X<X) = Jf(x)dx=P(ZSz)= _[f(z)dz , 7=(x—p)/o

Tanim 3.4: X rasgele degiskeninin x’den kii¢lk veya esit olma olasiligl, P(X<x), F(x)
dagilim fonksiyonu ile elde edilir. Ayni olasilik ®(z) standart normal dagilimin dagilim
fonksiyonuyla da belirlenir (istatistiki tablolar, ®(z) icin diizenlenmistir). Béylece, Tanim

3.3’deki olasiliklar ®@(z) dagilim fonksiyonu ile kolaylkla hesaplanir:
1. P(xa<X<xa)= @(22)-D(21) , z4=(x1—1)/ 0 ve 22=(xo—p)/0
2. P(X>x)= 1-®(z), z=(x—n)/c (Olasilik tanimi geregince, tim olasilik 1’e esittir)

3. P(X<x)= D(z), z=(x—p)/c

Not 3.1: ®(z) olasilik degeri, Matlab’de normedf (z) ile hesaplanir.

Ornek 3.1: X~N(u,02) icin, bazi olasiliklar kolayca elde edilebilir, 6rnegin,
1. P(u—o<X<u+o)=0(1)-D(-1)=D(1)—(1-D(1))=2d(1)-1=0,683=%68,3

2. P(p—30<X<p+30)=D(3)—D(-3)=P(3)—(1-P(3))=2d(3)-1=0,997=%99,7.

Tanim 3.5: P(X<xy)=®(z,)=0. olasiligini veren z, degeri standart normal dagihimin o
olasiligi icin sinir degeri olarak adlandiriir. 1-®(z,)=1-0=®(z,_,) oldugundan,

D(—2z4)=D(z1-4) bulunur. Boylece, a/2 olasihigl igin asagidaki esitlik gegerli olur (Sekil
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3.2).

Zo/2=—21-a/2

(3.3)

Not 3.2: z; , sinir degeri, Matlab’de norminv (1-a) ile hesaplanir.

'ﬂ'
-.,--"&/21

Zo/2=—"21-0/2

u=0

Sekil 3.2 Standart normal dagilimin o/2 olasiligi igin alt sinir (z¢/2) ve Ust sinir (z1-¢/2)

degerleri

4.2 Normal Dagilmis Rasgele Degisken Vektoru ve Dogrusal

Fonksiyonlari

Tanim 3.6: nx1 boyutlu beklenen deger vektorii (u=[p11 ta...ta]') Ve nxn boyutlu pozitif

tanimli bir kovaryans matrise (C,x) sahip nx1 boyutlu rasgele degisken vektori x=[X; X,

e Xn] icin
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1 —%(X—H)Tcxx(x—u)

= e
(2m)™?(detC, )"’

f(x) (3.4)

yogunluk fonksiyonu gecerliyse, x rasgele degisken vektorl, “cok-degiskenli normal

dagilimhdir” denir: Bu, x~N(p,Cx) seklinde gosterilir.

Tanim 3.7: x~N(p,Cyx) vektori, mxn boyutlu bir K katsayilar matrisi ve mx1 boyutlu bir
¢ katsayilar vektori ile y=Kx+c biciminde elde edilen mx1 boyutlu y rasgele degisken
vektori normal dagilimhdir; y~N(Kp+c, KCXXKT). Burada, mxm boyutlu KCXXKT matrisi, y
degisken vektoérinin varyans-kovaryans yayilma kural ile elde edilmis korvaryans

matrisidir.

4.3 Rasgele Hatalarin Dagilimi

Bilindigi tizere, bir X rasgele degiskeninin beklenen degeri 1 ve varyansi o,

=E(X) , *=E((X-p)*) (3.5)

ile tanimlanir. X’e iliskin bu p ve o’ parametrelerinin belirlenmesi igin evrensel kiime
yerine, bir 6rnek kiime (6rnek uzay) secilir. Bu 6rnek kiimede yapilan rasgele deneyin
sonuglar (6lculer veya 6rnek noktalar) yardimiyla p ve o’ kestirilir. Olgi, yani érnek
nokta (x), X'in bir temsilidir; bu nedenle, ilgili dlciiniin ayni normal dagilima sahip
oldugu kabul edilir; x~N(u,c52). Ornek kiimenin dogru secildigi varsayimi altinda, él¢i ile
wye yaklasilir; ancak ortada her zaman bir sapma bulunur. Olgme isleminin dogasinda

olan bu sapma, (2.13) esitligi ile hata olarak tanimlanmisti;
€=X—L

Rasgele 6zellikteki bu hata, sifir beklenen degeri ve o” varyansi ile normal dagilimhdir;

e~N(0, 6?) (3.6)

Ispat: e=x—p ifadesinin beklenen degeri alinirsa, E(g)=E(x—p)=E(x)—E(u)=p—pu=0 elde
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edilir. Ayni esitlige, varyans yayllma kurali uygulanirsa, 6.°=0,>=c" bulunur: Boylece,

e~N(0, o°) olur.

Dogal Sonug: Rasgele hatalarin belli araliklarda olma olasiliklari Tanim 4’e goére
kolaylikla elde edilebilir. Ornegin, e~N(0, 02) ise, € hatasinin —o ve ¢ arasinda olma

olasihgi,

P(—0<e<o)=2D(1)-1=%68,3;

—1,96c ve 1,960 arasinda olma olasiligl,
P(—1,960<e<1,960)=2®(1,96)-1=%95;
ve —3c ve 3. arasinda olma olasihigi,
P(-30<e<30)=2D(3)-1=%99,7'dir.

Bir hatanin —3c ve 3c araligi disinda olma olasiligi 1-0,997=%0,3 gibi kiguk bir
olasihktir. Bu nedenle, genligi 3c’dan bilylk olan hatalarin ilgili dagilima

uymadiklari, dolayisiyla kaba hata olduklari yargisi, bu basit ¢ikarimla ilintilidir.

Uygulamada p beklenen degerinin bilinmesi mimkin olmadigindan, e=x—p
ifadesine gore x’de ne kadar hatanin var oldugu da belirsizdir. Bu nedenle, olabildigince
fazla sayida gerceklestirilen olgller (x;, i=1,2...,n) yardimiyla beklenen degerin en uygun
(en bayuk olasilikh) degeri belirlenir. Gauss, olcilerin ayni normal dagilima sahip
olmalari durumunda, (xi~N(u,02), i=1,2...,n) en uygun degerin, bir aritmetik ortalama
deger oldugunu gostermistir; X =X =[x]/n. Bu basit aritmetik ortalama, p igin yansiz
(unbiased) bir kestiricidir; yani aritmetik ortalamanin beklenen degeri, toplumun

beklenen degerine esittir; E(X )=

ispat: E(X )=(1/n)E(x1+Xo+...+Xn)=(1/n)(np)=p.
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Olgiilerin aritmetik ortalamadan sapmalarinin karelerinin toplaminin, (n—1) fazla élgi

sayisina orani,

@ (R=%,)" ...+ (X=x%,)° _ 1lz(i_xi)2' (3.7)

o varyansinin yansiz bir kestiricisidir; E(s®)=c>
Ispat: (3.7) esitliginde X—X; =(X—p)—(x;—p) yazilir ve esitligin beklenen degeri alinirsa,
2 1 C < 2 1 X = 2 < 2
E(s")= —— B (R} = — B (%= 1)” ~2x—p)(x =)+ (x — 1))}
- i=1 - i=1

= B 205 %R+ Y05 )= ) B ()

bulunur. Burada E((x—p)*) degeri, x aritmetik ortalamasinin varyansidir; yani,

E((x—p)°) =o%/n’dir. Diger taraftan E( (x,— u)z)=c52 oldugundan,
EQ (x—1)) =D E((x—u)*)=nc™dir.
i=1 i=1
Boylece, s*’nin o’ varyansinin yansiz bir kestiricisi oldugu ispatlanir;

E(sz)=ﬁ(—nw—u)2)+E<Z(xi—u)2))=nfll(—oz+n02)=02.

4.4 y*-Dagilimi

Xz—daglllml (ki-kare dagilimi) test islemlerinde kullanilan 6nemli dagihmlardan

biridir.

4.4.1 Merkezsel x> -Dagihmi

Tanim 3.8: x=[X; X, .... Xn]T rasgele degisken vektori pu=0 beklenen degerli ve Cy=l

18



varyans matrisi ile normal dagihmli olsun; x~N(0, I). Bir baska deyisle, n adet rasgele
degisken standart normal dagilima sahipse (Xi~N(0,1); i=1,2,...,n), K=XTX=(X12+X22+...+

Xn2) karesel bicimi n serbestlik derecesiyle Xz—daglllmma sahiptir denir;

KX X=(X 24X+ 4 Xi2) ~¢2(n) {x~N(0, 1) ise } (3.8)

Bu dagilimin yogunluk fonksiyonu,

1
flk)= ———— k"2 e™? | 0<k<o 3.9
(1) 2"/2F(n/2)K ¢ (3.9)

ile tanimlanir. Burada I', gama fonksiyonudur.

Tanim 3.9: x=[X; X, ... Xn]T rasgele degisken vektéri 0 beklenen degerli ve Cy
kovaryans matrisi ile normal dagilimh olsun; x~N(0,C,). xTCXX'lx karesel bicimi n

serbestlik derecesiyle xz—daglllmma sahiptir denir (ispati icin Koch, (1999;s.124-125));
X Co X ~x*(n) {x~N(0,Cy) ise} (3.10)

v . . . . 2 2 . .
Eger, C. bir varyans matrisse, yani Cy=diag(c:’,..., ©,°) ise, yukaridaki tanimdan,
rasgele degiskenlerin standart sapmalarina oranlarinin karelerinin toplaminin n

serbestlik derecesiyle xz—daélllmll oldugu ortaya cikar;

((X1/61)* ...t (Xn/5n)?) ~x2(n) (3.11)

Not 3.3: f(i,n) olasilik fonksiyon degeri, Matlab’de chi2pdf (k,n) ile hesaplanir.

Tanim 3.10: K~x2(n) rasgele degiskeninin bir XZ degerinden kiiglik olma olasiligl,

P(KSXZ), xz dagiliminin dagihm fonksiyonu (F(Xz;n)) ile elde edilir;
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P(k<y’)=F(y’n) (3.12)

Not 3.4: F(xz;n) olasilik degeri, Matlab’de chi2cdf (XZ, n) ile hesaplanir.

Tanim 3.11: F(Xiln;n)=a olasiligini veren xfm degerine, xz dagiliminin o olasihigi igin

sinir degeri denir.

Not 3.5: y . degeri, Matlab’de chi2inv (o, n) ile hesaplanir.

4.4.2 Merkezsel olmayan y’~Dagilimi

Tanim 3.11: x=[X; X; ... Xn]T rasgele degisken vektori p beklenen degerli ve Cy=I
kovaryans matrisi ile normal dagilimli olsun; x~N(u, 1). K=XTX=(X12+X22+...+ an) karesel
bicimi n serbestlik derecesi ve k=p.Tp. dis-merkezlik parametresiyle merkezsel olmayan

Xz—daglllmma sahiptir denir;

K=X'X ~x'%(n, &) {x~N(p, 1) ise} (3.13)

A=0 ise, dagilim (merkezsel) xz—daglllmll olur.

Tanim 3.12: x=[X; X, ... X,]' rasgele degisken vektori K beklenen degerli ve Cy
kovaryans matrisi ile normal dagilimli olsun; x~N(p,Cy)- xTCXX'lx karesel bi¢cimi n
serbestlik derecesi ve k=uTCXX'1p, dis-merkezlik parametresiyle merkezsel olmayan

y’~dagilimina sahiptir denir;

X Co X ~x"2(n, &) { x~N(p,Cy) ise} (3.14)

A=0 ise, dagilim (merkezsel) Xz—daglllmll olur.
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Sekil 3.3 Merkezsel ve merkezsel olmayan Xz—daglllml yogunluk fonksiyonlari

Tanim 3.13: K~x'2(n, A) degiskeninin bir X’Z degerinden kiiclik olma olasiligl, P(KSX'Z),

merkezsel olmayan XZ dagiliminin dagilim fonksiyonu (F(X’Z;n,k)) ile belirlenir:

P(k<y'%)=F(x'% n,A) (3.15)

Not 3.6: F(X'z;n,k) olasilik degeri, Matlab’de ncx2cdf (y'?, n, &) ile hesaplanir.

4.5 F-Dagilimi

F—dagilimi (Fisher dagilimi) ve merkezsel olmayan F—dagilimi hipotez testlerinde

kullanilan dagilimlardir.

4.5.1 Merkezsel F-Dagilimi

Tanim 3.14: a ve b rasgele degiskenleri bagimsiz ve xz—daglllmll olsunlar; a~x2(na),

b~x2(nb). w=(a/n,)/(b/ny) rasgele degiskeni (merkezsel) F-dagihmhdir;
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we e/n)
(b/n,)

~F(na,nb)  {a~x*(na), b~x*(ns) ise} (3.16)

Tanim 3.15: w~F(n,,np) degiskeninin bir Fo degerinden kiigiik olma olasiligl, P(w<F),

F—dagiliminin dagilim fonksiyonu (F(Fo; n,,ny)) ile elde edilir;

P(w<Fo)=F(Fo;Na,Nb) (3.17)

Not: F(Fo;n,,ny) olasilik degeri, Matlab’de fcdf (Fy, n., ny) ile hesaplanir.

Tanim 16: F(Fn np,q; Nanp)=a olasiligini veren Fp,np o degerine, F-dagiliminin o olasilig

icin sinir degeri denir.

Not: Fna b o Olasilik degeri, Matlab’de finv (a, n., ny) ile hesaplanir.

4.5.2 Merkezsel olmayan F-Dagilimi

Tanim 17: a ve b rasgele degiskenleri bagimsiz ve a~x’2(n3,X), b~x2(nb) olsunlar.

w=(a/n,)/(b/ny) rasgele degiskeni merkezsel olmayan F—dagihmhdir;

(a/n,)
(b/n,)

~F(Na,Nb, &) {a~y'*(na,A), b~y2(ny) ise } (3.18)

Tanim 18: w~F(n,,np, A) degiskeninin bir F'q degerinden kiigiik olma olasilig, P(w<F'y),

merkezsel olmayan F—dagiliminin dagilim fonksiyonu (F(F'o;na,np,A)) ile elde edilir;

P(W< F'o)=F(F'o; na, nNp, A) (3.19)
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Not: Matlab’de F(F'g; n,, np, A) olasilik degeri, ncfcdf (F'y, n., ny, 1) ile hesaplanir.

4.6 t-Dagilimi (Student Dagilimi)

Tanim 19: Birbirinden bagimsiz x ve a degiskenleri, x~N(0,1) ve a~x2(na) ise, y=x//a/n,

degiskeni t—dagilimlidir denir;

_ X - N - 2 .
_M t(na) {x~N(0,1) ve a~y"(n,) ise} (3.20)

Tanim 20: y~t(n,) rasgele degiskeninin bir t degerinden kiclik olma olasiligi, P(y<t),

t—dagiliminin dagihim fonksiyonu ile belirlenir;

P(y<t)=F(t;n,) (3.21)

Not: Matlab’de F(t;n,) olasihgl, tcdf (t, na) ile hesaplanir.

Tanim 21: F(tn, o;Na)=0t olasiligini veren t,, o degerine, t—dagiliminin o olasiligi igin sinir

degeri denir.

Not: t,, o sinir degeri, Matlab’de tinv (a, n,) ile hesaplanir.
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4.7 Karesel Bigimin Dagilimi ve iki Karesel Bigimin Bagimsizhigi

Tanim 22 (Karesel Bigcimin Dagilimi): x~N(p,Cyx) olsun. Eger AC,=ACAC, ise (ACyx

idempotentse),

X Ax~y'*(rankA, p'Ap) (3.22)

olur.

Tanim 23 (Diizeltmelerin Adirlikli Kareleri Toplaminin Dagilimi): nx1 boyutlu I 6lgu
vektori normal dagilimh olsun; I~N(Ax,C;). Kestirim sonucunda diizeltme vektord,
v=—RI/ (R: redlindans matris) ve agirlik karelerinin toplami v'Pv=I"R"PRI=I'RI olur. RC,
idempotent bir matris ve rankR, serbestlik derecesine (f) esittir. Boylece, Tanim 22’ye
gore, vTPv=ITRI~X'2(f,xTATRAx) olur. x’A"TRAX=0 oldugundan dagilim merkezsel bicime
donisir; sonuc olarak, dizeltmelerin agirlik kareleri toplami, f serbestlik derecesiyle

y’—dagilimli olur;
v'Pv~y*(f) (3.23)

Tanim 23 (iki Karesel Bicimin Bagdimsizligi): x~N(p,Cy) olsun. x'Ax ve x'Bx karesel

bicimleri, AC,,B=0 veya BC,,A=0 ise bagimsizdir.

4.7.1 Baauz istatistik Dagilimlara iliskin Matlab Fonksiyonlari

Yukarida s6z edilen Matlab fonksiyonlari Cizelge 3.1’de 6zetlenmistir.
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Cizelge 3.1 Bazi istatistik dagilimlara iliskin Matlab fonksiyonlari

Aciklama Fonksiyon Matlab fonksiyonu
Standart normal dagilm  dagihm P(X<x)=D(2)
normcdf (z)

fonksiyonu ,z=(x—p)/c
Standart normal dagilimin 1-o gliven

21 ¢ norminv (1-Q.)
diizeyi sinir degeri
v’~dagilim olasilik fonksiyonu f(x,n) chi2pdf (x,n)

Xz—daélllmmm dagihim fonksiyonu

P(k<y)=F(x%n)

chi2edf (%%, n)

Xz—daélllmmln o olasiligi igin sinir degeri

2
Xan

chi2inv (a, n)

Merkezsel  olmayan Xz—daélllmlnln

dagilim fonksiyonu

P(k<y'*)=F(x'*n,\)

ncx2cdf (%, n,\)

F—dagiliminin dagilim fonksiyonu

P(w<Fq)=F(Fo;na,np)

fcdf (FOI Nay nb)

F-dagiliminin o olasiligi igin sinir degeri

Fna,nb,cx

finv (a, ng, ny)

Merkezsel  olmayan F—dagiliminin

dagilim fonksiyonu

P(w<

FlO)zF(FIO;na/nbik)

ncfedf (F'y, na, Ny, A)

t—dagiiminin dagihm fonksiyonu

P(y<t)=F(t;n,)

tcdf (t,na)

t—dagiliminin o olasiligi igin sinir degeri

tna, [¢2

tinv (o, ny)
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5. HIPOTEZ TESTLERI

Bir nirengi agina iliskin bir Gggenin Ug¢ i¢ acisi (o, o, ve az), bir Olgl icin standart
sapmasi & olan bir teodolitle 6lgiilmiis ve a;~N(p1, 6°), aa~N(z, 6°) ve az~N(us, 6°)
olsun. Temel beklenti, l¢ aginin toplaminin 200 gon’a esit olmasidir. Ancak, élgtlerdeki
hatalardan dolayl bunun saglanmayacagi dnceden bilinir. 200 gon’dan olan sapmanin
rasgele hatalarin bir sonucu olup olmadigini irdeleyelim: Bunun icin w=(o;+0a+03)—200
hatasinin “0” kabul edilip edilmeyeceginin belirlenmesi gerekir. Agi degerleri normal
dagihmli oldugundan, w kapanma hatasi da normal dagilimlidir; bir 6nceki bolimde
verilen Tanim 5’e gore, w~N(pw=H1+H+1,—200=0, GW2=362) olur. Bélim 3.3’de gegen
“Dogal Sonucgta” oldugu gibi, gdzlenen w’nin belli bir olasilikla hangi sinirlar icinde

kalmasi gerektigi irdelenebilir: Bunun icin,
P(Hw_zlfa/26w< WSHW-I-Zl*(l/ZGW):l_a

olasihgini (gliven dizeyini) veren (Uw—2Z1-0/20w), (Mw—Z1-0/20w) aralk tahmini
yapiimalidir. Eger, w hatasi bu sinirlar iginde kaliyorsa, 1—a olasiligi ile hatanin ilgili
normal dagilimda oldugu, dolayisiyla gozlenen hatanin, agilardaki rasgele hatalardan
kaynaklandigi sonucuna varilir. w’nin aralik disinda olmasi ise, tersine, hatanin ilgili
normal dagilima uymadigini, bdylece gozlenen hatanin rasgele hatalarin etkisi ile
aciklanamayacagini gosterir. Ancak her iki durum igin verilecek kararda, her zaman a
kadar bir yanilma payinin (yanilma olasihginin) var olacagi géz éniinde tutulmalidir. Bu
nedenle, hipotez testlerinde “1. tiir hata” olarak da adlandirilan a igin kiiglik bir olasilik

degeri 6ngorilir (6rnegin, a=%5); karar islemleri buna gore yapilir.

Eger w kapanma hatasi, %95 olasilikh bir aralik olan +1,96/30 degerleri iginde

kaliyorsa, yani, Bolim 3.3’deki “Dogal Sonug” ile belirtildigi gibi,
P(—1,96 +/36 <w<1,96 +/35 )=%95

ise, kapanma hatasinin %95 olasilikla rasgele hatalardan kaynaklandig sonucuna
ulasihr: Ornegin, 6=1 mgon olursa, %95 olasilikh giiven araligi, +3,39 mgon’dur.

Oyleyse, +3,39 mgon degerini asan l¢gen kapanma hatasi, Olcilerdeki rasgele
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hatalarin sonucu olarak agiklanamaz. Ancak yapilan bu yorumun da %5’lik bir yaniima

olasihgini tasidigl unutulmamalidir.

"

Yukaridaki 6rnekte aslinda, dolayli olarak, bir test yapilmistir: Sorulan soru ise, “w
go6zleminin beklenen dedgeri sifir midir?”. Eger kapanma hatasi, 3,39 degerinden
kiiglikse hata sifir kabul edilebilir (beklenen degerinin sifir oldugunu hatirlayiniz); tam
tersine buyikse sifir kabul edilemez. Bu ¢ikarim, T=|w—uy|/cy blyukligunin z;_q/,
sinir degeriyle karsilastiriimasi ile bulunacak sonucla dzdestir. istatistiksel testlerde, T

gibi elde edilen test blyuklugi ve gliven siniri karsilastirilarak sonuca varilir.

Soru sorulduktan sonra, iki hipotez ortaya konur: Bunlardan soruya iliskin olusturulana
sifir hipotezi (Ho: null hypthosis), sifir hipotezine karsi olusturulan hipoteze ise karsit
hipotez (H;: alternative hypothesis) adi verilir. Daha sonra, test blyukligi ve gliven

siniri olusturularak karsilastirma yapilir. Genellikle,
Test buylklugli<Guven siniri
ise Hg kabul, dolayisiyla Hy reddedilir.

Hipotez testlerinde, 6zetle, su islem sirasi takip edilir;

Soru—Hipotezler—Test blyukligli—Given Sinir—Karsilastirma—Karar  (4.1)

Hipotezlerin kabul edilmesinde iki tiir hatayla karsilasilir. Birinci tir hata (Type | error)
denilen hata, daha 6nce bahsedilen yanilma olasiligi ile 6zdestir; dogru olan bir sifir
hipotezinin yanlislikla reddedilmesi olasiligi olarak adlandirilir. Bununla birlikte,
testlerde ikinci tir hata (Type Il error) denilen bir hata daha bulunur. Bu hata ise, dogru
olan bir karsit hipotezin yanhslikla reddedilmesi (veya yanhs olan bir sifir hipotezinin,
yanliglikla, dogru kabul edilmesi) olasiligina esittir. Bunlarin timleyenlerine, yani %100
olan buttn olasiliktan farklarina ise, sirasiyla “gliven diizeyi (confidence level)” ve “test
glcl (power of the test)” denir. Tanimdan gidilecek olunursa, 6rnegin, test gilicli, dogru
olan bir karsit hipotezin dogru olarak kabul edilmesi olasihgidir. Hipotez testlerindeki
s6z konusu hatalar ve bunlarin tiimleyenleri (gliven diizeyi ve test glicli) Cizelge 4.1'de

Ozetlenmistir.
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Cizelge 4.1 Hipotez testlerinde hata turleri, gliven diizeyi ve test glicu
(Ho: Sifir hipotezi; Hq: Karsit hipotez)

Test sonucu kabul edilen hipotez
Ho Hy
Dogru Karar; Giiven diizeyi Yanlis Karar; Birinci tiir hata

N H
) 0
5] (1-a) (o)
Q.
2
> .
%o Hq Yanlis Karar; Ikinci tiir hata Dogru Karar; Test giicii
o

Yanilma olasiligi azalinca, gliven dizeyi artar; diger taraftan, test glicii azalir. Hangi
hipotezin dogru veya gecerli oldugunu bilmek olanakl degildir. Bu nedenle, hata tirleri
onceden bilinemez. Yanilma olasiligi igin testlerde kiiglik bir deger (genellikle, %0,1, %1
veya %5) secilerek, hem gliven dizeyinin yliksek olmasi hem de test giiciiniin diisuk

olmamasi saglanir. Test islemleri, sifir _hipotezinin dogru oldugu varsayimina goére

sonuclandirilir. Bu nedenle, test islemi sonucunda sifir hipotezi ya “1-a gliven diizeyi ile

kabul edilir...” ya da “a yanilma olasiligi ile reddedilir”.

ilerleyen béliimlerde, istatistikte gecen bazi klasik test islemlerine deginilecek, daha
sonra “dogrusal hipotez testi” baslgi altinda bu test islemleri irdelenerek, bazi jeodezik

istatistik test konularindan s6z edilecektir.

5.1 Beklenen Degerin Test Edilmesi (Parametre Testi)

5.1.1 Toplum Varyansi ¢*nin Bilinmesi Durumu

Soru— Kestirilen a gibi bir parametrenin beklenen degeri, Lo gibi bir degere esit midir?

Hipotezler— Hq: E(a)=Lo, Hi: E(a)# Lo (4.2)
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Test Bilyikligii— T,=1 21! (4.3)
(o}

a

Not: a’nin standart sapmasic,, ¢ kullanilarak hesaplanir. Ornegin a parametresi n
Olciden elde edilmis bir aritmetik ortalama ise, kofaktorli, Q.,=1/n; standart

sapmasl 6, =6/+/n olur.

Giiven SInir—z;.,/, (Standart normal dagilimin giiven siniri) (4.4)

Karar —T,<z;.4/, ise a yanilma olasihigl ya da 1-a guven dizeyi ile Hg kabul edilir. Yani,
a ile yo arasindaki sapma raslantisaldir; a parametresi yerine o kullanilabilir. T,>z3./2
ise, Ho reddedilir; H; kabul edilir. Bir baska deyisle, a ile po arasindaki fark rasgele

hatalarin bir sonucu olarak yorumlanmahdir.

Dogal Sonug: (4.3)'de verilen T, test buytkluginin karesi olan T,%, serbestlik
derecesi 1 olan Xz—daglllmll olur (Bolim 3.4.1, Tanim 8); P(T32<X21I1_a)=1—a
oldugundan, yukarida agiklanan test islemi T2 test blyukIGgu ve X21,1-a gliven siniri

kullanilarak da gerceklestirebilir. a=%5 icin,

21.02=1,96= /32, , =+/3,8415dir.

Ornek 1: Bir {icgenin g ic acisi, bir 8lcli icin standart sapmasi 0,5 mgon olan bir
teodolitle 5’er kez ol¢lilerek 0,=85,4512 gon, «,=55,2412 gon ve 03=59,3088 gon
bulunmustur. Uggen kapanma hatasi rasgele hatalarin bir sonucu mudur? o=%5

yanilma olasiligi ile test ediniz.

Coziim: Kapanma hatasi w=200-(o+0+03)=-1,2 mgon, standart sapmasi ise,
GW2=Ga12+Ga22+Ga32=3(0,52)/5=0,15 mgonz’den, ow=0,387 mgon; beklenen degeri ise

0’dir. Bu nedenle, problem, elde edilen w’nin 0 olup olmadiginin irdelenmesidir. Ho:
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E(w)=0 hipotezi, Hi: E(w)# O karsit hipotezine karsi test edilir. Test biiyiikligd, (2.2) den
Tw=1-1,2-0|/0,387=3.11,

glven siniri ise, (2.3)'den zp975=1,96 bulunur. T,>1,96 oldugundan, Ho hipotezi %5
yanilma olasiligl ile reddedilir. Bu nedenle, w’nin sifirdan sapmasi anlamlidir, rasgele

hatalarin bir sonucu olarak algilanmamahdir.

Ornek 2: Bir uzunluk, bir 8lcii icin standart sapmasi o=1+2ppm olan bir elektronik
uzakhk olcerle 3 kez olgllerek L=100,567 m bulunmustur. Uzunlugun gercek degeri,

$=100,550 m ise, L 6lclisiinde bir kaba olup olmadigini test ediniz (a=%0,1).

Coziim: Olcideki hata, €=L-S=100,567-100,550=17 mm, standart sapmasi ise,
6,=01=(1+2x100,567x103)/+/3=0,48 mm’dir. Hipotezler, Ho: E(g)=0, Hi: E(g)#0
bicimindedir. Test buyukligu, (2.2)'den, T.=|¢|/c.=35,42, glven siniri ise (2.3)'den,
a=%0,1 icin z1.4/2=3,29'dur. T:>z1.4/, oldugundan, ¢ hatasinin rasgele hatalardan
kaynaklanmadigl sonucuna ulasilir. Bir baska deyisle, %99,9 gliven dlizeyi ile L 6l¢lsl

uyusumsuz 6lguddr.

5.1.2 Toplum Varyans Kestirimi s“nin Bilinmesi Durumu

Soru ve hipotezler bir dnceki bélumdekilerle ayni olsun. o®nin kestirim degeri s
biliniyorsa, test edilecek parametrenin standart sapmasi s? ile bulunur. Bu durumda,
test blyuklGgl ve giiven siniri asagidaki bicimde elde edilir:

Test Bilyiikligi— T,= = —Ho! (4.5)

S

a

Giiven SInirn— tf 142 (t-dagihminin giiven sinin) (4.6)

Karar —T,<tf1-4/2 ise o yanilma olasiligi ya da 1-a. gliven duzeyi ile Ho kabul edilir. Yani,
a ile po arasindaki sapma raslantisaldir; a parametresi yerine o kullanilabilir. T,> t¢1-4/2

ise, Ho reddedilir; Hy kabul edilir.
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Not 1: a’nin standart sapmasi s,, s kullanilarak hesaplanir. Ornegin a parametresi n

Olciden elde edilmis bir aritmetik ortalama ise, kofaktorli, Qa,=1/n; standart

sapmasi s,=s/+/n olur.

Not 2: f, s”’nin hesabindaki fazla 6l¢ii sayisi; serbestlik derecesidir.

Dogal Sonug: (4.5)de verilen T, test buytkluginin karesi olan T, serbestlik
dereceleri 1 ve f olan F-dagilimh olur (B6lim 3.5.1, Tanim 14); P(T32<F1,f,1_a)=1—a
oldugundan, yukarida agiklanan test islemi T, test buyuklugi ve F1f1-o gliven siniri

kullanilarak da gergeklestirebilir.

Ornek 3: Ayni koordinat sistemindeki 6 noktanin iki periyot koordinatlari arasinda

yapilan bir benzerlik donlsimi sonunda o6lgek garpani A igin 71=1,00258965411
kestirim degeri elde edilmistir. Diizeltmelerin kareleri toplami Q=150,00 mm?, A’nin
agirlik katsayisi Q;=5x10® mm™ olduguna gére, iki periyot arasinda gecen zamanda bir

deformasyon meydana gelip gelmedigini %95 gliven diizeyi ile belirleyiniz.

Coziim : Deformasyon, sekil degisimi anlamina gelir. Ornegin bir uzunlugun kisalmasi
veya uzamasl o uzunlukta bir deformasyon oldugunu gosterir. Benzerlik dénisiimiinde
elde edilen 6lgek ¢arpani, boylesi bir deformasyona karsiliktir; 6lgek ¢arpani 1 ise sekil

degisimi olmamustir.

Oyleyse, problem su soruyla ele alinmalidir; “Kestirilen 6lgek carpaninin 1’den sapmasi
anlamh midir?” Hipotezler; Hy: E(%)=1 ve Hqy: E(A)#1 bicimindedir. A’nin standart

sapmasi,

5, =5,4/Q, =VQ/f/Q, =/150/(2x6—4)v5x10° =0,0009682 olur.

Test buyukluga, (4.5)'den, T,=]1,00258965411-1|/(0,0009682)=2.6747 ve gliven siniri

(4.6) esitliginden tg975=2.3060 bulunur. Ty>tg 975 oldugundan Hy reddedilir; H; kabul
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edilir. Yani, kestirilen 6lcek carpani “1” kabul edilemez; noktalarin sinirlandirdigi

bolgede %95 gliven diizeyi ile deformasyon olustuguna karar verilir.

Ornek 4: Bir noktanin 1999 ve 2002 yillarinda elde edilen x koordinatlari asagida

verilmektedir.
X(1999)= 0,000 m; x(2000)= 0,010 m; x(2001)=0,015 m; x(2002)=0,018 m

Nokta x yoniinde anlaml bir hiz bilesenine sahip midir? (a=%5).

Coziim: Bir t zamanindaki koordinat igin x(t)=x(to)+hiz(t-tp) hiz denklemi yazilabilir.
Baslangic zamaninin t,=1999 ve koordinatlarin esit agirlikli oldugu kabulleriyle,

dizeltme denklemleri;

x(1999)-x(1999)+v,=Ax+h1z(1999-1999)—0 mm + v;=Ax+0hiz
X(2000)-x(1999)+v,=Ax+h1z(2000-1999)—10 mm+v,=Ax+1hiz
X(2001)-x(1999)+v3=Ax+h1z(2001-1999)—15 mm+v3=Ax+2hiz
X(2002)-x(1999)+v4=Ax+hiz(2002-1999)— 18 mm+v,=Ax+3hiz

olur. Normal denklemler, 4Ax+6h1z=43 ve 6Ax+14hiz=94, coziilerek, bilinmeyenler,
Ax=1,9 mm ve hiz=5,9 mm/yil olarak elde edilir. Diizeltmelerin kareleri toplami,
0=12,7 mm?, ile bir Olcliniin standart sapmasi, s=(Q/f)*°=(12,7/(4-2))*°=2,52 mm
bulunur. “hiz” bilinmeyeninin standart sapmasi, agirlik katsayisi Qu=0,2 ile,

Shiz=S 4/Q,, =2,52/0,2 =1,13 mm/yil'dir.

Hizin anlamh olup olmadigini belirlemek icin, Ho: E(hiz)=0 hipotezi H;: E(hiz)#0
hipotezine karsi test edilir. Test buyUklUgu Th,=|hiz-0|/sh,=5,9/1,13=5,22, ti -
a/2)=0,075=4,3 guiven sinirindan buyik oldugu icin Ho reddedilir. Dolayisiyla kestirilen hiz
bileseninin 0’dan sapmasi anlamhdir; hiz, rasgele hatalarin etkisi olarak

disliniimemelidir.
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5.2 Varyans Testi

5.2.1 Bir Varyansin Test Edilmesi (Tek Yanl Soru)

Serbestlik derecesi f olan bir kestirim sonucunda elde edilen s varyansinin herhangi bir

o; varyansina esit ya da bundan biyiik olup olmadiginin test edilmesinde asagidaki

islemler gergeklestirilir;

Hipotezler— Hy: E(s®)=0’= c; , Hi: E(s)=c2> ol (4.7)
b et e fs?

Test Biyuklugi— T=—- (4.8)
1

Giiven Siniri— ;. (x>-dagiliminin giiven sinir) (4.9)

Karar— Ti<y;, . ise a yanilma olasiligi ile Ho kabul edilir. Yani, s* ile o? arasindaki
sapma raslantisaldir; s?ile c; esit kabul edilir. Aksi halde Ho reddedilir; s varyansi, c;

varyansindan blyuktir.
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Not 1: Yukaridaki test islemi, genellikle, sayi degeri olarak s*nin o; varyansindan
blylk olmasi durumunda iki varyansin birbirine esit olup olmadiginin test edilmesi

icin yapilir.

Not 2: S6z konusu test islemi, Ho: E(s;)=0c; , Hi: E(s;)>c) bigciminde olusturulan
hipotezlerle, Baarda yontemine gore uyusumsuz Olgl arastirmasi (data snooping)
Ooncesinde yapilan global teste donisir. Eger bu test sonucunda, karsit hipotez
kabul edilirse, olgller arasinda bir uyusumsuz 6lgl olduguna karar verilir ve Baarda
yontemi uygulanir. Burada s;, dengeleme sonrasi elde edilen birim agirlkli 6lgiintn
varyansi (a-posteriori variance); o, dengeleme Oncesi 6ngorilen birim agirlkh

Olctinln varyansidir (a-priori variance).

5.2.2 Bir Varyansin Test Edilmesi (Cift Yanh Soru)

Serbestlik derecesi f olan bir kestirim sonucunda elde edilen s* varyansinin herhangi bir

o; varyansina esit olup olmadiginin test edilmesinde asagidaki islemler gergeklestirilir;

2

Hipotezler— Ho: E(s’)=c’=c? , Hi: E(s*)=0"#c> (4.10)
Test Biiyiikligii— T= 2% (4.11)
S

Giiven Siniri— q1= T/ x; ., Ve =T/ %t (x*-dagiiminin giiven sinirlari) (4.12)

Karar— q:<T.<q; ise o yanilma olasiligi ile Hy kabul edilir. Yani, s?ile c; arasindaki
sapma raslantisaldir; s%ile o; esittir. T<q; ya da T2> q; ise, Ho reddedilir; s varyansi,

o) varyansina esit degildir.
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Not : Yukaridaki test islemi, genellikle, sayl degeri olarak s¥nin c; varyansindan
kligik olmasi durumunda iki varyansin birbirine esit olup olmadiginin test edilmesi

icin yapilir.

5.2.3 Iki Varyansin Test Edilmesi ve Birlestirilmis Varyans

Serbestlik dereceleri f; ve f, olan iki ayri dengeleme sonrasinda s;, ve s;, varyanslari

elde edilmis olsun. Bu iki varyansin birbirine esit olup olmadigini test etmek igin

asagida islemler gergeklestirilir;

Hipotezler— Ho: E(sj, )=E(s;, ), Hai: E(s;, )#E(s;,) (4.13)
s s

Test Buyukligli— T=—= , (s;,>s;, ise) ; T=== (si,>s;, ise) (4.14)
SO,Z sO,l

Given Sinirn— F

f1.,6,1-a

(sg.>s;, ise) ; F (s5,>5;, ise) (F-dagiliminin glven

fy.f1,1-a

siniri) (4.15)

Karar— Test buyuklGgu, ilgili gliven sinirindan kigikse, o yanilma olasihgi ile Ho kabul
edilir. Yani, iki varyans birbirine esit kabul edilir. Aksi halde Hg reddedilir; yani, iki

varyans birbirinden farkhdir.
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Not : ilgili test sonucunda iki varyans birbirine esit cikiyorsa, bu iki varyans yerine tek bir
varyans ongorulebilir. Buna birlestirilmis varyans (pooled variance) adi verilir;
fs +fs’

§2 — 12017 %02 4.16
° f +f, (4.16)

Birlestirilmis varyans, iki periyot Olgllerinin karsilastiriimasinda uygulanan deformasyon

analizinde 6nemlidir.

5.2.4 Bartlett Homojenlik Testi

Birden cok sayida varyansin birbirine esit olup olmadiginin belirlenmesi igin uygulanir.

Hipotezler— Ho: E(s2, )=E(s2,)=...=E(s2 ) , Hi: E(s2,)2E(s, )#..2E(s? (4.17)
K [fs2] ([l/ﬂ _1)

Test Biiyiikligio Tr=< (k=[f]|n(i—[ﬂn(s;)]j P S U (4.18)
p [f] 3(m-1)

Giiven Siniri— y;, . (f=m-1) (4.19)

Karar— Test buyuklGgu, ilgili given sinirindan kigukse, o yanilma olasihgi ile Ho kabul
edilir. Yani, varyanslar birbirine esit kabul edilebilir. Aksi halde Hgy reddedilir; yani,

varyanslar birbirinden farkhdir.
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Not : ilgili test sonucunda varyanslar birbirine esit cikiyorsa, bunlar yerine birlestirilmis

varyans kullanilabilir;

oo [fsi]  fisotfiso,+etfso,

2 1201 " 20,2 (420)
[f] f+f,+..+f

5.3 iki Beklenen Degerin Test Edilmesi

Serbestlik dereceleri f; ve f, , bir 6l¢i icin gegerli varyanslari s;, ve s;, olan iki

dengeleme sonucunda agirlik katsayilari Q,; ve Q,; olan a; ve a, parametrelerinin
birbirine esit olup olmadigl test edilmek istensin. Bu amacla asagidaki islemler

gerceklestirilir:

2
0,2

iki varyans esit mi?—Oncelikle, s, ve s?, varyanslarinin istatistiksel olarak esit olmasi

gerekir. Bu amagla Bolim 4.2.3'de verilen varyans testi uygulanir; iki varyans esitse,
(4.16) esitliginden birlestirilmis varyans (s; ) hesaplanir.

Hipotezler— Hy: E(a;)=E(az) , Hi: E(a1)#E(ay) (4.21)

|a1_az |

Test Buyukliigi— T,=———— (4.22)
’ S0 VQal+Qa2
Giiven SInirn— t¢1 o, (t—dagiliminin giiven sinint) ,  f=f;+f; (4.23)

Karar— T,<t;;_o/2 ise Ho hipotezi kabul edilir; yani, a; ve a, parametreleri arasindaki

fark raslantisaldir, birbirine esit alinabilir. Aksi durumda, iki parametrenin farkl
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olduguna karar verilir.

5.4 Dogrusal Hipotez Testi

Jeodezik calismalarda uygulanan cogu istatistiki test islemi, “dogrusal hipotez testi” adi
verilen testin 6zel halleridirler. Bu bdlimde 6ncelikle, dogrusal hipotezlerin
dengelemeye etkisinden ve bir dogrusal hipotez testinin genel biciminden
bahsedilecek; ilerleyen boliimlerde dogrusal hipotez testine dayanan test yontemleri

ele alinacaktir.

5.4.1 Dogrusal Hipotezin Karesel Bigcime Etkisi

nx1 boyutlu 6lgt vektoérd | normal dagilimh olsun: I~N(Ax, co°P). Gauss-Markoff

modeli boylece,

E(=1+v=Ax ; P (4.24)

olur. Burada, A, nxu boyutlu katsayilar matrisidir (rankA=u).

En kiicuk kareler yontemine gore ux1 boyutlu bilinmeyen vektéri x ve nx1 boyutlu

diizeltme vektori v asagidaki bicimde elde edilir:

x=(A"PA)"A'Pl ve v=Ax-I (4.25)
Dizeltmelerin agirlikh kareleri toplami
Q=v'Pv (4.26)

ile 602 varyansinin kestirim degeri 502=Q/f olur. Burada f, (4.24) modelinin serbestlik

derecesidir (f=n—u).

Simdi, bilinmeyenlerin, Hx=w biciminde bir dogrusal fonksiyonu saglamasi istensin.
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Bunun igin h adet Hx=w kosul denklemi (4.24) modelinde dislndlir: Dizeltmelerin
agirhkli karelerinin toplamini bu kosul altinda minimum yapan Lagrange fonksiyonu goz

onine alindiginda normal denklemler,

[ATPA HTj(xsz{ATPIJ (4.273)
H 0| A w

bulunur. Kosul denklemleri nedeniyle, bu normal denklemlerden, dnceki x yerine, xy

elde edilir. Dolayisiyla, dizeltme vektoéri
v, =Ax, —| (4.27b)
cikar. Dizeltmelerin agirlikh kareleri toplami

QH= VL Pvy (427C)

ile (502 varyansinin kestirim degeri so,H2=QH/fH olur. Burada fy, icerisinde Hx=w kosul

denklemleri bulunan modelin serbestlik derecesidir;

fy=Ff+h (4.27d)

Eger elimizde ilk dengeleme sonuglari bulunuyorsa, (4.27c) esitligindeki Qy'in elde
edilmesi icin (4.27a) normal denklemlerinin olusturulmasina, yani, icerisinde Hx=w
kosul denklemlerinin bulundugu ikinci bir dengeleme yapmaya gerek yoktur: Qy

asagidaki gibi dogrudan elde edilebilir;

Qu=Q+R=Q+ (Hx—w) (HAA'"PA) "H") " (Hx—w) (4.28)

Burada R degeri, Hx=w kosul denklemlerinin diizeltmelerin agirlikh kareleri toplamina

etkisini gosterir. R karesel biciminin serbestlik derecesi, fy'dir.
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5.4.2 Dogrusal Hipotez Testi

(4.24) modelindeki x bilinmeyenler vektori igin gegerli, Kx=y bigimindeki bir esitligin

gecerli olup olmadigi test edilmek istensin. Bunun igin, sifir hipotezi (dogrusal hipotez),

Ho: Kx—y=0, (4.29)

Hi: Kx—y0 karsit hipotezine karsi test edilmelidir. Buna gére, Kx=y kosul denklemleri

(4.24) modelinde dastnulir ve (4.28) esitligindeki R blyukliga,

R= (Kx—y)" (K(ATPA) *K")* (Kx —) (4.30)

elde edilir. Eger (4.29) hipotezi dogruysa R buyuklGgu sifira gitmelidir. Bunun igin,

F—dagilimli olan asagidaki test buylikluga kullanilir;

_(R/)
@/

T

~F(h,f) (4.31)

Eger T buylklGgli F—dagihminin 1-a guven diizeyi igin elde edilen Fn¢ 1-o gliven
sinirindan kigukse (4.29) hipotezi kabul edilir. Yani, Kx=y esitligi 1—a yanilma olasili§

ile dogrudur. Aksi halde, s6z konusu esitlik gecerli degildir.

5.5 Dogrusal Hipotez Testine Baglh Ozel Uygulamalar

5.5.1 Parametre Testi

(4.24) modelinde bir x; bilinmeyeninin bir p; degerine esit olup olmadigi test edilmek

istensin. Bunun icin dengelemenin fonksiyonel modeli

A=[A; a]] ve x=[x;x;]" (4.32)

biciminde iki parcada disindilir. Buna gore sifir hipotezi ve karsit hipotezi asagidaki

bigcimde olusturulur;

40



]

J

X, 0
Ho: xj—;=0 — Ho: [0 1]({)(}—{

]

X, 0
})=0 ve Hi: x—p#0— Hi: [0 1]({)(}—{

J

});éo (4.33)

(4.30) esitliginde K=[0 1], x =[x, xj]T ve y=[01] [0 uj]T oldugu goz 6niine alinirsa,

a/PA, aPa

| 1 j | X

R=(x,-w)([0 11[{“1”‘1 AIP‘"’JDm ) =, -0 1]{23: N M 7 (439
¢ikar. Boylece

R=(x,—w)?/Q,,, (4.35)
elde edilir. (4.35) esitligi (4.31)'de dislintlirse, h=1 ile

(Xj_Hj)z
2

0 xx;

T= ~F(h=1,f) (4.36)

bulunur. Buna goére, T<Fy 1 ise sifir hipotezi (Ho: X;—;=0) 1-a gliven dizeyi ile kabul
edilir. Yani, x/nin p’den sapmasi anlamh degildir: Bu nedenle, x; yerine ; kabul

edilebilir.

Not: T'nin karakoki alindiginda, yeni test blydkliglu f serbestlik derecesiyle t-
dagiimli olur ve T buyiklagunin tr1-a/2 ile karsilastinimasi yoluna gidilebilir

(tr,1-o/2=4/F ;1. Oldugunu hatirlayiniz). Bylece, Bélim 4.1.2°de aciklanan parametre

test yontemi, dogrusal hipotez testi ile ispat edilmis olur.
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5.6 Dengeleme Modelinin Test Edilmesi

l+v,=A1x; dlizeltme denklemleri ve P agirlik matrisinden olusan bir dengeleme modeli,

ek parametrelerle (xg) genisletilmis olsun;

|+V2=[A1AE] |:§1i| ) P (437)

E

Dengeleme modelinin ek parametrelerle genisletiimesinin uygun olup olmadigini
belirlemek igin Ho: Xe=0 bigimindeki sifir hipotezinin Hy: xg#0 karsit hipotezine karsi test
edilmesi gerekir. Bunun igin, (4.37) modelinde xg=0 kosul denklemleri distnilir. Bu

durumda elde edilecek diizeltmelerle (v, ), (4.28)'den,

Qu=0Q,+R (438)

bulunur. Boylece, (4.31) esitligine gore test buyukliga,

o (@~ Q) /1))

= o (4.39)

olur. Dogaldir ki, (4.37) modelinde xg=0 kosulunun distnidlmesi durumunda model, ilk

modele donisiir; v,=v, ve Qu=Q;=v/Pv, =v/Pv, olur. Buna gore, (4.39) test

blyuklGgu asagidaki bicimde yazilir;

2 (Q, -0/, 1)

. (4.40)

(4.40) test buyukluga, (f;—f,) ve f, serbestlik dereceleriyle F—dagilimlidir
(T~F((f1—f2),f2)). Eéer, T< Ff

=, 1-a

ise Ho: xg=0 hipotezi 1—a gliven diizeyi ile kabul edilir.

Bir baska deyisle, modelin genisletilmesine gerek yoktur. ilk modelin kullaniimasi daha

anlamlidir.
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5.7 Uyusumsuz Olgii Testi

{l+v=Ax , P} dengeleme modelinde i. 6lciide kaba hata oldugundan sipheleniliyorsa i.
Olclye iliskin dizeltme denkleminde bilinmeyen A; hata buyuklGglinin de gegmesi

gerekir. Boylece dengeleme modeli

l+v,=Ax+e A; , P (4.41)

biciminde genisletilmelidir. Burada e, i. elemani 1 digerleri 0 olan nx1 boyutlu bir

vektordir.

i. 6lclinlin gercekten kaba hatali olup olmadigi, bir baska deyisle A/nin sifir kabul edilip

edilemeyeceginin testi igin,

Ho: Ai=0 ve Hi: A#0 (442)

hipotezleri olusturulur. Bu hipotezler asagidaki bicimde yazilabilir;

Ho: [01]{ }o ve Hp:[0 1]{ }to (4.43)

X X
A, A,
(4.9) esitligi ile verilen dogrusal hipotezle karsilastiriirma yapilirsa, K=[0 1] oldugu
gorilur. Buna gore, [0 1][x" A ]=0 hipotezinin, (4.41) modelinden elde edilecek

Qx=vPv, karesel bigcimine etkisi, (4.30)’'dan,

R=(A,)([0 11@’::: :::D m)‘lmihmix[o 11{2:* g”‘}m)‘lmi)mf(amu1(4.44)

bulunur. Q,, , alt matrislerle matris tersi alma yontemine gore (block inverse method),

Q,, =(e'Pe-e’PA(A'PA) " A'Pe)™ (4.45)
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biciminde elde edilir. Dengeleme Hesabi dersinden A(A'PA )*AT matris garpiminin

dengeli 6lgllerin agirlik katsayilari matrisine (Q,) esit oldugu géz 6niine alinir ve

Olgllerin korelasyonsuz oldugu varsayilirsa, (4.45) esitligi daha yalin bir bicime

dénusur;
Q,, =(P—e'P Q, Pe)'=(P—P’Q,, ) '=1/(Pir) (4.46)

Burada, c_z,’_,’_ {I +v=Ax , P} modelinde i. dengeli 6lgintn agirlik katsayisi, r; ise fazla 6l¢i

(redlindans) payidir. Boylece, (4.44) deki R; karesel bicimi,
Ri=APir (4.47)

olur. A, buyukligl, {l+v=Ax , P} modelinin ¢6ziiminden elde edilecek, diizeltme
vektorinin i. elemani v,’ye bagli olarak A =—v,/r; bicimindedir (bak. Koch, 1999; s.
210). v, diizeltmesinin agirlik katsayisi Q,, ile rediindans payi arasinda Q,, =ri/P;

bagintisi gecerli oldugundan, R; karesel bicimi,

R=v’/Q,, (4.48)
olarak elde edilir. Buna gore, test blyuklGgu,
v 2
T=— (4.49)
(QA /fA)Qviv,-
serbestlik dereceleri 1 ve f5 olan F—dagilimina uyar. Diger yandan, Q2 ve f, icin
v 2

QA=QH—R1=Q—RF VTF’V—Ri= VTPV— i ) fA=f—1 (450)

Vivi

gecerlidir. s;,=(Q, /f,) denirse, (4.49) test blyikluga,
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2
\'

Ti=— 4.51
I S;,io*v,v,- ( )

bicimine donusir. Eger T test buyukligu, F, glven sinirindan kigukse, Hqg: Ai=0

AfA=F-1),1-ct

hipotezi 1—a gliven diizeyi ile kabul edilir. Bir baska deyisle, i. dlclide kaba hata yoktur.

Not: (4.51) test blyukluglinlin karekoki alinirsa, elde edilen test biylklUgu, t—testine
gore uyusumsuz Olcl isleminde kullanilan normlandiriimis diizeltmeye doner; given

sinir ise f—1 serbestlik derecesi ve 1-a/2 olasiligina gére hesaplanir.

ﬁ=v __ vl ; Guvensiniri: t_, ., (4.52)

it
sO,i 'V Clv,-v,‘

Diger yandan, T; test blyukIGgu ile asagidaki bicimde yeni bir degisken tanimlansin,

et (4.53)

f-1+T

Bu yeni degiskenin karekokii ile yeni bir degisken olusturulursa,

T Y (RY v
= : (LT I .7 B 4.54
T| (f— 1+ TI J (Q/fj SO (QVM i,P ( )

Pope yoOntemine gore uyusumsuz Olcli arastirmasinda kullanilan normlandiriimis
dizeltme elde edilir. 1, degiskeni 1 ve f—1 serbestlik dereceleriyle Tau-dagilimhidir. Tau-

dagiliminin gliven siniri, (4.53)'den,

f-1+F

1,f-1,1-a

1/2
fF
Tita1a= ($] (4.55)

45




elde edilir.

Not: o yaniima olasiligi, tiim &lgler igin gegerlidir. Uyusumsuz Olgl arastirmasinda,
her bir dlct tek tek kuskulu gorildiginden, test islemlerinde tek boyutlu yanilma

olasiligr op=a/n kullanihr.

5.8 Uyusumsuz Nokta Testi

{l+v=Ax, P} dengeleme modeli, hx1 boyutlu A ek parametreleriyle genisletilsin;

l+va=Ax+ZA , P (4.56)

A=0 kosul denklemleri (4.56)'da dislintlirse, dizeltmelerin agirlikli karelerinin toplami

Qy,

R=0—Qp=0Q-Q\=v'Pv—v'PZ(2'PQ PZ)"Z"Pv (4.57)

kadar degisecektir (Koch, 1999; s. 303). Buna gére A vektérinin sifira esit olup
olmadiginin testi icin,

R/h

T= ~F(h, fa) (4.58)

ATTA

kullanihr. Q4’y1 bulmak icin (4.56) modeli ¢ozilmelidir. Ancak, (4.53)'deki donlisime

benzer bir donisiim uygulanirsa,

1/2 1/2
r=( il ] =(R—/hj ~1(h, f-h) (4.59)
fhinT Q/f

(4.56) modelinin ¢oziilmesine gerek kalmaz (t(h,f—h), Tau-dagilimini ifade eder). Bazi

problemler icin R artigi kolayca elde edilir; bunlardan ilki bir 6nceki bélimde Pope
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yontemine gore uyusumsuz 6lgl testi icin elde edilmistir. Bir diger problem, iki boyutlu

koordinat donlisiimlerinde uygulanan “uyusumsuz nokta testi” dir.

Benzerlik donlsumu yapildiktan sonra i. noktanin dizeltmeleri, v, ve v, , bunlarin

agirlik katsayilariise, Q,, olsun. Buna gére, test blyuklug, (4.59)"dan,

v +v,
T(X‘/} = zslz I ~T(h=21 f—2) (460)

0 vy

biciminde elde edilir. Test blyuklugl icin Tau-dagiliminin glven siniri, (4.55)’e benzer

bicimde,

1/2
fFZf—Zl—
=| e 4.61
Tt-2,1-a (f—2+2F ( )

2,f-2,1-a

bulunur. Benzerlik donlisimiinde f=2p—4’tlr (p: eslenik nokta sayisi). Diger yandan,

birinci serbestlik derecesi 2 ise

fl 1
Fz'f’l_ng(ﬁ_lj (462)

esitligi gecerlidir (Koch, 1999; s. 130). (4.62), (4.61)'de dusiniilirse,

Tyrana = V(P=2)(1-a?) (4.63)

bulunur. Uyusumsuz 6l¢l arastirmasinda oldugu gibi, burada da her bir nokta cifti tek
tek kugkulu gorilir. Bu nedenle, test isleminde o toplam yanilma olasiligl yerine
ao=0/p kullanilmahdir. Boylece, “uyusumsuz nokta” testinde kullanilan (4.60) test

blyuklGgu icin gliven siniri olarak asagidaki blyuklak kullanihr.

Tyrarap = V(P-2)(L—(0t/p) ") (4.64)
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Eger, t,,<7 ise i. nokta uyusumludur; aksi durumda, ilgili nokta eslenik nokta

2,f-2,1-a/p

kiimesinden c¢ikarilarak, yeni bir benzerlik donidsimi yapilmalidir.

Uygulama: Birinci koordinat sistemindeki nokta koordinatlari asagida verilen eslenik

nokta kiimesi yardimiyla, ikinci sisteme donustlirtilmek istenmektedir:

NN x; (m) yi1 (m) % (m) y2 (m)

1 4550736.1896  -84396.5917 4550922.001 -84362.436
2 4551309.0808 -81783.0327 4551494.925 -81748.852
3 4552299.2540 -87685.0577 4552485.013 -87650.880
4 4553026.9496 -79041.6745 4553212.802 -79007.468
5 4555194.2611 -79818.0031 4555380.132 -79783.800
6 4549423.3004 -87549.1124 4549609.050 -87514.975
7 4554790.9589  -86332.4049 4554976.770 -86298.220
8 4555680.3976 -88688.4145 4555866.181 -88654.222

a) Benzerlik donilslimi uygulayarak donisim parametrelerini hesaplayiniz.
b) Olgek faktériiniin 1’den sapmasinin anlamli olup olmadigini test ediniz.
¢) Uyusumsuz nokta olup olmadigini test ediniz.

d) Afin donlsiimi uygulayarak donisiim parametrelerini hesaplayiniz.

e) Afin donlisimden elde edilen iki 6lgek faktoriin ve iki dontkligin birbirine esit olup

olmadigini ayri ayri test ediniz.
f) Afin donlstimu yerine benzerlik donlisimi uygulanabilir mi? Test ediniz.

Not: Tim test islemlerinde toplam yanilma olasiligi; o=%>5.
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