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Hata Yayillma Kurallari

Dogrultu, uzunluk vb. elemanlar dogrudan oélculebilmektedir.
Bu olculer kullanilarak baska buyuklikler de matematiksel olarak hesaplanabilmektedir.
Olcller hatali oldugundan bu dlcilerden hesaplanan buyuklikler de hatalidir.

Olct hatalarninin, dlculerin fonksiyonlarini nasil etkiledigini gosteren bagintiya “Hata Yayilma

Kurall” denir,



Hata Yayilma Kurallari: (Gergek) hatalarin yayilmasi

® L, L2ve Lsélciilerinin dogrusal iki fonksiyonu asadidaki gibi olsun

=a, + +a,L, +
yl 0 alLl 272 a3 L3 ak ve bk katsayilan bilinen hatasiz
(k=0, 1, 2, 3) biiyiikliikler

%:%+QH+@Q+@%




Hata Yayilma Kurallar: (Gergek) hatalarin yayilmasi

Olguler yerine beklenen degerleri-diizeltilmis degerleri- ( L, —¢. (1=1,2,3) ) yazilirsa;

Fonksiyonlarin beklenen degerleri:

Yi =&, =& +a,(L, —¢)+a,(L, _82)+a3(|—3_83)

Y.—¢&, = b, +b, (L, —&,) +0, (L, —&,) +b,(L; —&;)




Hata Yayilma Kurallari: (Gergek) hatalarin yayilmasi

(Gergek) hatalar;

£, =g +aE, +aE,

g, =be + b,e, +Db,e,

W:%+%H+%Q+%%

yfﬂ%+QH+@Q+h¢3

Olcti hatalarinin élciilerin dogrusal fonksiyonlarint nasil etkiledigini gésteren esitliklere

(gercek) hatalarin yayuma kurall dentr.




Hata Yayilma Kurallar : (Gergek) hatalarin yayilmasi

Hesaplanan buytklikler 6lculerin dogrusal olmayan fonksiyonlari seklinde ise;

y=f(L L L)

Yine ayni sekilde, dlciler yerine beklenen degerleri yazilirsa; L —e.  (1=1,2,...,n)

y—¢g,=1(L,—¢,L,—¢, L;—¢;,...,L,—¢))

Bu fonksiyona Taylor acilimi uygulanirsa;

Y (—81)+ﬂ(—82)+...+

o, oL,

% (—¢,) +1kinci ve daha yuksek dereceden terimler ‘

L. q

6

y—g, = f(L,L,,...L)+




Hata Yayilma Kurallar : (Gergek) hatalarin yayilmasi

&l hatalart cok kiclik oldugundan goz ard. edilir.

oy oy oy

L)+ ——(-¢)+—(-¢,)+...+—(—¢.)&1kinci ve daha yuksek dereceden terimler
Do (o)) et () y

n

@y Gy 6y Dogrusal olmayan

gy :_81+—82 —|—___—|——gn fonksiyonlar icin hata
0 |_1 8L2 8Ln yayuma kuralt

Oy #
Yukaridaki hata yayima kuraly, aslinda, «dogrusal» ya da «dogrusal '

olmayan» diye ayurt etmeksizin tiim fonksiyonlar icin gecerlidir.




Hata Yayllma Kurallar : (Gergek) hatalarin yayilmasi-Matris Gosterimi

g :ﬂ.sl+ﬂaz+...+ % g e, =a¢g +aE, +...+a¢E
y aLl aLz 8Ln n y al 1 272 n-n
aq a an q= 'ai a, .. an] Katsaylar vektorii

_81_

g = &2 Hata vektorii
| &n

&y = ae

8




Hata Yayllma Kurallar : (Gergek) hatalarin yayilmasi-Matris Gosterimi

1. fonksiyon (y1)

:| Katsayilar Matrisi

= %814-%82 +...H
oLt oL,
a, a,
2. fonksiyon (y2)
V; %-82 +o
oL| ™ oL,
b4 b,

Hata vektorleri




Hata Yayilma Kurallari: Varyans-Kovaryans yayilma kurall

J/

< Olciilerin gercek hatalart genellikle bilinmediginden élctilerin fonksiyonlarina etkileri de bilinmez.

< Olctilerin fonksiyonlarinin varyans ve kovaryanslari, élciilerin varyans ve kovaryanslart yardimiyla
hesaplanabilir. Buna varyans-kovaryans yayilma kuralt ad: verilir.

‘/ L1, L2 ve L3 dlgulerinin iki fonksiyonu y1 ve y2 olsun.

‘/C)IQUIer m kez tekrarlansin. Boylece her bir fonksiyon igcin mx1 boyutlu hata
vektdra olusur. Hata yayilma kuralina gore bu vektorler asagidaki gibi olur:

£, = Q& +a,E, +aE,

g, = be, +Db,e, +b,e,
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Hata Yayilma Kurallari: Varyans-Kovaryans Yayima Kurall

Fonksiyon hatalarunn karelerinin toplamlar: ve karsulikli carpumlarinin toplamt

T I 2. T 2. T T T T
T _h2.T 2. T 2. T T T T

8le‘c;y2 =abe'e +abe,'e, +abe e, + (@b, +ab)e e, +(ab, +ah e, g +(ab, + ab,)e, e,

L)
—
g=[g;...e,]" hata vektoriindeki hatalarin karelerinin toplami, yani |
[e€], vektorin normuna yani €' € ‘a esittir.
m’ye boler ve
g € g € g ¢ ele , 8-T8k oldugunu diisiiniirsek
iy 2 Yo T Y2 2 Yi— Yo il Bt =0 ! =0.
— =0 y =0 y =0 Yi ! ik
m Y1 m Y2 m 1Yo m m
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Hata Yayilma Kurallari: Varyans-Kovaryans Yayima Kurall

Varyans-Kovaryans Yayuma Kuralt:

£, = &g +a,E, +ae,

e, =be +be, +bse,

2 2 2 2 2 2 2

G, =80, +a,70,” +3,°0;" + 2a,a,6,, +28,8,6,, +2a,3,0,,
2 2 2 2 2 2 2

c, = b°c,”+b,°0,” +b,°c.," + 2bb,6,, + 2bb,c,, +2b,b,0,,

Oyy, = a1b1012 T a2b2022 T a3b3032 +(ab, +a,b)o, +(ab; + &,

v

b)oy; +(a,b; +ab,)o,,

—
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Hata Yayilma Kurallari: Varyans Yayima Kurall

Olctiler arasinda korelasyon yoksa, yukaridaki kural —
varyans yayilma kuralt haline dondisir. gyl a181 T 3.282 T a'383

e, =be +be, +bse,

2 _ A2__2 2__ 2 2 __ 2
G, =& 0, td, 6, t3d; Oy «
2 _ |22 2 __ 2 2__ 2
_ 2 2 2

Varyans Yayiuma Kurali:
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Hata Yayllma Kurallar : Varyans-Kovaryans Yayilma Kurali (Matris Gésterimi-1)

iki fonksiyon diisiiniilsiin:

y, = f,(L,L, L) Olgtiler?
y, = f,(L, L, L)

Hata yayima kuralt
3.Adim _
g, = be, +Db,e, +b,e,

Katsayilar vektord

a=|a a, a] b=1[b, b,

EZ[Ll I—z L3]T

Kovaryans Matrisi

_ 2
C,=|0, O, Oy

Fonksiyonlarin varyanslar ve kovaryanst

2 T
c, =aC,a
2 T
c,”=bC,b
_ T — T
b, ] c,, =ac,b =bC, a
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Hata Yayllma Kurallar : Varyans-Kovaryans Yayilma Kurali (Matris Gosterimi-2)

iki fonksiyon diisiiniilsiin:

1.Ad - _
Y17 fl(Ll’ L2’ LS) Olgtiler? - Kovaryans Matrisi O1 O O

4€ — [Ll L2 L3] CM = 612 Gg 623
y, =T, (L,L,L) o, o r _

Hata yayima kurali

Genel Hata Yayuma Kurali
3.Adim _
BN . oo o, +a,

Fonksiyonlarin kovaryans matrisi

e, =be +bye, +bse, ] Gf/l Gy,
C, =FC,F' =
Katsayilar matrisi 9] 62
Y Y2 ]

EIR_ [a] [o s,
b [b, b, b,



Ornek-1: Varyans-kovaryans yayima kurall

1, 2 ve 3 no'lu noktalarnn yuksekliklerinin kovaryans matrisi asagida veriliyor:

6. G, Gn | [4,00 400 0,00
C.=|c, o> o, |=|400 625 0,00 cm’
5, o, ol | |0,00 0,00 256

a) 1 ve 2 noktalarn arasindaki ylkseklik farkinin (h;) standart sapmasini belirleyiniz.

b) 2 ve 3 noktalan arasindaki ylkseklik farkinin (h,) standart sapmasini belirleyiniz.

c) hy ve h, yukseklik farklarinin kovaryans matrisini belirleyiniz.
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Ornek-1: Varyans-kovaryans yayima kurall

C oziim: X = [ H 1 H 5 H 3 ]T Rasgele degiskenler vektorii Birim— cm
a) —~
| =

Hata Yayima Kurali

. . ¢ hatalar yerine «d» diferansiyel

degisimini distnebiliriz. Sorularin

¢o6zUmuinde bu gosterim kullanilacaktir.

Varyans-Kovaryans Yayilma Kurali

op =(-1)°c;+(1)°c; +2x (1) x (Do,
=4+6,25-2x4=2,25 cm?

o, =15 cm /

17



Ornek-1: Varyans-kovaryans yayima kurall

C oziim: X = [H 1 H 5 H 3 ]T Rasgele degiskenler vektorii Birim— cm

b)

Hata Yayima Kurali

h,=H,—H, - [dh, = —dH,+dH,

Varyans-Kovaryans Yayilma Kurali

62 = (-1 ciHD)?0? +2x (-Dx (Do,
=6,25+2,56—2x0=8,81 cm*

o, =2,97 cm \/
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Ornek-1: Varyans-kovaryans yayima kurall

X = [ H . H 5 H 3 ]T rasgele degiskenler vektorii

Hata Yayiulma Kurali

dh, = —dH,+dH,, + 0x dH,

N:T

I

T I
|

. [dh, =0xdH, —dH,+dH,

Varyans-Kovaryans Yayilma Kurali (Genel Hata Yayilma Kuraliy)

Bi

rim— cm

Katsaylar Matrisi

|

-1 1 0
0 11

|

2,25 881] |o,

co-re.e [ 22 _2,25HG;
hh — XX o o

Otyh,

2
Gh2

|

(a ve b'deki
cozUmlerle
karsilastiriniz)
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Ornek-2: Genel hata yayima kurall

Olcller: L1, Lz, L3
1 100,118 1,56
. 2 150,364 1,30
Aralarindaki korelasyon esit: p=0,80
Birim agirhkli standart sapma: 1,5 cm 3 98,244 1,06
Xl - 2L1 - L3 Fonksiyonlarinin kovaryans matrisini, standart sapmalarini ve aralarindaki

—  korelasyonu bulunuz.

X, =b _g51

—

20



Ornek-2: Genel hata yayima kurall

Coziim: /= [|_1 L, |_3]T Sellc(;l;iz (rasgele degiskenler) Birimler— Uzunluklar(cm)
o, 6., =0,80x1,56x1,30 =1,6224 cm’
Pk o, I 6. =0,80x1,56x1,06=1,3229 cm’

o, =0,80x1,30x1,06=1,1024 cm?

12,4336 1,6224 1,3229
CN — 1’ 6224 1’ 6900 1’ 1024 Olciilerin kovaryans matrisi
11,3229 1,1024 1,1236 | —
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Ornek-2: Genel hata yayima kurall

Cozum:

X,=2L-L,

X2 — L1L2 —O,5L2 7

Genel Hata Yayilma Kuralt

Hata Yayima Kurali

Birimler— Uzunluklar (cm)

dX, = 2dL, —dL,

dX, = =2dL + (E—O,S)sz L

L,

2

- 200 0,00 —100
1153 052 -156

:| Katsayilar matrisi

v

15,5664 4,1622 ’

4,1622 3,3662
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Ornek-2: Genel hata yayima kurall

2
le GX1X2
2
GX1X2 ze

' 5,5664 4,1622 |

Birimler— Uzunluklar (cm)

Standart Sapmalar

Gy, =+/5,5664 = 2,366 cm
Gy, =+/3,3662 =1,835 cm

v

14,1622 3,3662

Korelasyon

Pik

c, 41622
c.o, 2,366x1,835

= 0,959/

23



Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

P noktasinin konumunu belirlemek icin a acgiklik acisi ve S uzunlugu olctimustiar. A noktasinin Xa, Ya koordinatlari

hatalidir.

[

P(X,Y)

a =84,7022 gon o, =1,5mgon
S =518,356m o, =5+5 ppm
oy, =2Cm

oy, =3Cm

Px,y, =0,60

a) P noktasinin X ve Y koordinatlarinin kovaryans matrisini olusturunuz.

b) P noktasinin konum hatasini bulunuz.

—>
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Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

Cozum:

a)

G, =5+5x0,518356 =0, 7592 cm

(=[X, Y, S a]

Rasgele degiskenler
vektorii

Oy v, =Px.y.Ox,0y, =0,60x2x3=3,60 cm’

2

2

2
Ox,s Ov,ss ©g
| GXA(X GYAG, Gsa

GXAOL
GYAOL

GSOL

2
0]

a

74,00 3,60 0
3,60 9,00 0
0 0 0,58
0 0 0

Birimler— Uzunluklar (cm)

Acllar (mgon)

Rasgele degiskenlerin
kovaryans matrisi
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Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

Birimler— Uzunluklar (cm)

Coziim: (=[X, Y, S a]
Acllar (mgon)
b) -
y=[X Y]
X=X +5C0sa —— | dX =dX, +(cosa)dS+ (—Ssina)da| | em
—. | dY =/dY, +/(sina)dS 4 (Scosa)da BN

Y=Y,+Ssina

cm cm mxmgon

v Y ? .



Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

Cozum:

dX =dX,/+(cosa)dS+ (=Ssina)da.| | em
dY =|dY, +/(sina)dS 4 (Scosa)da — sl

cm cm mxmgon

v Y ?

x 100 x1t/(200x1000) ile carpilirsa

cmxradyan=cm birimine doniisiir

Birimler— Uzunluklar (cm)

Acllar (mgon)
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Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

Cozum:

p=200x1000/7 dersek

dY =dY, +(sina)dS +{

dX =dX, +(cosa)dS + (—Ssina./ p)da

‘Scosa./ p)do

cm olur.

— SS | no / Katsayuarumin birimi=cm/mgon
( '0 ) Yani katsay:. hesabinda S uzunluklari cm

alinwr. Sonucta katsayi, S kenart metre

———~> m

(SCOS(X“ / /0 ) biriminde alumrsa, 2000/ 7’'ye boliinmiis olur.

Birimler— Uzunluklar (cm)

Acllar (mgon)
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Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

Cozum:

b)

(=[X, Y, S a]

10 0,24 |-0,79
01097 019

Birimler— Uzunluklar (cm)

Acllar (mgon)

cm/mgon

y=[x Y]
dX =dX, +0,24dS -0, 79da -
dY =dY, +0,97dS +0,19da
5,44 3,40 | &
C, =FC,F' = =| 7% Ox
3,40 9,63| |o,, o2
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Ornek-3: Genel hata yayilma kurall

Cozim:

b)

P noktasinin konum hatast

- 2 2

G, =+/5,44+9,63 =3,88cm v

30



Ornek-4: Varyans-kovaryans yayilma kurali (agik yazim)

Bir onceki ornekte P noktasinin konum hatasini varyans-kovaryans yayilma kuralini acik olarak

uygulayarak ¢6zinuz.

Gozum: dX =dX, +(cosa)dS + (-Ssina / p)da
dY =dY, +(sina)dS +(Scosa./ p)da

co = GiA +(cosa)’ ot +(Ssina/ p)° o +2(1x0)o

AYA

G = G\Z(A +(sina)* o2 +(Scosa/ p)°c’ +2(0x1)oy

AYA

2
= | 2 > #

p
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Ornek-4: Varyans-kovaryans yayilma kurali (agik yazim)

o0
—
S 2 Buradan, konum hatasinin a'ya bagh
_\/2+2_2+2+2+ 2
Op =4/0 Oy = GXA GYA Gg > G, olmadigi gorilir. Yani, konum hatasinin
p agin donukliginden bagimsiz oldugu bu

ornek Gzerinden ispatlanmis olur.

(518,356)° x (100)?
(200000 / 1)

(1,5)° =3,88 cm|y/

Gp = \/4+9+(O.7592)2 +
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Ornek-4: Varyans-kovaryans yayilma kurali (agik yazim)

. 2 2 2

~
[}

.’/‘

=
. Bu 6rnekten konum belirlemeye iliskin bir takim ozellikleri ¢ikarabiliriz: P noktasinin konum hatasi,

» clkis alinan A noktasinin konum hatasina baghdir (A noktasinin koordinatlari arasindaki korelasyona bagli degildir).

» S kenarina baglidir. (S arttikca konum hatasi artar; kutupsal alim, poligon gibi problemlerde neden belli bir kenari gegmeyecek

sekilde konum belirlemesi ya da tesis yapilmasi gerektigi buradan analitik olarak ortaya ¢ikar.

* Aci ve kenar 6lgme dogrulugu arttikga konum dogrulugu artar.

v

konum hatast

P noktastmn m
\_/

- £
_ / ;
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Hata Yayilma Kurallari: Agirlik katsayilart yayilma kurall

® Olcilerin (rasgele degiskenlerin) agirlik katsayilarinin, élciilerin fonksiyonlarinin agirlik katsayilarini

nasil hesaplandigini gdsteren bagintiya agirlik katsayilari yayilma kural denir.

Varyans-Kovaryans Yayilma Kurali
(Genel Hata Yayuma Kuraly)

34



Hata Yayilma Kurallari: Agirlik katsayilart yayilma kurall

T 1
ny B FCXX F QXX — g C XX ‘ Olciiler icin agurlik katsayilar
2 2 0
Oy Oy
l l Q, == F(c2Q )F'
v 2 0 X xx
C
1 O
ny — ny
Gy

ny — FQXXFT

35



Hata Yayilma Kurallari: Agirlik katsayilart yayilma kurall

X = [L1 L2 ce Ln ]T Olculerinin agirlik katsayilari matrisi, drnek olarak n=3 icin;

| Qll Q12 Q13
Q12 Q22 Q23
| Q13 Q23 Q33

x=[L L ..LT
iki fonksiyon diisiiniilsiin:
Y1 = fl(Ll’ L21 Lz)
y, = (L, L, L)

leyl QYlYZ

_QY1Y2 QYz Y2 |
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Hata Yayilma Kurallari: Agirlik katsayilart yayilma kurall

Fonksiyonlarwin katsayuar matrisi:

N N oy
- oL, oL, o | [a a a]| [a
|y, &, o, | |b b, b] [b
oL oL, oL

Q,,,, =aQ, a' =a°Q,+a,'Q, +a, Qy +22,3,Q,, +2a,a,Q,; +22,8,Q,
Qy,y, =bQ, b" =b’Q,; +b,°Q,, +b,°Qy +2b0,Q;, +2bb,Q,; +2b,0,Q,,
Qy,y, =aQ, b' =abQ, +a,b,Q,, +a;b,Qy; + (&b, +a,b,)Q,, + (b, + a0, )Q;, + (a,b; +a3h,)Q,
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Hata Yayilma Kurallari: Agirlik yayilma kurall

Kofaktor yayilma kurali

ny — FQXXFT

Agirlik yayilma kurali

1T \-1
P, =(FP,'F")

Oldugu dusundlurse

<

38



Hata Yayilma Kurallari: Agirlik yayilma kurall

Olciiler bagimsiz, o =0 ve buna gére Q, =0 ise;

R0 ... 0
P _ o B ... O (P _c_é) Bagimsiz dlguler i¢in agirlik yayilma kurali
XX . . o . 1 i G-Z 1 1 1 1
| — =aP_'a =a’=+a’—+a’—
o o ... P XX 2
B n_| PY1 Pl P2 P3
Q, O 0
0O Q, ... O 1
Qxx = “ ) (Qii :E)
| 0 0 . Q|
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Ornek-5: Adirlik katsayilart yayima kurall

I 2009-Sinav sorusu I

Sekildeki tGg¢gende L;, L, uzunluklari ve a acisi olculmistur.

Olcller, standart sapmalari ve uzunluk olculeri arasindaki
korelasyon degeri asagida verilmistir.
¥
Ly ¥ _ _
L, = 118,906 m, o, =10+8 ppm
o } L,=156368m, 1, =0,75
L, o = 52,6745 gon, o,=1,2 mgon

a) L1 6lcusu birim agirlikl olduguna gore, olculerin agirlik katsayilar matrisini olusturunuz.
b) x ve y buyukltklerinin agirhk katsayilari matrisini, standart sapmalarini ve aralarindaki
korelasyonu hesaplayiniz.
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Ornek-5: Adirlik katsayilart yayima kurall

Coziim: | — [L1 L OL]T Birimler— Uzunluklar (mm)
: Acilar (mgon)
a)
o, =10,951mm
o, =11,251mm

oL =pLL,0.0, =0,75x10,951x11,251=92,4073 mm®

119,9244 92,4073 0 C 1 07705 0
C, =| 92,4073 126,5850 0 Qu=-—C,=|0,7705 1,0556 0
0 0 144 20 0 0 00120
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Ornek-5: Adirlik katsayilart yayima kurall

Coziim: _ T Birimler— Uzunluklar (mm)
= [Ll |_2 OL] Acilar (mgon)
b) .
W X = — 1
Ly ¥ Sina,
o ] - y = |_21 + |_22
Z2
dx:idL _COS“XLllda
sina. © sin‘a p 1,3584 0 —2,3324
10,6053 0,7961 0
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Ornek-5: Adirlik katsayilart yayima kurall

Coziim:
b)
0. —Fo, FT-|19105 16555
Y ! 1,6555 1 7780
o, QX
G, = 6p1/Q,, =10,951%/1,9105 =15,136 mm Py = — y

c;XGy \/Qxx ny
6, =0,./Q., =10,951*/1,7780 =14,602 mm
LN 1,6555

= =0,90
J1,9105x%1, 7780

pxy
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Ornek-6: Varyans-kovaryans yayima kurall

I 2012-Sinav sorusu I

= Bir i¢gene iliskin S, ve S, kenarlar ve a acisi élculmastur.
: L Olculer ve standart sapmalari asagida verilmektedir;
1
$:=500,230 m, S,=1500,260 m ; 6s=3+5 ppm
[ a=100,0261 gon ve 5,=1,0 mgon
i | B
S2 B acisini ve standart sapmasini belirleyiniz.
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Cozum:

2
Gsl

= 0

0

;
(=[S, S, a]
0 O 30,26
022 0 0
0 Gég_ 0
iy
CL

Ornek-6: Varyans-kovaryans yayima kural

Birimler— Uzunluklar (mm)

Acilar (mgon)

110,28 O

S,sina

B =arcsin(

sino. sinf3

) =21,6411gon
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Ornek-6: Varyans-kovaryans yayima kural
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Ornek-6: Varyans-kovaryans yayima kural
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Ders duyurulari, soru ve gérusleriniz icin:

Prof. Dr. Ugur DOGAN

https://avesis.yildiz.edu.tr/dogan

dogan@yildiz.edu.tr

Prof. Dr. Ciineyt AYDIN

https://avesis.vildiz.edu.tr/caydin

caydin@yvildiz.edu.tr; caydin78 @gmail.com

Dr. Ogretim Uyesi Deniz OZ DEMIR

https://avesis.yildiz.edu.tr/denizoz

denizoz@yvildiz.edu.tr
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