Boliim 11

DIREKT CARPIMLAR VE TOPLAMLAR

Bu boliimde degismeli gruplar icin direkt toplam kavrami tanimlanacaktir. iki kiimenin
kartezyen carpimindan yola ¢ikarak iki yada daha fazla grubun kartezyen ¢arpiminin da bir
grup oldugu gosterilecektir.

11.1 Das Direkt Carpimlar (Toplamlar)

Tamm (D1s Direkt Carpim): G, ve G, herhangi iki grup olmak iizere
G, xG, ={(a,b)| aeG,,beG, | kiimesi

tizerinde tamimlanan V(a,b),(c,d)e G, xG, i¢in (a,b).(c,d) = (ac, bd)
ikili islemine gore bir grup olup, bu gruba G; ve G, gruplarinin dis direkt carpimi denir ve
(G, xG, , .) seklinde gosterilir.

Ornek: U®B) ®U@B)={(11),(13),(L5),(L7),(51),(5,3),(5,5),(57) } kiimesinin elemanlari
carpma islemi altinda bir gruptur. Ornegin
(5,3)(5,7) = (1,5)

dir. Burada ilk iki bilesen mod 6 ya gore ve ikinci iki bilesen ise mod 8 e gore alinir.

Ornek: Z, xZ, grubunun devirli olup olmadigim gosteriniz.
Coziim: Z,xZ, ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(,0),(1,1),(1,2),1,3) }
olup, mertebesi 8 dir.
V(@,b)eZ,xZ, i¢in 4(a,b)=(4a,4b)=(0,0)
oldugundan, grupta her elemanin mertebesi <4 olur. Halbuki, grubun mertebesi 2.4=8

oldugundan devirli grup olamaz.

Tanim (D1s Direkt Toplam): Toplama islemine gére G; x G, = {(a, b) | aeG,,beG, }

kiimesi bir grup olup, bu gruba G; ve G, gruplarinin dis direkt toplam1 denir ve
(G, xG, ,+) seklinde gosterilir.



Ornek: Z, = {0,1} ve Z;= {O,l, 2 } olmak tizere (Z,,+) ve (Z5,+) birer degismeli
(Abel) grupise Z, xZ; toplama islemine gore degismeli bir grup mudur? Mertebeleri
0(Z,x2Z3)=0(Z,).0(Z35) midir?

Coziim: Z,xZ; = { (0,0),(0,2),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2) } kiimesi toplama islemine gére
mertebesi 6 olan degigmeli bir gruptur. O halde 6=0(Z, xZ;)=0(Z,).0(Z;)=2.3=6
esitligi saglanir.

Ornek: Z, x Zs grubunun devirli olup olmadigin1 gosteriniz.
Coziim: xeZ, v yeZ; olmakiizere V(X,y)eZ, xZq i¢in

ekok (4,6) =12
oldugundan

12(x,y)=(12x,12y)=(0,0)

oldugundan Z, x Z grubunun her elemaninin mertebesi 12 den kiiciik ya da esittir. Halbuki
0(Z, xZg)=24 diir. O halde Z, x Z; grubu devirli degildir.

Ornek: (Z,,+) ve (Z3,+) gruplarmin direkt toplammin iiretecinin < (1,1) > oldugunu
gosteriniz ve mertebesini bulunuz .

Coziim: (Z,,+) v (Z3,+) gruplarinimn direkt toplami olan Z, x Z; i olusturalim:
Z,xZ5=1{(0,0),(0,1),(02),(10),LD, 2}
olup, 6 elemanl1 bir toplam grubudur.
6(1,)=51,)+@2,)=(1,2)+(@,1)=(0,0)
olup, o(1,1)=6 dir.
Onerme 11.1.1 G, G, sonlu iki grup olmak iizere G =G, xG, direkt ¢arpiminin
herhangi bir elemaninin mertebesi o elemanin bilesenlerinin mertebelerinin en kii¢iik ortak

katina esittir. Yani;

(0:,9,)eG=G; xG,
ise 0 zaman



0(9:,9,) =ekok(0(g,),0(9))
dir.
Ornek: Z; xZ;, grubunun (2,6) elemaninin mertebesini bulunuz.
Coziim: 0(2,6) =ekok((0(2),0(6)) =ekok(3,2)=6

(Burada n.2=0 =>n=3 ve n.6=0 = n=2 olmalidir.)

Ornek: Z, xZ;, grubunun mertebesi 6 olan biitiin elemanlarinin sayisin1 bulunuz.
Coziim: (a,b)eZ;xZ;,, v o0(a,b)=6 ise li¢ durum sdz konusudur.

i) o(a)=1,0(b)=6 icin ikisecenekvar, (0,2) ve (0,10)
i) o(a)=3,0(b)=2 icin ikisecenekvar, (1,6) ve (2,6)
i) o(a)=3,0(b)=6 icin dortsecenekvar, (1,2),(1,10),(2,2)we (2,10)

sonug olarak tam 8 tane eleman1 vardir.

Onerme 11.1.2 G, ve G, sonlu iki devirli grup olsun.O zaman G, x G, direkt ¢arpiminin
devirli olmast i¢in g.v.y.k G; ve G, nin mertebelerinin aralarinda asal olmasidir. Yani
(0(G,),0(G,)) =1 olmasidir. G; xG, direkt ¢arpiminin iireteci

Gy xG, =<(91,9,) >
seklindedir.

Ornek: Z,xZ;= {(O, 0),(0,2),(0,2),(1,0),(1L,1),(L 2) } kiimesi (1,1) elemani tarafindan
iiretilen devirli bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim:
0L)=(,0, 1LHY=@D
2(L)=(0,2), 3(1L,D=(@0)
41,D)=(01, 511)=(2)
oldugundan

Z,xZ;=<(11)>

dir.



Onerme 11.1.3 G,,G,,..., G, n-tane sonlu grup olsun. Buna gére G;x,G, x...xG,,

direkt carpiminin devirli bir grup olmasi i¢in g.v.y.k G;,G,,..., G, gruplarinin

mertebelerinin aralarinda ikiser ikiser relatif asal olmasidir.
Yani i# j i¢in (0(G;),0(G;)) =1 olmasidur.

Buna gore; G, mertebesi m olan bir devirli grup ise o zaman G, =Z_,ve G, mertebesin

olan bir devirli grup ise G, =Z, oldugundan eger (m,n)=1ise Z xZ,=Z,, dir.

Sonug: K, K,,...,k
ise 0 zaman

n sayilari ikiser ikiser aralarinda relatif asal yani i# j icin (k;, k;)=1

Ly xZLyy X)Ly =Ly,

dir.

Ornek: 2,3,5,7 sayilar aralarinda ikiser ikiser relatif asal oldugundan yani
(2,3)=(2,5=(2,7=B35=3B7=0(57)=1
oldugundan

Ly xZyxZsxLy =Ly,
dir.

Ornek: Z, xZ;=Z, dir. Ciinkii Z, x Z5 =< (1,1) > dir. Yani (1,1) eleman: tarafindan
iretilen devirli bir gruptur ve mertebesi 6 dir. Zg =<1> dir. Yani 1 ile iiretilen devirli bir
gruptur ve mertebesi 6 dir.

O halde mertebeleri ayn1 olan devirli gruplar izomorf oldugundan Z, x Z, = Z, yazabiliriz.



11.2 I¢ Direkt Carpimlar (Toplamlar)

Tamm (i¢ Direkt Carpim): G bir grup ve i=12,...,m igin N, < G olsun. Buna gére eger
1) G=N;N,...N,
i) i#jicin HH;=H;H, ve (H,..H)nH;,=1{e}
iif)  Herhangibir geG, n; eN; i=12,...,m olmakiizere g=n,n,---n,
kosullarmi saghiyorsa G ye N;,N,,..., N, alt guplarinm i¢ direkt ¢arpimi denir.
G=N;ON,0---ON,
seklinde gosterilir.
Tamm (i¢ Direkt Toplam): N lerin toplama islemine gére grup olmalari halinde G
grubuna N; lerin i¢ direkt toplami denir.
G=N; +N, +---+ N
seklinde gosterilir.

Uyart: I¢ direkt carpimla dis direkt ¢arpim arasindaki fark : Dis direkt carpimda gruplar
herhangi gruplar olabilir. I¢ direkt ¢arpimda ise belli bir G grubunun bazi kosulllar1 saglayan
alt gruplarinin olmasi gerekir.

Onerme 11.2.1 G=G,xG, x...xG,; G;,G,,..., G,, gruplarinin dis direkt carpimi ve
g; €G we g; ler G nin birim elemanlar1 olmak tizere
N; ={(e;,€5,...,.€{1,0;,€i11,-..€4)€G | 9, €G;, i=12,...,m}
seklindeki bir N; alt kiimesi asagidaki 6zellikleri saglar:
) N; <G
i) N, =G;

i)  G=N;N,...N,
Iv) vgeG, n; €N, olmakiizere g=n,n, ...n, seklinde tek olarak yazilabilir.



Ornek: (R,+) reel sayilar kiimesinin toplama islemine gore bir grubu ise
C=R®R={(x,y) | x,yeR}

kiimesi de toplama islemine gore bir gruptur. Ciinkii (C,+) grubunun birim eleman: (0,0) ve

(x,y)eC nintersi (x,y) ™" =(-x,—y) oldugundan
N; ={(x0)| xeR} ve N, ={(0,y)| yeR|

kiimeleri C nin normal alt gruplari olup N, =R ve N, =R dir. Boylece C, N; v N,
normal alt gruplarinin bir i¢ direkt toplamidir. Yani

C= N1 ®N,
dir.
Onerme 11.2.2 N;,N,,...,N, lerbir G grubunun normal alt gruplari olmak tizere i¢

direkt carpimlart G=N;ON,0---ON, ve dis direkt garpimlart G'=N; x N, x...x N,
iseozaman G ve G

G=G'

izomorftur.

Ornek: Z,, ={157,111317,19,232529,3135} grubu ve alt gruplart H, ={1, 13,25},
H, = {1, 17 } , Hy= { 19 } verilsin. Bu alt gruplar bir i¢ direkt carpim grubu olusturur mu?

Coziim: H,H, ={1,51317,2529}<Z; , H,H,={117,19,35}<Zz

H,H,H, ={15,7111317,19,23,25,29,31,35 } = Z,, Ve
H,nH,=H, "H;=H, nH, ={1}

oldugundan bir i¢ carpim grubu Zgs =H,; xH, xH; elde edilir.



Boliim 12

OTOMORFIZMALAR

Bu boéliimde tanim kiimesi ile deger kiimesi ayn1 olan grup otomorfizmalarini verecegiz.

12.1 Eslenik, i¢ Otomorfi ve invaryant Alt Gruplar

Tamm (Eslenik): G bir grup ve a,ge G olsun. G nin h= aga_1 elemanina g nin a ile
doniistiiriilmiisi (eslenigi) denir.

Tamm (Eslenik): M, G grubunun herhangi bir alt grubu ve a € G olsun. aMa™! alt grubuna
M nin a ile doniistiiriilmiisii (eslenigi) denir.

Tamm ( Otomorfizm=Ii¢ otomorfizm ): G bir grup ve a € G olmak iizere, 1, :G — G

l,:g—>a.g a*t (g €G) tasvirine G nin bir i¢ otomorfizmi olarak adlandirilir.

G nin biitiin otomorfizmlerinin kiimesi de Aut (G) ile gosterilir.

Onerme 12.1.1 aeG olmak iizere, 1,:g— a.g.a* (geG) tasviri G nin bir
otomorfizmidir.

Ispat: i) 1,:9— a.g.a tasviri YheG ye karsilik I, (9) =h olacak sekilde bir ve bir
tek geG vardir. Yani; |, : G— G 1-1 bir tasvirdir.
l.(g=h<=a.ga'=heg=ath.acG dir.

i) Vg,g,€Gicin 1,(9,.9,)=1,(91).1,(9,) dir. yani; bir homomorfizmadir Ciinkii

1.(9;.9,) =a(9;.9,)a™
@1)-1:(92) =(@.9;.a ) (@.9;.a1) = (a.g;) (@ .a) (0, -2 ) =a(g;.9,)a
dir.

Onerme 12.1.2 Bir G grubunun biitiin i¢ otomorfizmleri, tasvirlerin ¢arpma islemine gore
bir grup olustururlar.



Tamm ( i¢ Otomorfiler Grubu ): 1(G) = { I,|laeG } grubuna i¢ otomorfiler grubu denir.

Onerme 12.1.3 Bir G grubunun biitiin i¢ otomorfizmlerinin kiimesi, (Aut(G),0) grubunun
bir normal alt grubudur.

ispat: 1(G)={1,|aeG }<Aut(G) oldugunu gostermek i¢in 1, € 1(G) v f eAut(G)
olmak tizere fol,of 7 e1(G) oldugunu gostermeliyiz. VgeG icin

(Fol,of 1)(g)=(fol,)(f ()
[ 1,(F ()]
=f[af‘1(g)a‘1]
—f@f (FL(@)f @)
—f@F (F @) @)
—f@)gf(a)"
=t (@) <1(G)

oldugundan 1(G)< Aut (G) elde edilir.

Onerme 12.1.4 Bir G grubunun biitiin i¢ otomorfizmlerinin kiimesi, (Aut(G),0) grubunun
bir alt grubudur.

Ispat: 1(G)= { I.|laeG }< Aut (G) oldugunu goéstermek igin
I,.1, €1(G) icin 1,01, €1(G) oldugunu gostermeliyiz. Vg e G igin

(1,01 1)@ =1,(1,_1(@)=1.(b" gb)=a(b gb)a™
=(ab™)g(ba™)=(@b™)g@b™)*=1_(9)

dir. O halde 1(G) < Aut (G) olur. Burada (I,)™ = | s esitligi kullanilmstr,

Tamm (invaryant Alt Grup): Bir G grubunun normal alt gruplar1 G nin biitiin i¢
otomorfizmleri altinda 1;(N)=N ise N ye G nin invaryant (degismez) alt grubu denir.

Onerme 12.1.5 Bir G grubunun normal alt gruplart G nin biitiin i¢ otomorfizmleri altinda
invaryant (degismez) dir. Yani, VN <G i¢in geG olmaktzere 15(N)=N dir.



Ispat: Normal alt gruplardaki denk ifadelerden

VgeG igin gN=Ng< gNg™*=N

Ig(N):{gng‘1 | neN}:gNg‘lzN

yazilabilir. Bdylece VN <G i¢in geG olmak izere 1,(N)=N oldugu gosterilmis oldu.

Ornek: H<G ve G nin her I(G)={Ia|aeG} otomorfizmi i¢in 1,(N)=N ise H alt

grubunun normal alt grup oldugunu gosteriniz.

Ispat: VheH v VgeG icin ghg™, hnin gile eslenigi oldugundan 1(G) = { I,laeG }
ic otomorfizmi icin gh g = I4(h) ely(H) =H elde edilir. Béylece H nin normal alt grup

oldugunu goéstermis oluruz.

“Normal alt grup” ve “invaryant alt grup” kavramlari birbiriyle ¢akisir.

Onerme 12.1.6 Her n>1 igin Aut(Z,)=Z, d.

Ispat: ®eAut(Z,) eleman1 ®(1) =1 icin saglanir. Ciinkii VK € Z,, igin @ (k) =k d(1)
dir. Ayrica @ bir 6rten homomorfizma oldugundan ®(1) € Z, dir.
c:Aut(Z,)>Z

*

n !

o(®)=®(1) ile tanimlanan doniisiim 1-1 dir.
o(®,)=0(®;) =P, Q)=P,1) =P, (X)=P,(x) ,VXeZ,
=0, =0,

oldugundan o, 1-1dir.

beZ. i¢in o(®)(X)=P@)x=bxeZ, olacak sekilde bx € Z, var oldugundan &
, Ortendir.

o(0,00,) =D, (D,(1))= @, (D) P, (1) =o(D;) o(P,)

oldugundan o, homomorfizmadir. Ug kosul saglandigindan & bir izomorfizmadir.
Sonug¢ (Cayley Teoremi): Her grup bir permiitasyon grubu ile izomorftur.

Ornek: S, ={(1),(12), 13),(23), (123), (132) } grubunun i¢ otomorfizma grubunu bulunuz.



Coziim: S; iinilk i¢ otomorfizmast |, (S) =(1)S(1)™* dir. Digerleri ise

luz :S—>S, 1gp(9)=(12)S@12) ™ , lag 1SS, 145 (S)=013)S3) ™ olup,
12)12)12) * =(12) 13)(12)(13) ' =(23)
12)13)(12)* = (23) (13)(13)(13)* = (13)
(12)(23912) " =(13) (13)(23)13) " =(12)
(12)(123)(12) * = (132) 13)(123)(13) ! = (132)
(12)(132)(12) * = (123) 13)(132)(13) * = (123
li2g 1SS, 15(5)=(23)S(23) ™, laag 1SS, 1oy (S) = (1235123
olup,
(23)(12)(23) ' = (13) (123)(12)(123) * = (23)
(23)(13)(23) ' = (12) (123)(13)(123) 1 = (12)
(23)(23)(23) * = (23) (123)(23)(123) ™ = (13)
(23)(123)(23) ' = (132) (123)(123)(123)* = (123)
(23)(132)(23) ' = (123) (123)(132)(123) * = (132)

lazz) :S—S, 3 () = (132)S(132)* olup,

(132)(12)(132)* = (13)
(132)(13)(132) * = (23)
(132)(23)(132)t = (12)
(132)(123)(132) ! = (123)
(132)(132)(132)* = (132)

Simdi S; {iin elemanlarimi sirastyla 1,2,3,4,5,6 ile numaralarsak,

Ly =(1)
12 3456
iy = = (34)(56
123456
| = =(24)(56
a3) (143265J()()



| :(1 2 3 45 6]2(23)(56)
@71 32 46 5
| :(1 2 3 45 6)2(243)
2711 4 2 35 6
| 2(1 2 3 45 6J=(234)
@271 3 4 256

elde edilir. Yani, S; iin i¢ otomorfizma grubu, S nn

{1,(34)(56), (24) (56), (23) (56), (243), (234) }
alt grubudur.
Ornek: ¢:G — G bir otomorfizmise ¢ nin gekirdegi hakkinda ne sdylenebilir?
Aciklaymiz.

Coziim: ¢ Dbir otomorfizm oldugundan 1-1 dir. Dolayisiyla 6nerme geregi, ¢ekirdegi tek
elemandan olusmak zorundadir. Yani Ker¢ = {e } dir.



Boliim 13

DONME VE SIMETRI GRUPLARI

Bu boliimde gruplarin bir ¢esidi olan dihedral gruplari inga edecegiz.Bu gruplar mimari gibi
sanatsal eserlerin yapiminda énemli rol oynarlar.

13.1 Dihedral Gruplar

Tamm 1 (Dihedral Grup): D, = {x : y‘ x"=y’=e w xy:yx”‘1} seklinde tanimlanan

iki iiretecli bu gruba dihedral grup ya da n. dereceden dihedral grup denir. Bu grubun
mertebesi o(D,)=2n dir.

Tamm 2 (Dn Dihedral Grup): x" =y® =e ve xy=yx"" kosullar saglayan x ve y
ile liretilen gruba dihedral grup denir.

D, dihedral grubunun merkezi n tekise M={e}, n>2 giftise M:{e,x“/z} dir.

Tanim (D2 Dihedral Grup): D, dihedral grubu D, ={e,X,y,yx } seklinde tanimlanr.

x2 = y2 =e ve xy=yx Kkosullarini saglayan bu grup degismeli bir gruptur.

Tamim (D3 : Eskenar U¢genin Simetrileri Grubu): Eskenar bir iiggenin merkezi etrafinda

2z 4 ) . o
0, ?ﬂ, ?ﬁ derecelik donmeler ve kenar ortaylarina gore simetriler ile olusturulan

{ Po P1 P2y His My, pe} grubuna bir eskenar tiggenin simetrileri grubu denir.

Donmeler Simetriler

D; = {X , y‘ x3 = y2 =e v Xy= yxz} seklinde tanimlanir. Bu grup 3. dereceden dihedral
grup olarak da adlandirilir.

Ornek: Bu grup Sj simetrik grubu ile aymidir. Yani; Koseleri 1,2,3 olan bir eskenar iiggenin
0, Z?R, 4?71 derecelik donmeleri sirastyla pg,p,,p, ile ve d;,d,,d; kenarortaylarina gore

simetrileri de p;,1,, 1, ile gosterilirse



Pr | P2 | Hu | Ho | H3
P1 | P2 | Mo | Ho | H3
P2 | Po | Hs | B | K2
Po | P | Ho | H3 | My
Hoy | H3 | Po | P1 | P2
Hy | By | P2 | Po | P1
Hy | Hy | P1 | P2 | Po

N

12 3 (1 2 3)
Po-(l 3j=(l), pl-[z 3 1)—(123),

2 3 1 2 3
pz:(1 X 2j=(132>, ulz(l i 2}(23),

1 2 3 1 2 3
M23(3 5 1j:(13)’ HsZ[Z 1 3):(12)

S; simetrik grubunun elemanlarina karsilik gelir. Burada,
pO =€, P =X, Py :X2> p3 :X3 =¢

_ 2.2 _ _ 2 .
Hi=Y, Wi=y~ =¢, pji=p;p, & xy=yx" (i=123)

kosullar1 saglanir. Burada iiretegler x ve vy dir.

D, :{e, X, X2, y, yX, yx? }; S, elde edilir.

Tamm (D4 dihedral grubu): Koseleri 1,2,3,4 olan karenin merkezi etrafindaki
0,90,180,270 derecelik donmeleri ve d,,d,,d,,d, kenar ortaylarina gore simetrileri ile

olusturulan D, = {po,pl,pz,p3,pl,pz,pg,u4} grubuna karenin simetrileri grubu denir ve

D, = {x , y‘ x*=y?=e w xy=yx3} seklinde tanimlanir.

Ornek: D4 grubunu insa edelim.




(t234_ (1234 (1234
PO=l1 2 3 4)7" P72 3 4 1) P2713 4 1 2/
(123 4 (123 4 (123 4
P3=l4 1 2 3) M7 l2 1 4 3) "4 3 2 1)

(1234 (1234
HsZlg 21 4) M7l1 4 3 2

Burada,

po=e=x* p; =X, py =x?, ps=x°
wi=Y, B =yi=e pi=pipg @ xy=yx’ (i=123)
kosullart saglanir. Uretecler yine x ve y dir.

2

D, =16, X, X2, x5, Y, VX, yx2, yx3 elde edilir.
4

Ayni zamanda; D, asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

D,=4¢e 9, 9%9% h, gh, g?h, g®h} olup, mertebesi 8 olan devirsiz bir gruptur.

xy?  xy? XY

Burada ,
gh:hgn%l:hg4fl:hg3, gZh:hgn72:hg472:th, g3h:hgn73:hg473:hg

bagintilar1 kullanilmistir. Bu elemanlarla ¢arpim tablosunu olusturursak,



o Jle g 1¢g° [¢® |h gh [g°h |d°h
e e g |0 g h gh g’h | g°h
g |9 @ | e gh [g*h [g*h [h
g flg® g |e g g’h |g°h |h gh
¢ fo* Je g [ [d&h [h [gh [gn
h |h g’hlhg®> [gh e ¢ | g
gh lgh |h |¢*h |g°h |g e g |
g’h |92h gh |h h [ g e g°
g’h Ig’h |g’hfgh |h ¢ |9 g e

elde edilir. Burada, e elemaninin mertebesi 1, 92 elemaninin mertebesi 2, g e g3

elemanlarinin mertebesi 4, h, gh, g?h ve g°h elemanlarinin mertebeleri 2 dir.

Tamm ( V4= Klein-4 grubu ): Késeleri 1,2,3,4 olan dikdortgenin hi¢ degismemis hareketi
e, merkezi etrafindaki 180 derecelik donme a, x ekseni etrafinda 180 derecelik donme b
ve y ekseni etrafinda 180 derecelik donme ¢ ile olusturulan Klein 4= { e,a,b,c } grubuna

dikdortgenin simetrileri grubu denir ve V, ile gosterilir.

Ornek: Klein-4 grubunu insa edelim.

Koseleri 1,2,3,4 olan dikdortgenin 180 derecelik donmeyi a ile x ekseni etrafinda
yansimayt b ile ve y ekseni etrafinda yansimayi c ile gosterirsek,

a_1234b_1234c_1234
341 2) 43 21) (2143




Burada 6rnegin, aob=c oldugu kolayca goriiliir. Béylece bu donme ile bir grup olusturulur.

Bu grup, asikar olmayan {i¢ tane 6z alt gruba sahiptir. Bunlar, { e, a }, {e, b } ve {e, c }
dir.

Burada {e,a,b} bir alt grup degildir, ¢iinkii Vs iin islemi altinda kapali olmadigindan
dolayi ab=c ve ce{e,a,b} dir.

13.2 Dihedral Grup Ornekleri

Ornek 1 D, dihedral grubunun merkezini bulunuz.

Coziim: Grubun merkezi tanimina gore

x'eM = xiy = yXi olmalidir. Fakat dihedral grubun tanimindan XYy = erF1
Xiy _ yXi(n—l)

saglanir. O halde,

olmalidir.

i) ntekise n[2i =n|i (0<i<n) oldugundan i=0 bulunur. M = {e} dir.
ii) n ¢iftise n=2k = 2k‘ 2l = k| I (0<i<2k) oldugundan

i=0veyai=k=n/2

olmalidir. M = {e,x”/z } dir.
Diger taraftan, n = 2i ise, 1=0,,...,n—-1 icin yXi ¢ M dir. Ciinkii,

yx' e M=x(yx")=(yx)x=yx"™"
n—1+i i+1

=(xy)x' = (yx")x' =yx" =yx
= x%2=e

dir. Yani, n =2 olurdu.



n=2ise M= {e, X, Y, Y X }: D, ve xy=yx oldugundan D degismeli gruptur.

D, dihedral grubunun merkezi n tekise M={e}, n>2 giftise M= {e, x"? } dir.
Ornek 2 D, dihedral grubunun alt gruplarmi , normal alt gruplarini ve eslenik siniflarint
bulunuz.

Coziim: D, :{e, X, X2, X3, Y, VX, yxz, yxs} dihedral grubunun mertebesi 8 olup,
once alt gruplarin1 bulalim:

Lagrange Teoremine gore alt gruplarin mertebeleri 8 ’in bolenleri 1, 2,4 ve 8 oldugundan

e} D,
{e,y},{e,xz} {e, yx {e yxz}{e y X }
{e,x,xz,x3} { Y, Y X } {e,x yx,yx3}

alt gruplardir. Simdi normal alt gruplarini bulalim:

{e} ve D, ile mertebesi 2 olan {e,xz} ve
indeksi 2 yapan yani mertebesi 4 olan alt gruplar

{e,x,xz,x?’ } {e,x2 Y, yx2 } : {e,x2 yx,yx® }
normal alt gruplardir.

Eslenik siniflar ise

E,={e}
Ez::{xz}
E3={x,x3}
E,={y,yx°]
ES:{yx,yx3}

1+1+2+2+2=8

dir.

Ornek3 D, = {x , y‘ x"=y%=e w xy:yx”*l} dihedral grubunun mertebesinin 2n

oldugunu gosteriniz.

Coziim:



xy:yx”’l

X2y=Xan_1 — yXn—lxn—l — yXZn—Z — yXZ(n—l)
X3y =xxyx" T =xyx"Ix" T =xyx2"2 = yx "I 20D — y 30D
x'y=yx®D §=0,12,...,n -1 icin dogrudur.

x"=e ve i(n-D=k(modn), 0<k<n-1 olmak iizere

i(n-1) _\, 4k

X'y=yx yX

bulunur.

D, ={e,x,x2 X"y yx, yx? ,...,yx“‘l}={iji| 0<i<n , j=O,1}

kiimesindeki elemanlarin sayis1

yix? yixt yix? L yixt

olmak tizere n tanedir. j=0,1 igin mertebe 0o(D,)=2n elde edilir.

Ornek 4 D, = {e, X, X2, Y, YX, yX2 } dihedral grubunun elemanlarinin mertebelerini
bulunuz.

Coziim:

o(e)=1
o(x)=0(x?)=3
o(y) = o(yx) = o(yx*) =2

bulunur. Cayley Tablosu agagidadir:

e I]e X x2 |Y yx | yx?
0 e X x2 |Y yx | yx?
X |X x2 | Jyx2|Y |¥X
x2 || x* |e X |yx |yx?|Y

y [y |yx |yx*|e X x?
yx fyx |yx?|Y x? | € X
yx2fyx?2 |y |yx |X x2 | €




Ornek 5 D, ={e, X, X2, x3, Y, VX, yx2, yx3} dihedral grubunun elemanlarinin
mertebelerini bulunuz.

Coziim:

o(e)=1
o(x)=4

o(x*) =0(y) =0(yx) =0(yx*) =2
o(x®) =4

bulunur.

Ornek 6 D,, Z{X : y‘ x*=y?=e xy:yx23} dihedral grubunun x*y elemaninin
mertebesini bulunuz.

Coziim: (xy)? =e oldugundan xy=(xy)™* =y *x " dir. Bu bagintiy1 kullanarak
(x*y)? = x4y xty = x3x y x3x y = x3y Ix IxdyIx

1

=3y Py Ix T =x3yxPyx P =x®xyxxyx*

Cu2 1,1y 1,11 L2, -1 Ay-1_ ,2,-2 _
=XYTXTXY X X T =XTYXTOXYX X T =XX T =e
e

—
e

oldugundan ikinci mertebedendir.

Ornek7 D, = {X , y‘ x2=y?=e e (xy)’=e } dihedral grubundaki alt gruplarin

mertebeleri nelerdir? Bu grupta x=a®b , y=a'® ve z=a%b elemanlarinin mertebelerini
bulunuz.

Coziim: D,, dihedral grubunun mertebesi o(D,,) =2.12 =24 oldugundan alt gruplarinin
mertebeleri 1, 2, 3, 4,6, 8, 12 ve 24 olabilir.

xy=yx!=yx? =xyx=y kullanilarak,



x’=a®ba®b=a’abaa’b=a’ba’b=a%abaa’b=aba’b

— —
b b
=a’abaa’bh=a’ba’b=a%abaa*b=a%ba*b
—— ——
b b
=a’abaa’b=a’ba®b=a%abaa’b=a%ba%b
—— —
b b
—aabaab=abab=b?=¢
b b

yada ab=(ab)™ =b"a™ kullanilarak,

x?>=a’ba’b=a’abaa’b=a’b*ataa’b=a’ba’b=aabaa’b
—a®brataa’b=a’ba’b=a%abaa’b=a’btataa’b
=a’ha’b=a%abaa*h=a*h*ataa*b=a’ba*b
=a’abaa’bh=a’btataa’b=a’ba*b=a%abaa’b
—a’b*ataa’b=a’ha’b=aabaab=ab*a’ab?a™®
—abbat=e
Ry

oldugundan x=a®b eleman ikinci mertebedendir.

y2 :aZO :a12a8 :a8
y3 :a30 :(a12)2a6 :aG
y4 :a40 :(a12)3a4 :a4
y5 :aSO :(a12)4a2 :aZ
y6 :a60 :(a12)5 —e

oldugundan y=a'® elemam altinct mertebedendir.

ab=(ab)™ =ba™? kullanilarak,

z2=a%ba’b=a%aba’?ab=a%’bata’ba?t=a’baba
——

— —

bal bl ba 1
—a’bbatat=a%atatl=e

——

e

oldugundan z=a%b eleman ikinci mertebedendir.

Ornek 8 5-elemanli bir devirli grubun D dihedral grubunun normal alt grubu oldugunu

gosteriniz.



Coziim: 5-elemanli bir devirli grup Cg ={e, X, XZ, X3, x* } ve
D, :{x,y‘ x°=y’=e xy=yx4}:{e, X, x2, x3, x*, v, yx, yx?, yx3, yx4} dihedral
grubu olup, indeks

_ o(D) 10
R

oldugundan Cg; <Dy dir.
Kosetler,
C5:{e, X, x2, x3, x4}

yCs ={ye, yx, yx2, yx%, yx* =1y, yx, yx2, yx3, yx*|

olmak iizere, Dy =C; UyCy oldugundan bdliim grubu,

D5 /Cs ={C5 ,YCs }

seklindedir. O halde Dg/Cg =C, ’ ye izomorftur.

Ornek9 Qg {i o - J_rk} kuaterniyonlar grubu ile
NE

2

Dy :{e, X, X » Y, VX yx y X } dihedral grubu izomorf mudur? Ag¢iklayiniz.

Coziim: Kabul edelimki f:Qg — D, bir grup izomorfizmasi olsun.

o(i) =o(j) =o(k) =4
0(~i) =0(~]) = 0(-k) =4

+i,+],£tkeQg elemanlarinin mertebeleri 4 oldugundan bu elemanlarin f doniisimii

altindaki goriintiilerinin de mertebesi 4 olmak zorundadir. Fakat D, {in elemanlarindan
mertebesi 4 olanlar sadece

o(x)=4
o(x®) =4

olup, iki tanedir. Bu ise f doniisiimiiniin 1-1 olmasi ile ¢elisir. Bundan dolayr Qg £ D, dir.

Ornek 10 D, dihedral grubu, C, devirli grubuna izomorf mudur ?



D,={eghgh}  Ci={e g 0% 0%
LU LUy
12 2 2 1 4 2 4

D, dihedral grubu C, devirli grubuna izomorf olamaz. Ciinkii mertebeleri farklidir.

Ornek 11 D, dihedral grubu, Klein-4 grubuna izomorf mudur ?

Coziim:

D,={e g, hgh} Vy={e a,b, c}
Vil LIl
1222 12 22

mertebeleri ayni oldugundan, D, dihedral grubu, Klein-4 grubuna izomorftur.

Ornek 12 C, devirli grubu, G={1,—-1, i,—i } grubuna izomorf mudur ?

Coziim:
C4:{e, g,gz,g?’} G={11i,-1, -i}
i 44 i 44
1 4 2 4 14 2 4

mertebeleri ayni1 oldugundan, izomorfturlar.



