Bolim 4

Acik Onermeler

4.1 ONERME FONKSIYONLARI

Tamim: Bir X kimesi verilsin. X kiimesinin her x égesine karsiik p(x) ile
gosterilen bir onerme belirlenmisse, p ye, X kiimesi tizerinde tanimlanmas bir
onerme fonksiyonu (agik énerme), denilir.

Onerme fonksiyonu, degiskenin her degeri icin ya dogru ya da yanhs deger
alir.

Ornek
plx)=(x+5>7)

seklinde tanimlanan p Snerme fonksiyonu, Z ile temsil edecegimiz Tamsayilar
Kiimesi iizerinde tamimhdir. Buradan hemen goriilecegi iizere; x > 2 ise p(z)
dogru, z < 2 ise p(x) yanhg bir énermedir.

Bir kiime iizerinde tanimli bir 6nerme, kiimeye ait her 6ge icin dogru ol-
mayabilir. Uygulamada, boyle bir 6nermenin her 6ge icin mi, baz 6geler icin
mi, bir tek 6ge icin mi dogru oldugunu ya da olmadigini bilmek gerekebilir. Her
seferinde bunu s6zle anlatmak gii¢liigiinden sakinmak i¢in, bu kavramlari, adina
nicelik belirtegleri denilen bazi simgelerle ifade edecegiz.

4.1.1 Evrensel Belirteg

Bir A kiimesi iizerinde tanimlanmig bir p 6nerme fonksiyonu verilsin. Eger A
kiimesinin her x 6gesi i¢in p(x) dogru bir énerme ise, bunu kisaca,

Vap(x)
(Vo € A)p(x)
Va(z € A) = p(z)) (4.1)

simgelerinden birisiyle gésterecek ve "her z € A i¢in p(x) dogrudur", diye oku-
vacagiz. V simgesi evrensel niceleyicidir ve "her” diye okunur.
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4.1.2 Varlik Belirteci

Bir A kiimesi iizerinde tanimlanmig bir p 6nerme fonksiyonu verilsin. Eger p(z)
onermesi dogru olacak gekilde, A kiimesinin baz (dolayisiyla en az bir tane) x
ogeleri varsa, bunu kisaca,

3z p(x)
(Fz € A)p(x)
Jz(z € A) Ap(x)) (4.2)

simgelerinden birisiyle gosterecek ve "baz1 & € A igin p(z) dogrudur" diye oku-
yacagz. 3 simgesi varlik belirtecidir ve yerine gore, "vardir” ya da "baz" diye
okunur. Bazi hallerde bir tek z € A i¢in p(z) 6nermesinin dogrulugunu belirtmek
gerekebilir. Bu durumda, varlik belirtecinin iistiine bir yildiz koyacagiz; yani

(F*x € A)p(x), Fz(x € AAp(z)) (4.3)

simgeleri, p(x) Onermesini saglayan bir ve yalmzca bir tane x € A Ggesinin
varligini belirtecektir. (1), (2) ya da (3) seklindeki ifadelere nicelenmig ifadeler
diyecegiz.

4.1.3 Nicelemelerin Degillenmesi

NICELENMIS IFADELERIN OLUMSUZLANMASI
p = Her insan okur.
Onermesini simgelerle ifade edelim. H insanlar kiimesini gistermek iizere,
p=Va(r € H=x okur.)

olacaktir. Simdi p nin degilini (olumsuzunu) diigiinelim :

p = - (Her insan okur.)
= Okumayan insanlar vardar.
= Baz insanlar okumaz.
= Jz(zx € HA z okumaz.)
diyebiliriz.

Simdi bunu genel olarak diigiinenelim:
Vr(x € A= p(x)) (4)

Onermesi ya dogru ya da yanlhgtir. Bu 6nermenin dogru olmasi demek, her x €
A igin p(x) 6nermesinin dogru olmas: demekti. Yanhg olmas1 demek ise, p(z)
onermesi yanhg (dolayisiyla —p(z) dogru) olacak gekilde enaz bir x € A var
demektir. Ohalde

~Va(x € A= p(a))] = Ja(x € AN—p(x)) (5)
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olur. Eger A kiimesinin bir bagkasiyla karigma olasiligi yoksa, bunu, ¢cok daha
kisa olarak,

~[Ve p(a)] = 3z —p(z) (6)
seklinde de yazabiliriz. Simdi de

q = Bazi insanlar okur.

onermesini dii¢iinelim. Bunun simgelerle ifadesi, yine H insanlar kiimesi olmak
iizere,

g =Jx(x € HAx okur.) olacaktir. Bunun olumsuzu
—q = - Baz insanlar okur.
=  Hicbir insan okumaz.
= Her insan okumaz
= Va(r€ H = z) okumaz.)
olacaktir.

Uyary: "Her insan okumaz." ifadesi dilimizde, cogu kez "Hi¢bir insan okumaz."

yerine degil, "Okumayan insanlar da vardir. " anlaminda kullamlir. Ancak bunun
simgesel mantik agisindan yanlig oldugu apaciktir. Buna gore, biz

Her insan okumaz = Higbir insan okumaz.

denkligini varsayacagiz. Simdi bunu genel olarak diigiinelim:

Jz(x € AN p(x)) (6)

Onerinesinin dogru olmasi demek, p(x) énermesi dogru olacak sekilde enaz bir
x € A Ogesi var demektir. Bu 6nermenin yanlig olmas: demek, higbir z € A icin
p(z) dogru degil demektir; yani her 2 € A i¢in —p(z) dogru oluyor demektir.
Oyleyse,

—[Fz(z € AN p(x))] =Ve(x € A= —p(x)) (7)

olacaktir. Eger A kiimesinin bir bagkasiyla karigmasi olasihigr yoksa, bunu, daha
basit olarak,

—[Bz p(z)] = Va —p(x) (8)
seklinde de ifade edebiliriz.

4.1.4 1Iki Degigkenli Onerme Fonksiyonlar:
A ile B herhangi iki kiime olsun. Her x € A ve her y € B i¢in, z ile y 6gelerine
bagli bir

p(z,y)

Onermesi tamimlanmigsa, p ye iki degigkenli bir 6nerme fonksiyonudur, denilir.
Tanim:

P(z,y) =Va(e € A= [Vy(y € B = P(z,y))])- (8)
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onermesini, kisaca,

p(x,y) = Vavy p(z,y)

simgesiyle gdosterecegiz.
Eger A ve B kiimelerini belirtmek gerekiyorsa (9) yerine

P(z,y) = (Vz € A)(Vy € B) p(z,y)

diyebiliriz. Bu Gilermeyi s0yle okuyacagiz :
"Her x € A ve her y € B igin p(z,y) dogrudur”.
Tanim:

Q(x,y) = Fr(z € AN [Fy(y € BAp(x,y))])

Onermesini

Q(z,y) = Jr Iyp(x,y)

ile gosterecek ve
"baz x ve baz y i¢in p(x,y) dogrudur”
diye okuyacagz.
A ile B kiimelerini belirtmek gerektiginde (11) yerine,

Q(z,y) = (Jx € A)(3y € B)p(z,y)

yazabiliriz.
Tanim:

R(z,y) =Vz(z € A= [Vy(y € B Ap(z,y))])

Onermesini,

R(x,y) =Vz(zr € A= [By(y € B Ap(z,y))])

ile gosterecek ve bunu
"Her z igin éyle bir y vardwr ki, p(x,y) dogru olur.”
diye okuyacagz.
A ve B kiimelerini belirtmek gerektigi zaman (14) yerine,

R(z,y) = (Vx € A)(Jy € B)p(z,y)

diyebiliriz.
Tanim:
S(z,y) = Jw(x € ANVy(y € B = p(z,y))])

Onermesini
S(x,y) = I Vyp(z,y)

simgesiyle gosterecek ve bunu,
"oyle bir x var ki her y icin p(x,y) dogrudur.”
diye okuyacagiz.
A ile B kiimelerini belirtmek gerekiyorsa (15) yerine

S(x,y) = (Jz € A)(Vy € B)p(=,y)
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diyebiliriz.
Belit:

a) Yz Yy p(z,y)Vy Yz p(z,y)
b) 3z Jy p(z,y) = Jy 3z p(z,y) oldugunu varsayacagz.

Teorem: Asagidaki bagints vardar.

Va3y p(x,y) # Iyve p(z,y)

fspat:

Gergekten, bu iki énermenin denk olmadig: (5.7) ile (5.10) dan goriilebilir.
Biz bunu bir 6rnekle aciklayalim: A insanlar kiimesi ve B de kitaplar kiimesi
olsun. z € A ve y € B ise p(z,y) dnermesini,

p(z,y) = (x, y yi okudu)
diye tanimlayalim. Buna gore,
VaIy p(x,y) = Her insan enaz bir kitap okudu.
Va3y p(x,y) = Oyle bir kitap vardwr ki her insan bu kitabs okudu.
olacaktir.
Simdi P, Q, R, S ifadelerinin olumsuzluklarim arayalim.
P nin olumsuzu:

F(z) =Vy(y € B = p(z,y))

dersek (5.1) ifadesi
P(z,y) =Vz(z € A= F(x)

geklini alir. Bunun olumsuzu, (4.2) geregince,
—p(z,y) = Jzx(x € AAN—F(z))
dir, ki burada

~F(x) = Jy(y € BAp(z,y))
dir. Bunu yukaridaki yerine yazarsak,
—p(e,y) = Jw(z € AN [Fy(y € BAp(z,y))
¢ikar. Demek ki

=[VaVy p(z,y)] = Fz3y p(x, v)
olur.
Benzer yolla agagdakiler de gosterilebilir.

Teorem: Agagidaki bagintilar vardur.
Jz3y p(x,y) = Vavy —p(z, y)

Vady p(z,y) = IxVy —p(z,y)
J2Vy p(x,y) = Y3y —p(x, y)
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4.2 ALISTIRMALAR

1.

Agagidaki sozlii ifadeleri simgelerle gosteriniz ve sonra da olumsuzlagtiriniz.
Herbirisinin olumsuzunu sézle ifade ediniz.

a) Her insan diigiiniir.
b) Baz1 insazilar diigiiniir.
c¢) Her insan diigiinmez.

d) Baz insanlar diiglinmez.

. Asagidaki 6nermeleri sozle ifade ediniz ve sonra olumsuzlagtirimz.

a)Vez(r eR=22>0
b) Jx(r e RAZ? < x
c)Ve(zxeR = z+1>0
d) Iz(zeR A3z—-2=0

Asagidaki 6nermelerin dogruluk degerlerini bulunuz. Sonra herbirinin olum-
suzunu yaziniz.

a) VzeR)(Vy e R)(z +y=1)
b) (Vx e R)(Ty e R)(z+y=1)
¢) Bz € R)(¥y € R)(z +y = 1)
d) Gz eR)FyeR)(z+y=1)

4. z € R iken, agagidaki 6nermenin degilini bulunuz.

Vo ((z =5 <0)V(3z(5z -3 >0)))



