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Bolum 1
Onermeler ve Ispat Yontemleri

Tamim 1.1 Dogru veya yanls ama bunlardan sadece bir tanesi olabilen ifadelere énerme denir. Oner-

meler p,q,r, ... gibi harflerle gdsterilir.
Ornek 1.2 Asagidaki ifadelerin énerme olup olmadigimi bulalim:

(a) 2 asal sayidir.

(b) Her n dogal sayis: i¢in 2" + 1 asaldir. (Dikkat: 0 dogal sayidir)

(¢) Diizlemde bir ii¢genin i¢ acilarimin toplami 180 derecedir.

(d) 4’den biiyiik her ¢ift say1 iki asal saymin toplamidir. (Goldbach, 1742)
(e) Yarm piknige gidelim.

Co6ziim: Burada (a) ve (c¢) dogru birer énermedir. n = 3 i¢in 2" + 1 = 9 asal olmadigindan (b) yanlis
bir 6nermedir. (d) ifadesi 1742’de Rus matematik¢i Christian Goldbach tarafindan ortaya atilmig bir
iddiadir ve heniiz dogru olup olmadigi ispatlanamamigtir. Ya dogru ya yanlig olacagindan bir 6nermedir.

(e) ciimlesi kesin bir hiikiim bildirmediginden bir 6nerme degildir.

Not: Bir tahtada yazan “Bu tahtadaki her climle yanligtir” climlesinin dogru olmast da yanlis olmasi
da celigkiye yol acacagindan bu ciimle bir 6nerme degildir. Benzer gekilde bir Romalinin séyleyecegi

“Biitiin Romalilar yalancidir” ciimlesi de 6nerme olamaz.

Tanim 1.3 Ifadesinde degiskenler bulunan ve bu degiskenlerin alacag: degerlere gére dogru veya yanhs
(ama bunlardan sadece bir tanesi) olabilen ifadelere ag¢ik dmerme denir. Agik onermeler degisken

saywsia gore p(z),p(x,y), p(z,y, 2), ... gibi gosterilir.

Ornek 1.4 z bir reel sayiy1 gostermek iizere, p(x) acik énermesi “z% 4+ 2 = 07 olsun. z = 0 ve z = —1

icin 6nerme dogrudur. Yani p(0) ve p(—1) dogrudur. Aksi halde 6nerme yanhsgtir.
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Birlegsik Onermeler

Tanim 1.5 p ve ¢ iki 6nerme olsun. “p ve ¢” dnermesi bu 6nermelerden her ikisi de dogru iken dogru;
aksi halde yanlig olan 6nermedir. Buna iki 6nermenin kesigimz de denir ve pAgq ile gosterilir. “p veya ¢’
onermesi de bu 6nermelerden en az birisi dogru iken dogru; aksi halde yanlis olan énermedir. Buna iki
6nermenin birlegimi de denir ve pV ¢ ile gosterilir. (Dikkat: “veya” kelimesinin Tiirkge’deki kullanihis:
farkli olabilir.)

Onermelerin ve bunlara kargilik gelen birlesik 6nermelerin alacagi degerleri bir tablo halinde gosterelim.
Burada dogru i¢in 1 sembolii veya D harfi; yanhsg i¢in ise 0 sembolii veya Y harfi yazilir. Bu tablolara

“dogruluk tablosu” denir.

P|q|pPNqg|PVyq P|q|PANG|pPVyq
D|D D D 111 1 1
D|Y Y D |veyal 1|0 0 1
Y |D Y D 01 0 1
Y|Y Y Y 010 0 0

Tablo 1.1: p A g ile p V g 6nermelerinin dogruluk tablosu.

Tanim 1.6 Bir p 6nermesi dogru iken yanlig; yanhg iken dogru olan énermeye p’nin degili veya olum-

suzu denir ve p’, ~ p, —p, p sembollerinde birisi ile gosterilir.

p|~Pp
11 0
0 1

Ornek 1.7 p:“Bir giin 24 saattir” 6nermesinin degili ~p:“Bir giin 24 saat degildir” nermesidir. ¢(z) :

22 < 7 énermesinin degili ~q(x) : 22 > 7 dir.

Tanim 1.8 Dogruluk degeri her zaman ayni olan p ve ¢ énermelerine esdeger veya denk onermeler
denir ve p = q yazilir. p(x) ve g(x) acik 6nermelerinin denk olmasi her z i¢in p(x) ve g(x) 6nermelerinin

ayni olmasidir.

Ornek 1.9 p “Her dogal say1 tektir” 6nermesi ile ¢:63 asaldir” 6nermeleri denktir. Ayrica sagidaki iic

acik 6nerme de denktir: (x reel sayiy1 gostermektedir)

r(z) : “o? < 257, s(z): “z<bve —H<a”, t(z):|z| <5
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Ornek 1.10 Agagidaki 6zelliklere De Morgan Kurallar: denir:

prhg) =0 V) ve (pva)' =0 N])

Bu 6zelliklerin dogru oldugunu tablo ile gosterin: (bogluklari doldurun)

/

pAg | (pNq) | P Vg

Q

pVag| Ve | PN

o
0
0
1
1

oS|I~

q
1
0
1
0

_— O =D

Tanim 1.11 “p ise ¢” 6nermesi p dogru ve g yanhs iken yanhsg; aksi halde dogru olan énermedir. Buna

kosullu 6nerme denir ve p = ¢ ile gosterilir. p’ye hipotez ¢’ya da sonug¢ Onermesi denir. p = ¢

onermesi “p, ¢'yu gerektirir” geklinde de okunur.

q

S|l o ==

q -
1 1
0 0
1 1
0 1

Ornek 1.12 “2 < 1 ise 2 < 3 tiir” 6nermesi dogrudur, ¢iinkii (0 = 1) = 1. Simdi
p“Yagmur yagiyor”, p:“Bahce 1snaliyor”

Onermelerini diigiinelim. Yagmur yagdiginda her zaman bahgenin islandigr bilindigine gére p = ¢

onermesi dogrudur. (Yagmur yagmadiginda zaten p yanlis oldugundan p — ¢ dogrudur.) Ancak
g = p dogru degildir. (Neden?)

Not: p = ¢ 6nermesinde

“p 6nermesi ¢ énermesi icin yeter koguldur”

“q dnermesi p 6nermesi i¢in gerek koguldur”

denir.

Ornek 1.13 (p = q) = (¢ = p') = (¢ V q) oldugunu gosterelim.

pla|p|d|p=4q|d=D|DPVg
1{1l0]0 1
110]0]1 0 0 0
0|1]11]0 1 1 1
0jo0f1]1 1 1 1
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Buna gore agagidaki ii¢ 6nermenin birbirine denk oldugunu (aslinda dogru oldugunu) séyleyebiliriz:

(a) Yagmur yagiyor = bahce 1slamyor.
(b) Bahge 1slanmiyor = yagmur yagmiyor
(¢) Yagmur yagmiyor veya bahge islaniyor.

Tanim 1.14 p = q ve ¢ = p énermeleri ayni1 anda dogru iken dogru, aksi halde yanlig olan 6nermeye
ikt yonli kosullu énerme denir ve p <= ¢ seklinde yazilir. “p ancak ve ancak ¢” seklinde veya “p

icin gerek ve yeter sart ¢ dur” seklinde okunur. Dogruluk tablosu su sekildedir.

pP=4q|q=—=p|P q

—

—
1
0
0
1

1
1
0
1

—_

[ e R
O | = | O |
o

Tablodan da anlagilacag: gibi ashnda (p <= ¢) = (p = ¢q) A (¢ = p). Ayrica sunu da diyebiliriz:

“p <= q Onermesi, p ile ¢ denk iken dogru; aksi halde yanls olan 6nermedir.”

4

Ornek 1.15 “Bir asal say1 cifttir ancak ve ancak 2 dir” 6nermesini ele alalm. p “ n sayis1 asal ve
cifttir” ve ¢ : “n = 27 diyelim. p = ¢ nun ve ¢ = p nin dogru oldugu aciktir. O halde p <= ¢

dogrudur.

3

Ornek 1.16 z bir reel sayiy1 gostermek iizere her  icin |z] =1 <= z° = z 6nermesi dogru mudur?

Coéziim: |z| =1 = 2 = 1 veya x = —1 olup 23 = z dogru olur. Ancak x = 0 i¢in 2® = x olur fakat
|z| # 1 dir. O halde |z| = 1 <= 2 = z nermesi yanhstir. Ama, |x| = 1 <= 2% = 1 énermesi
dogrudur.

Niceleyiciler

Onermelerdeki “biitiin®, “her”, “en az bir”, “baz1”, “hicbir” gibi kelimelere niceleyic: denir. Mesela,

b INAY

“biitiin 6grenciler bayandir”, “sifirdan biiyilik en az bir tamsay1 vardir” énermelerinde oldugu gibi. Simdi,

bir p(x) acgik dnermesi verilsin.

“Biitiin z ler igin p(x) dogrudur”  yerine kisaca  Vz,p(x)

“En az bir z i¢in p(z) dogrudur”  yerine kisaca Iz, p(x)
yazacaglz. Burada V ve d niceleyicilerine sirasiyla evrensel ve varliksal niceleyict denir.

4
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Ornek 1.17 “Yz tamsaysi icin |z| = 2” 6nermesi yanhstir. Ciinkii z = —2 icin | — 2| # —2 dir.

Ornek 1.18 “Vz reel sayisi icin 22—z +2 # 07 6nermesi dogrudur. Ciinkii 22 — 2+ 2 = 0 denkleminin

diskriminant1 A = b> — 4ac = —7 < 0 olup bu denklemin reel kokii yoktur.

2

Ornek 1.19 “Jz reel sayisi icin 22 = 2” 6nermesi dogrudur. Ciinkii z = 0 icin 02 = 0 dur.

Ornek 1.20 “In dogal sayisi icin 3(n + 2) asaldir” Gnermesi yanhgtir. Ciinkii 3(n + 2) sayist 3'den

biiyiik ve 3’iin bir tam kati olup asal olamaz.

Not: 4 ve V niceleyicileri ile baglayan 6nermelerin olumsuzlar: goyledir:

~Ep@) =Va,~p@)|  ve [~ (Vp(a) =T, ~p(a)]

Ornek 1.21

~ (Vz,z+3 < 10) = (Jz,x + 3 > 10)
~(Fz,x+3=7)=Vz,x+3#7)

Teorem ve ispat Yontemleri

Tanim 1.22 Dogru oldugu ispatlanmig 6nermelere teorem denir. Teoremler genelde p = ¢ seklinde
verilir. Boyle bir teoremin ispatini yapmak igin p dogru iken ¢ nun dogru oldugu gosterilmelidir. (Bu
yiizden p’ye hipotez, ¢’ya da sonug¢ denmektedir.) Bazen teoremler p <= ¢ seklinde verilir. Bu

durumda p = q ile ¢ = p Snermeleri ayr1 ayr1 ispatlanmalidir.

Simdi temel ispat yontemlerini gorelim:

A) Dogruluk Cizelgesi Yontemi
Bu yontemle bir teoremin her zaman dogru oldugu tablo ile gosterilir.

Ornek 1.23 p = ¢ ve ' = ¢ 6nermeleri dogru ise 7 = p’ énermesinin dogru oldugunu gosterin.

Co6ziim: Burada hipotez (H) ve sonug (S) dnermeleri goyle segilir:
H:(p=q AN ={q) S:r =y

Daha sonra H = S teoreminin her zaman dogru oldugu gosterilir.
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plgqlr|p|d |7 | p=q|r=¢ |H|S:"=p|H=S
1(1{1,0]0/|0 1 1 1 1 1
171]010]0]|1 1 0 0 0 1
170|101 /|0 0 1 0 1 1
170[{01 0] 1|1 0 1 0 0 1
O|(1(1]1]0]0 1 1 1 1 1
Oj(1(0]1]0]1 1 0 0 1 1
00|11 ]|]1]0 1 1 1 1 1
0Oj(0jO0]1]1]1 1 1 1 1 1

Soru: p = q ve ¢ = r Onermeleri dogru iken p = r 6nermesinin de dogru oldugunu gosterin.

B) Dogrudan Ispat Yoéntemi

Bu yéntemde, p => ¢ énermesini ispatlamak icin daha énceden dogru oldugu bilinen
D =>T1,T =T,y =>T3,...,Tn_] = I'p, Ty = ¢

onermeler zincirinden faydalanilir.

Ornek 1.24 “Bir tek dogal sayinn karesi tektir” teoremini ispatlayalim. p : “n tektir” ve q : “n? tektir”

diyelim. Simdi

n tek = Jk tamsayisi icin n = 2k + 1
= n® =4k* + 4k + 1
= n? =22k +2k)+1=2m+1
——

m

— n? tektir, ciinkii m tamsay

C) Dolayl ispat Yéntemi

p = ¢ onermesi yerine onun dengi olan ¢ = p’ nermesi ispatlanir. Bu 6nermeye p = ¢ nun kargt

terst denir.

Ornek 1.25 a ve b iki dogal say1 olsun. a - b bir cift say1 ise a ile b den en az birisinin ¢ift oldugunu

gosterelim. p onermesi “a - b ¢ift” ve ¢ 6nermesi de “a ¢ift veya b ¢ift” olsun. Biz p = ¢ yerine ¢ = p’
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onermesini ispatlayalim. ¢’ “a ve b tek”, p’ **a - b tek” olur.

avebtek = a=2n+1,b=2m + 1 seklindedir (n, m tamsay1 )
= ab=4nm+2n+2m =22nm+n+m) +1
———
k

= ab tektir, clinkii k£ bir tamsay1

Soru: 3x + 2 # 5 ise 22 + 3 # 5 oldugunu gdsterin.

D) Olmayana Ergi Y6éntemi

p = q teoremini ispatlamak icin p nin dogru oldugu kabul edilir. Daha sonra ¢ nun yanlig oldugu
kabul edilip bir geligki bulunur. (Genelde p nin dogru olmasiyla ¢eligen bir durum bulunur.) Béylece ¢

nun dogru oldugu sonucuna varilir.

Ornek 1.26 z,y birer tamsay1 olsun. z -y tek ise « ile y den her ikisinin de tek oldugunu ispatlayalim.

(Bu ispat dolayli ispat yontemi ile de yapilabilir.)

Coziim: z - y tek olsun. z,y nin her ikisinin de tek oldugunu gosterecegiz. Aksini kabul edelim; yani
x,y den en az biri ¢ift olsun. Mesela z ¢ift olsun. (y nin ¢ift oldugunu kabul edilirse ayni ispat yapilir)
O halde bir k tamsayist i¢in = 2k dir. Simdi z -y = (2k)y = 2(ky) olup z - y nin ¢ift oldugu goriiliir.
Bu durum bir celigkidir; ¢tinkii x - y tek kabul edilmisti. O halde x,y nin her ikisi de tektir.

Not: a,b birer tamsay: olmak iizere eger ax = b olacak gekilde en az bir x tamsayisi mevcutsa a‘b
yvazip “a, b yi boler” geklinde okuyacagiz. Bu tanima gore 0‘0 onermesi dogrudur. Dikkat: a/b veya 7

ifadesi bir 6nerme degildir.

Ornek 1.27 a bir tamsay1 olmak iizere G‘a = 2|a oldugunu olmayana ergi yontemi ile gosterin.

Coziim: 6‘@ olsun. O halde bir k tamsayisi1 i¢in a = 6k dir. Simdi 2 /Ta oldugunu kabul edelim. Bu
durumda a tektir. Ancak a = 6k = 2(3k) oldugundan a ¢ifttir. Bu bir ¢eligkidir. O halde Z}a olmalidir.

Not: Her zaman dogru oldugu iddia edilen bir 6nermenin yanhg oldugunu géstermek icin bir ters 6rnek

(yanhg 6rnek) verilir. Yani p = ¢ 6nermesinde p yi dogru fakat ¢ yu yanlig yapan bir érnek aranir.
Ornek 1.28 a,b, ¢, d tamsayilar olsun. ab‘cd = a‘c veya b‘d onermesi dogru mudur?
Co6ziim: Bu 6nerme her a,b,c,d icin verilmigtir. Onerme dogru degildir; mesela a = 6,b = 5,¢ =

10,d = 9 almrsa, 30|90 duir fakat 6 10 ve 5 {9 dur.

Not: Vx,p(z) dnermesinin yanhs oldugunu gostermek igin 3z, ~ p(x) 6nermesinin dogru oldugu is-
patlanir. 3z, p(x) 6nermesinin yanhg oldugunu gostermek igin Vz, ~ p(x) énermesinin dogru oldugu

ispatlanir.
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Ornek 1.29 3z reel sayisi icin 22 < 0 énermesi yanhstir; ¢iinkii Va reel sayisi icin 2 > 0 dur.
Soru: Calismazsam uyuyacagim, {izilliirsem uyumayacagim. O halde fiziiliirsem calisacagim. Ispatlayimn.

Ornek 1.30 2™ — 1 bir asal say1 ise m nin de asal oldugunu gésterin.
Coziim: Dolayli ispat yontemini kullanalim. m asal olmasin. O halde n > 1,k > 1 olmak iizere m = nk

seklindedir. Simdi

A B

Simdi n > 1 oldugundan A > 1 dir. Ayrica k£ > 1 oldugundan B > 1 dir. Bu durumda 2™ — 1 in asal

olmadig1 goriiliir. U

Ornek 1.31 /2 reel sayisinin irrasyonel oldugunu gosterelim. v/2 sayisinin rasyonel oldugunu kabul

edelim. O halde a,b ve b # 0 tamsayilar i¢in

a
2="
V2=

seklindedir. Burada a ile b nin (1 den biiyiik) ortak ¢arpam olmadigim kabul edebiliriz. Simdi

2
2=2 — 9p? = a? = a2 cift = a cift

b2
olur. a = 2k dersek

2W? = a? = 20 = 4k? = b = 2k? = b? cift = b cift

olur. Yani a ile b nin 1 den biiyiik ortak carpani (yani 2) olur. Bu bir eligkidir. O halde v/2 rasyonel
degildir. 0

Not: Bir onceki érnekte agagidaki 6nermeye olmayan ergi yontemi uygulanmigtir:

a,b aralarinda asal iki tamsay1 = % £/2

Soru: /3 ve v/6 sayilarinm irrasyonel oldugunu gosterin. (ipucu: p bir asal say1 ve p‘ab == p‘a veya
p|b dir.)

ALISTIRMALAR

1.) p= (gAr)]=[p= q) A (p = )] oldugunu gosterin.

Coziim:
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(p=qAN(p=r)

p=(qAr)

p=—q|p—7T

gnNT

r

q

b

2.) [pf = (¢ = 1")] = [(¢ A7) = p| oldugunu gosterin.

Coziim:

(ghr)=Dp

Y= (g=1)

qgnNT

onermesinin dogruluk tablosunu yapiniz.

3.) pe=qg = [pAr) = (¢A1)]

Coziim:

(req = @AT)e (@A)

(pAr) < (gAT)

p<=q

gnNT

pAT

r

q

0

p

4.) Asagidaki dagilma kurallarinin dogru oldugunu gosterin:

(pAQ)V(pAT)|

ve ‘p/\(q\/r)

(V) A(pVT)|

N
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Coziim:
plafr|anr | pVg|pVr|[pVgAr) [ (Vg A(pVr)
1(1]1 1 1 1 1 1
1111]0 0 1 1 1 1
1101 0 1 1 1 1
11010 0 1 1 1 1
0Oj1 |1 1 1 1 1 1
0(110 0 1 0 0 0
0]0(1 0 0 1 0 0
0[{0]0 0 0 0 0 0
Diger 6zelligin ispat1 da agagidaki tablodadir:
pla|r|aVr |pAg|pAr|[pA(gVr) | (pAg)VI(pAT)
11111 1 1 1 1 1
111]0 1 1 0 1 1
1101 1 0 1 1 1
11010 0 0 0 0 0
0|11 1 0 0 0 0
0[11]0 1 0 0 0 0
0]0(1 1 0 0 0 0
0[0]0 0 0 0 0 0

5.) “3 sayisi a’y1 bolmiiyor ise 18 sayisi da a’y1 bélmez” 6nermesinin dogru oldugunu ispat yéntem-

lerinden birini kullanarak gosterin.

CoOziim: p 6nermesi: 3 /ta ve ¢ dnermesi: 18 /fa olsun. Dolayl ispat yontemini kullanalim; yani ¢ = p’

Onermesini ispatlayalim:
18‘@ = a = 18k, (k : tamsay1 ) = a = 3(6k) = 3|a

¢linkii 6k bir tamsayidir. Boylece p = ¢ ispatlanmig olur.

6.) [(p=gAN(p=r1)=p= (¢Ar)] oldugunu tablo yapmadan gosterin.

Coziim: (p = q) = (p' V q) denkligini ve V'nin A iizerine dagilma 6zelligini kullanirsak:
P=aAp=r)=@"VIAP Vr)=p V(gAr)=[p= (gAT)

elde edilir.

10
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7.) (p = q) = r 6nermesinin dogruluk tablosunda, bu 6nermeninin siitununda kag tane 0 vardir?
O yoktur O 2 tane & 3 tane O 4 tane O Higbiri

’

8.) p: “3Jx tamsayl, 22 + 1 = —2” olsun ve ¢ : “Vz reel say1, z* > 227 olsun. Buna gore:

O p,q: Dogru @ p,q: Yanlis O p: Dogru, ¢: Yanliy O p: Yanls, ¢: Dogru O Higbiri
9.) (p = q)’ 6nermesi agagidakilerden hangisine denktir?
Qpnd Op' Ag OpVd Op' Ve O Higbiri
10.) p: “3x tamsayl, 22> = —2” olsun ve ¢ : “Vz reel say1, 2 > x” olsun. Buna gére:
O p,q: Dogru O p,q: Yanhg ) p: Dogru, ¢: Yanhg (O p: Yanls, ¢: Dogru (O Higbiri
11.) (pA(p = ¢q)) = ¢ 6nermesinin dogruluk tablosunda bu 6nermenin siitununda kag tane 0 vardir?
& yoktur O 2 tane O 3 tane O 4 tane O Higbiri
12.) (p = q) = (~ ¢ =>~ p) ilkesini temel alan ispat yonteminin adi nedir?
(O Dogrudan ispat & Dolayl ispat (O Olmayana Ergi O Celigki bulma () Higbiri
13.) Asagidaki 6nermelerden hangisi yanhgtir? (¢:tamsayi, n:dogal say1, m:pozitif dogal sayi, z:reel
say1)
QO vt t <tt O 3In,n+6=n3 ® Vm,m? # 6m O 3z, z+1 =22 (O Higbiri

14.) p = ¢ dnermesinin olumsuzu asagidakilerden hangisidir?

Q@pAd Op'Ang OpVvd Op Vg O Higbiri
15.) (p' = ¢')" asagidakilerden hangisidir?
Q' Ng Opr'Vvyg OprAg OpVvd O Higbiri

16.) Asagidaki 6nermelerden hangisi dogrudur? (z:reel say1, n:dogal sayi, t:tamsay, r:rasyonel say1)
OVz,22+1<1 QO In,dnasaldr @ Vt,t(t+3) > -3 (O Vr,8 tamsayidir (O Higbiri

17.) (pAq) = (p = q) 6nermesinin dogruluk tablosunda bu 6nermenin siitununda kag tane 0 vardir?
O 1 tane O 3 tane O 4 tane Q) yoktur O Higbiri
18.) (p = ¢)’ asagidakilerden hangisidir?
OF Y OpVg QpAq OpVd O Higbiri
19.) Asagidaki énermelerden hangisi dogrudur? (n :dogal say1, x :reel say1, t:tamsay1, r :rasyonel say1)

O In,n? asaldr QVa,22-3< -3 QVHt(t+4)> -5 (O Vr,r? tamsayidir (O Higbiri

20.) (pAq) = (p = ¢) dnermesinin dogruluk tablosunda bu 6nermenin siitununda kag tane 1 vardir?
&) 4 tane (O 1 tane O 3 tane O yoktur O Higbiri

21.) (pANq) <= (p V ¢') 6nermesi agagidakilerden hangisine denktir?
OpAhg OpVvd RpVvy OpAyp O Hicbiri
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Béliim 1. Onermeler ve Ispat Yéntemleri Hiiseyin BILGIC

22.) Asagidaki énermelerden hangisi yanhgtir? (x: reel sayi, y: tamsayr olmayan reel sayi, n: dogal
sayl, t: tamsay1)

& Vz, 23 rasyonel O Jy,y> tamsayr O Vn,n + 1 dogal say1 O 3t, V12 + 40 asal (O Higbiri
23.) p: “7 asal ise v/2 rasyonel sayidir”, ¢ : “v/6 dogal say1 <= 1 asaldir” olsun. Buna gore:

O p,q:Dogru (O p: Dogru, q: Yanhs ) p: Yanls, ¢: Dogru (O p,q: Yanhs (O Higbiri
24.) Kuslar otiyor ise giines doguyor. Yagmur yagiyor ise giines dogmuyor. Yagmur yagdigina gore
agagidakilerden hangisi soylenebilir.

O Giineg doguyor (O Yagmur yagmiyor () Kuglar 6tiiyor Q) Kuslar 6tmiiyor (O Higbiri
25.) p A (g V r) dnermesinin dogruluk tablosunda, bu énermenin siitununda kag tane 1 vardir?

O1 O2 X 3 O4 O Higbiri
26.) Asagidaki 6nermelerden hangisi yanhstir? (x: reel sayi, n: dogal say, ¢: tamsay )

Q Va, Va3 reel O 121 asal ise 7 asal degil O Vn,n + 1 tamsay1r O 3t, Vt? + 49 asal O Higbiri
27.) p ve q dogru, r de yanhg bir 6nerme ise agagidakilerden hangisi yanligtir?

O=rve O@rrg=~p O~p<+ (~gA~71) O~(p=r) @ Hicbir

28.) (a < b = a = b) énermesinin olumsuzu asagidakilerden hangisidir? (Ipucu: (p = ¢) =p' V¢ )

QR a<hb Ob<a Qa=0b Qaz=zb O Higbiri
29.) x > y = z = y dnermesinin olumsuzu hangisidir? (ipucu: (p=q)=p' Vq)

Oz<y x>y Oz<y OQz=>y O Higbiri
30.) p <= ¢ Onermesinin olumsuzu agagidakilerden hangisidir?

& (@' Ve = (' Ng) Op < ¢ OpVyg OpAhg O Higbiri

31.) p: “15 asal degil ise v/2 rasyonel sayidir”, ¢ : “v/6 rasyonel <= 9 asaldir” olsun. Buna gore:
O p,q:Dogru (O p: Dogru, q: Yanhs ) p: Yanls, ¢: Dogru (O p,q: Yanhs (O Higbiri
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Bolum 2

Kumeler

Tamm 2.1 Iyi tanimlanmis nesnelerin bir topluluguna kéime denir. Kiimeler genelde A, B, C, ... gibi
biiyiik harflerle; kiimenin elemanlar1 da a, b, c... gibi kii¢iik harflerle gésterilir. Eger bir z eleman1 bir
A kiimesine aitse bunu x € A; aksi halde z ¢ A sgeklinde gésteririz. Bir kiimeyi, elemanlarini teker

teker yazarak gisterme yontemine listelemne yontemsi denir. Mesela
A={2,35}.
Bir kiimeyi elemanlarinin tagidigr ortak ozellikleri soyleyerek yazabiliriz. Bunun icin
{z:p(z)}

gosterimi kullanilir. Bu kiime “p(z) agtk 6nermesini saglayan biitiin x’lerin kiimesi’dir. Bu yonteme

ortak ozellik yéntems denir. O zaman
A={zeR:(z—2)(z* -8z +15)=0) }

yazilabilir. (R reel sayilar kiimesidir.)

Kiimeleri diizlemdeki kapali egrilerle ve elemanlarini da bu egri icinde birer nokta olarak gosterebiliriz.

Bu yonteme Venn! Semas: yéntems denir.

!John Venn (1834-1923)
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

Sekil 2.1: A = {2,3,5} kiimesinin Venn gemas: ile gosterimi

Tanim 2.2 A ve B iki kiime olsun. Eger A’nin her elemani ayni zamanda B’nin de bir elemani ise
A’ya B’nin bir alt kiimest denir ve A C B yazilir. Eger A C B ve B’de A’ya ait olmayan en az bir
eleman varsa A’ya B’nin bir 6zalt kiimest denir ve A & B yazilir. Eger A C B ve B C A ise o zaman

A ile B kiimelerine egittir denir ve A = B yazilir.

Tanmim 2.3 A ve B iki kiime olsun. A da olup B de olmayan elemanlarin kiimesine A ile B nin fark:

denir ve A\ B veya A — B ile gosterilir.
A\B={z:zcAx¢B}={rxcA:x¢ B}

yazabiliriz. Ancak A\ B={xz ¢ B:z € A} yazamayiz.

Sekil 2.2: Tki kiimenin farki A\ B

Tanim 2.4 Uzerinde calisilan en genis kiimeye evrensel kiime diyecegiz ve E ile gosterecegiz. A bir
kiime ise A’da olmayan (ve evrensel kiimede olan) elemanlarin kiimesine A'min tiimleyeni denir ve A’

veya A ile gosterilir. O halde:
A={z:2¢A}={rxeE:a¢ A} =E\A

yazilabilir. Hi¢cbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve () ile gosterilir. Bos kiime her kiimenin

alt kiimesidir ve biitiin bog kiimeler birbirine egittir.
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

Tanmim 2.5 A ve B iki kiime olsun. A ya, B’ye veya her ikisine ait olan elemanlarin kiimesine A ile
B nin birlegimi denir ve AU B ile gosterilir. Hem A ya hem de B’ye ayni anda ait olan elemanlarin
kiimesine A ile B nin kesigimi (arakesiti) denir ve AN B ile gosterilir. Kesigimi bog olan kiimelere

ayrik kiimeler denir.

AUB={z:x€ Aveyax € B}
ANB={z:x€AvexeB}={zxc€A:x€B}

Sekil 2.3: Iki kiimenin birlesimi A U B ve kesisimi A N B

Kiimelerle ilgili i§lemlerin Ozellikleri

1.) a) Her A kiimesi igin A C A (Yansima 6zelligi)
b) AC B,B C A= A= B (Simetri Ozelligi)
c) ACBve BC(Cise ACC dir. (Gegigme 6zelligi)

2.) AUA=AANA=A
3.) AUD=A4,AND=0
4.) AUB=BUA,ANB=BnNA

5.) Dagilma Kurallar::
a) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

6.) ! =E,E =0

7.) De Morgan Kurallari:
(AuB) =A'nNnB
(ANB) =AUDB

8) ACB=— B CA

15



Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

9) ACAUB,BC AUB
ANBCAANBCB

10.) ACB=—= AUB=BveANB=A
Not: AUBNC, ANBUC veya A\ BUC gibi ifadeler anlamsizdir. Kiimelerdeki iglemlerin 6ncelik siras

olmadigindan mutlaka parantez kullamilmalhdir. Ancak yanyana birden fazla kesigim (veya birlegim)

iglemi i¢in parantez kullanilmayabilir. (Neden?)

Tanim 2.6 A ve B iki kiime olsun. A U B ye ait olup A N B ye ait olmayan elemanlarin kiimesine A

ile B nin simetrik fark: denir ve AAB ile gosterilir.

AANB={z:2 € AUB,s¢ ANB}=(AUB)\ (AN B)

Sekil 2.4: Tki kiimenin simetrik farki AAB

Sekilden de anlagilacag: gibi AAB = (A\ B) U (B \ A) diyebiliriz. Ayrica AAB = BAA dir, ¢linkii:
AANB={z:2€ AUB,s ¢ ANB}={z:2€ BUA,x ¢ BNA} =BAA.

Tanim 2.7 Eleman sayisina bir dogal say: karsilik getirilebilen kiimelere sonlu kiime; aksi halde son-
suz kiime denir. Mesela (0, 1) acik araligi ve tek dogal sayilar kiimesi {1, 3,5, ...} sonsuz kiimelerdir.
B ={a,b,c,d} kiimesi 4 elemanl olup sonlu bir kiimedir. Bir A kiimesinin eleman sayisin s(A) ile

gosterecegiz. Bu durumda s(0)) = 0 olur. Ayrica

s(AUB) =s(A) +s(B) —s(AN B)
s(AUBUC)=3s(A)+s(B)+s(C)—s(ANB)—s(ANC)—s(BNC)+s(ANBNCQC)

formiilleri dogrudur. A, B ve C' kiimeleri ikiger ikiger ayrik iseler:

s(AUBUC) = s(A) + s(B) + s(C).
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

Kiimeler Ailesi

Elimizde bir takim kiimeler olsun. Bu kiimeleri A, B,C, D, ... gibi harflerle géstermek yerine; mesela
A1, Ay, As, ... seklinde gostermek daha kolay olacaktir. Bu durumda kiimeleri 7 = {1,2,3,... } kiime-
sinin elemanlarini kullanarak indislemig (damgalamig) oluruz. Iste bir takim kiimeleri indislemek icin
kullandigimiz I kiimesine indis ktimesi, her i € I elemanina bir indis, her ¢ € I i¢in A; kiimesine de
indislenmig ktime denir. Elemanlar: bir [ indis kiimesi tarafindan indislenmig kiimelerin kiimesine

de bir kiimeler ailesi denir. Boyle bir kiimeler ailesi
A={4;:iel}
sekline gosterilir.
Ornek 2.8 A ={{a,b},{a},{a,e,f,g},{a,c}} olsun. Burada I = {1,3,4,6} indis kiimesi ve
Ar={ab}, A3={a}, Ay={ae fg} As={a,c}
diyebiliriz. Bu durumda A = { 4; : i € I'} yamhr.
Tamm 2.9 A = { A; : i € I} kiimeler ailesi verilsin. Bu ailenin birlesimi

UAZ-:{x: En az biri € I igin z € 4, }
iel
seklinde tanmimlanir. Bu ailenin kesigimsi de
ﬂAi:{x: Her i € I i¢in x € A; }
1€l

seklinde tanimlanir.
Ornek 2.10 Bir 6nceki 6rnekte:

JAi=4104504, U4 ={ab,ce fg}
el
(wx4i::fh,ﬂ443rlA4f7fh;::{a}
el
Ornek 2.11 I ={1,2,3,...} ve her n € I i¢in 4,, = [0, 1] kapal aralig1 olsun. Bu durumda

UA.=001, [)A.={0}.

nel nel
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

Genellegtirilmis Dagilma Kurallar:

A={A4;:iecT}yveB={B;:jec J} aileleri verilsin. Bu durumda kesigimin birlesim iizerine dagilma
kuralinin genel hali:
(UA¢> N{UB | =U|Uuins)
i€l j€J iel \jeJ

Ayrica, birlegimin kesigim iizerine dagilma kuralinin genel hali:

(ﬂAi>U Nz)-N[(Nwus)

i€l jeJ el \jeJ
ispat:
.TE(UAI>H UBj <Z>$€<UAZ> ve r € UBj
icl jeJ el jeJ

<:>E|Z'EI,ZE€AZ'V€EU€J,$€BJ‘

— diclvedjeJiginz e A; vex € B,
— diclvedjecJicinzxc A;NDB;
< QZGU U(AZﬂBﬂ

i€l \jeJ
olup ispat tamamlanir. Diger kismin ispati da soyledir:
:EE(ﬂAZ>U ﬂBj <:>.T€<mAl> veya T € ﬂB]
iel jeJ iel =
< Vicl,x € A;veyaVjec Jxc B
<= ViclveVjcJicinxc A; veyax € B
< ViclveVjec Jiginzxe€ A;UDB;
— T € m ﬂ (Al U B])
icl \jeJ
Ornek 2.12 A = { A1, A3, A5} ve B = { By, B4 } olsun. Bu durumda I = {1,3,5},J = {2,4} olur.

(A1 U Az U A5) N (B2 U B4) =
(A1 N Bg) U (A1 NBy) U (A3N By) U (AsN By) U (A5 N By) U (A5 N By)
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Boliim 2. Kiimeler

Hiiseyin BILGIC

Genellegtirilmis De Morgan Kurallar:

{A; i €1} ailesi verilsin. Bu durumda

04y

icl el

x € (QIAZ)/

ispat:

Diger kismin ispat1 da goyledir:

x € <i€UIAZ->,

C6ziimlii Ornekler

1.) A\ B = AN B’ oldugunu gosterin.

Coziim:

ve

[

[

el

el
JdieIicinz ¢ A;

Ji € I'icin z € A}/

T € UAZ,

i€l

el
Vieliginaz ¢ A;

Vi e I icin xz € A,

T € mA'L/

el

e

i€l

A\B={z:2€Avex¢B}={z:2cAvexecB }=ANB

2.) AUB=BNC = A C B C C oldugunu gosterin.
Coziim: A C AU B oldugunu biliyoruz. AU B = BN C oldugundan A C B N C elde edilir. Ayrica
BNC C B oldugundan, A C B bulunur. Benzer gekilde:

BCAUB=CnNnBolup BCBNnCCC

oldugundan B C C bulunur. Sonug olarak A C B C C dir.
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

3.) AUB=ANB <= A= B oldugunu gosterin.
Co6ziim: Once AU B = AN B oldugunu kabul edelim. A = B oldugunu gostermek icin A C B ve
B C A oldugunu gosterecegiz.

ACAUB=ANBC Boldugundan A C B

— A= B.
BCAUB=ANBC A oldugundan B C A

Simdi de A = B oldugunu kabul edelim.
AUB=AUA=A=ANnA=ANBAB.

Bu kismin ispat1 sdyle de yapilabilirdi:

AUB=AUA=A

— AUB=ANB.
ANB=ANA=A

4.) AC B=— AUC C BUC oldugunu gosterin.
Coziim: A C B oldugunu kabul edelim. O halde x € A =z € B dir.

reAUC=x€cAveyax eC=zx€Bveyazre(C=x€ BUC

olup segilen x keyfi oldugundan énerme her z i¢in dogrudur. O halde AU C nin her eleman1 BUC nin

bir eleman1 olup ispat biter.

Not: Bu tiir ispatlarda p(z) = ¢(x) 6nermesi dogru ise “oklar soldan saga dogru ilerlerken” p(x)

yerine g(z) yazilabilir. (¢(x) yerine p(z) yazilamaz.) Yine p(z) = ¢(z) 6nermesi dogru ise

{z:p@)} S{z:q(x)}

kapsamasi vardir. p(x) <= ¢(x) 6nermesi dogru ise; yani p(z) = q(z) ise

{z:p@)} ={z:q(x)}

egitligi vardir.

5.) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) oldugunu gosterin.
Coziim:

AUu(BNC)={xz:xz€Aveyaxz e BNC}
={z:x€Aveya(r€Bvexec()}
={z:(re€Aveyaz e B)ve (x€ Aveyazx ()}
={z:(r€ AUB)ve (z€ AUC)}
= (AUB)N(AUC)
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

6.) AC B,C C B,ANC = () veriliyor. Bu kiimelerin bos olup olmamasima ve birbirlerine egit olup
olmamasina gore farkh biitiin durumlar: Venn semasi ile gosterin.

Coziim: Toplam 7 durum vardir. Sekilde 6 durum gdsterilmis olup son durum A = B = C = 0

durumudur.
B B B
A C A C
A=DRB C =B B

7.) Asagida kartezyen diizlemin A, B,C ve D altkiimeleri verilmigtir. Buna gore sirasiyla AN B, (AN
B)NC ve (AN B)N(C N D) kiimelerini Venn semas ile gosterin.
A={(r,y): 23>0}
C={(z,y):y=0}

B={(z,y):x+2y<6}
D={(zy):y-2=>0}

Coziim:

K%
354
X4

XX
&S
%
%
&R

N\

.v
00
2

%5
X

A Y

&
X
0500
S
KRR
5
%

X

LRI AATILIRIRKR o +2y =6
\0:0, SRR AT BRI y
N



Boliim 2. Kiimeler

Hiiseyin BILGIC

(AnB)N

000

(AN B)N (CN D)

~

rz+2y==6

000

8.) De Morgan Kurallarim ispatlaym. Yani (AUB) = A'NB’ ve (ANB)" = A’U B’ oldugunu gosterin.

Coziim:
(AUB) ={u:

={z:

(AnB) ={=

= {z:

r€(AUB) } ={z:2¢ (AUB)}

v¢Aver ¢ B} ={w:z€AvexeB }=ANB.
cx€(ANB) }={z:2¢ (ANB)}

r¢ Aveyar ¢ B} ={z:a2€ A veyaze B} =AUB.

9.) A\ B= A\ (AN B) oldugunu gosterin.

Coziim:

A\(ANB)=ANn(ANB) =An(AUB)=(AnAYUANB)=ANnB =A\B

——
0
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

10.) (A\ B)\ C = A\ (BUC) oldugunu gosterin.

Coziim:

A\ (BUC)=AN(BUC) =An(B'nC")=(ANnBYNC'=(A\B)nC'"=(A\ B)\C

11.) (AN B)N(A\ B) = 0 oldugunu gosterin.

Coziim:
(ANB)N(A\B)=(ANB)N(ANB)=(AnA)N(BNB)Y=ANn)=10

12.) (A\ B) N B = 0 oldugunu gosterin.

Coziim:

(A\B)NB=(ANnB)NB=AN(BNB)=An0=10
0

13.) A’\ B’ = B\ A oldugunu gosterin.

Coziim:

A\B ={z:zcAvex¢B }={z:0ecAvereB}={z:2cBvexs¢ A} =B\ A

14.) AC AUBve AN B C A oldugunu gosterin.

Coziim: “z € A = x € A veya z € B” 6nermesi her zaman dogru olur. (Yani € B olmasa da
dogrudur.) O halde A C AU B dir. Benzer gekilde x € AN B ise € A 6nermesi her zaman dogrudur.
O halde AN B C A dir.

15.) AC B= AU (B — A) = B oldugunu gosterin.

Coziim: A C Bise AUB = B ve AN B = A oldugunu biliyoruz. O halde
AU(B—-A)=Au(BnA)=(AUB)N(AuA)=BNE=B

—_—— —
B E

16.) AUB =0 = A ={ ve B = oldugunu gosterin.

Co6ziim: AU B = () olsun. A C AU B olacagindan A C () olur. Ayrica bos kiime her kiimenin alt
kiimesi oldugundan @ C A dir. Buradan A = () elde edilir. Benzer sekilde B = () dir.
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

17.) A ve B kiimeleri igin A C B <= AU B = B oldugunu gosterin.

Coziim: (=) Once A C B oldugunu kabul edelim. Bu durumda z € A = x € B dir. O zaman
reAUB=xc Aveyax e B=—=x € Bveyare B=z€B

olup AU B C B olur. Ayrica B C AU B her zaman dogru oldugundan AU B = B elde edilir.

(«<=) Simdi AU B = B oldugunu kabul edelim. A C AU B oldugunu biliyoruz. AUB = B oldugundan
A C B elde edilir.

18.) (A") = A oldugunu gosterin.

Coziim:

A={z:vecA}y={z:a¢ A} :{z:xecA)}=(4).

19.) AUB=FEve ANB=0 <= B = A’ oldugunu gosterin. (F : evrensel kiimedir)

Coziim: (=) AUB=FEve ANB =0 olsun. x € A’ = = ¢ A dir. Fakat € E olmal; yani
x € AU B olmalidir. O halde x € B olmali. Yani A’ C B dir. Simdi de

r€B= ANB =0 oldugundan v ¢ A=z € A’
olup B C A’ elde edilir. Sonug olarak B = A’ diir.
(«<)B=A=— AUB=AUA' = FE dir. Ayrica ANB=AnNA"=.

20.) A— B=0 <= A C B oldugunu gosterin.

Co6ziim: (=) A — B = () oldugunu kabul edelim. 2 € A alahm. 2 € B oldugunu gosterecegiz. Aksini
kabul edelim; yani x ¢ B olsun. Bu durumda z € B’ olur. O halde z € AN B’ = A — B olmalidir. Bu
bir geligkidir, ¢iinkii A — B = () kabul edilmistir.

(«<=) Simdi A C B kabul edelim. Bu durumda AN B = A olur. Simdi

A-B=ANB' =(AnB)NB' =An(BNB)=An0=10.

21.) AA(AN B) = A — B oldugunu gosterin.
Coziim: AN B C A oldugundan AU (AN B) = A dir.
ANANB)=(AU(ANB))—(AN(ANDB))
=A—-(ANB)=ANn(ANB) =An(AUB)
=(ANAYU(ANB)=0U(ANB)
=ANB =A-B.
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

22.) AAB =( <= A = B oldugunu gosterin.

Coziim: (=) AAB=0= (A—-B)UB-A) =)= A—-B=0veB—-A=()= AC B ve
B C A= A= B. (Not: A— B = () olmas i¢in gerek ve yeter sart A C B dir.)

(=) A=B = AAB = AAA = (AUA) — (ANA)=A— A=0.

23.) (AAB) = (A" UB)N (AU B') oldugunu gosterin.
Coziim:
(AAB)Y =[(A-B)U(B-A) = [(AnB)u(BnA)]
=(ANB)N(BNA)=(AUB)Nn(AUB’)

24.) AA(AUB) = B — (AN B) oldugunu gosterin.
Coziim: Egitligin sol tarafi en sade gekle getirilirse:
AN(AUB)=(AU(AUB))—(AN(AUB))=(AUB)-A
=(AUuB)NA =(AnAYuBNA)=0U(BnA)
=BnA
elde edilir. Simdi de esitligin sag tarafini sadelegtirelim:
B—(ANnB)=Bn(ANnB)=Bn((4AUB)
=(BnNA)YU(BNB)=(BNA)UD
=BnA.

Esitligin her iki tarafi da B N A’ oldugundan ¢oziim tamamlanmistir.

25.) A={A;:iel} ailesi verilsin. Her i € I icin 4; C B ise

U&QB

oldugunu gosterin.

Coziim:

re| JAi = 3Jielignae A =z € B (Ciinkii 4, C B)
i€l

26.) A ={A;:iecl} ailesi verilsin. Her i € I i¢cin B C A; ise B C ﬂ A; oldugunu gosterin.
i€l

Coziim: r€B==Viclignazc A (Qinki BC A;) =z |4
il
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Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

Coktan Secmeli Sorular

1.) A C B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

OA =B QR A\B=1 OACB OANB#0 O Higbiri
2.) A\ B = A olmas i¢in gerek ve yeter sart nedir?

OA=B OACB OBCA OB=10 & Hicbiri
3.) A=[0,2] ve B =[1,7] araliklar1 ise A A B ise agagidakilerden hangisidir?
4.) B={{0},0,0,{0,0} } olduguna gore asagidakilerden hangisi yanhgtir?

O{0vycB O{0,0}CB ovcnB O{{0}}cnB & Higbiri
5.) AAB kiimesi ile B kiimesinin tiimleyeninin simetrik farki hangisidir?

O A\B OBNnA O E\(ANB) R E\A O Higbiri
6.) ANB = Ave BNC = 0 ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

R ANC =10 OA=B OBUC=E OAUB=A O Hicbiri
7.) A ={A;:iel} ailesi verilsin. Vi € I i¢cin 2 € A; olmasi icin gerek ve yeter sart nedir?

Oze()A Oxzé()A ®z¢lJA O=zelJA O Hicbiri

iel iel iel icl

8.) A ={A4;:iel} ailesi verilsin. 3i € I icin B C A; ise agagidakilerden hangisi dogrudur?
OBC()4 ® BC|JA O(4i=B Ol J4aicnB O Hicbiri
i€l i€l i€l i€l
9.) Evrensel kiime ile AU B kiimesinin simetrik farki agagidakilerden hangisidir?

O AAB OANB OAUB R ANB O Hicbiri
10.) A ve B kiimeleri ayrik iki kiime olsun. s(A U B) =8, s(AN B’) =5 ise s(B) kagtir?
O4 X3 O5 O2 O Higbiri
11.) [(AU B) \ B] N A asagidakilerden hangisidir?
OANnB OANB X A\ B OANB O Higbiri

12.) Asagidakilerden hangisi dogru ise AU B = E her zaman dogrudur?

OBcCA R A CB OACA\B OANB#0 O Higbiri
13.) AN B = Aise AN B’ agagidakilerden hangisidir?

X0 O AUB O A OB\A O Higbiri
14.) A= {A;:ie1} ailesi verilsin. Her k € I i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur.

O4cN4 OUaca @MNAc o(ﬂ&)uk O Higbiri

icl el el el

15.) A ={A;:i e} ailesi verilsin. Vi € I i¢in = ¢ A; olmasi icin gerek ve yeter sart nedir?

26



Béliim 2. Kiimeler Hiiseyin BILGIC

OzelJa OzelJa/ Oze()A ®z (A O Higbiri

el iel iel icl
16.) Aile B ayrik ise (A\ B) U(EAA) nedir? (E: Evrensel kiime)
OAUB O A OB R E O Hicbiri
17.) (A\ B)A(B\ A) agagidakilerden hangisine egittir?
OA O B\A OANB OB & Higbiri

18.) AAB = A'AB’ esitligi hangi sartlar altinda dogrudur?
OA=0veya B=10 OANB=1 OA=B & Her zaman dogru O Higbiri

19.) A ve B kiimeleri ayrik iseler agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

OAAB=E OAAB=1 OA\B=1 OACB &) Higbiri
20.) A C B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

OA =B OACB OANB#0 ® A\ B =0 O Hicbiri
21.) A ={A;:iel} ailesi verilsin. Ji € I icin 2 € A; olmasi icin gerek ve yeter sart nedir?

Oze()A Rz (A OzelJa Oz¢lJA O Hicbiri

i€l iel iel iel

22.) AAB = AU B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

X Aile B ayriktir OA\B=10 O B\A=10 OA=B O Higbiri
23.) A\ B = B\ A olmas i¢in gerek ve yeter sart nedir?

OA=B=1 R A=B OAUB=E OANB=10 O Higbiri
24.) AU B = F ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

OACB OA=B OBUA=B OANB=0 ® Hicbiri
25.) AA (B)\ A) agagidakilerden hangisidir?

OA O B\A OANB O A\ B & Higbiri
26.) B={0,{0},a,{a},{1}} ise agsagidakilerden hangisi yanhgtir?

OobcB ObeB O{a}CB OA{a,0}CB & Higbiri
27.) A={A;:iel} ailesi verilsin. z ¢ ﬂ A; ise agagidakilerden hangisi dogrudur?

iel
Oz¢lJA OJiel,ze A QR Jielxec A Oze[)A O Hicbiri
iel iel

28.) (E\ A)N(E\ B) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart nedir?

OA=B Q AUB=E OA=B=0 OANB=10 O Hicbiri

29.) A'n (A’ U B') agagidakilerden hangisine egittir?
O ANB O A O AUB O A\ B ® Hicbiri

30.) X = (—1,4] ve Y = (—2,2) U {3} ise XAY hangisidir?
O (2, -1U24 O(2-1Du24 O (-2-1u24 O (-2,-1)U(24] & Hicbiri
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Bolum 3
Bagmtilar ve Ozellikleri

Tanmim 3.1 a ve b herhangi iki eleman olmak iizere (a,b) seklindeki bir ifadeye bir swrals ikili denir.

Burada a’ ya 1. bilesen; b’ye de 2. bilesen denir. Tki siral ikilinin esit olmasi sdyle tanimlanir:

’(a,b):(c,d) = a:cveb:d.‘

Dolayisiyla genelde (a,b) # (b,a) dir. Benzer sekilde (x1,x9,...,x,) seklindeki bir ifadeye bir sirals

n—lz denir.

Kartezyen Carpim

Tanmim 3.2 A ve B iki kiime olsun. Birinci bilegenleri A dan; ikinci bilegenleri B den olan biitiin sirah

ikililerin kiimesine A ile B nin kartezyen carpima denir ve A x B ile gosterilir. Yani
AxB={(a,b):ac Avebe B}.

Ozel olarak B = A ise:
AxA={(a,b):acAvebe A}

kiimesi yazilabilir ve bu kiime kisaca A? ile gosterilir. Genel olarak sirali n-lilerin kiimesi tanimlanabilir.
O halde
AxAx---xA=A"={(x1,22,...,20) 1 T1,..., 2, € A}

n—tane

yazabiliriz.

Kartezyen Carpimin Ozellikleri

Teorem 3.3 A, B,C ve D dort tane kiime olsun.
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1.) AxD=0xA=0

2.) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
3) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)
4) ACB=AxCCBxC

5) ACBveCCD=—AxCCBxD

Ispat 1.) Ax 0 = {(2,y): 2 € Avey e} kiimesi bogkiimedir; ¢iinkii y € 0 énermesi her zaman
yanhstir. Dolayisiyla “a € A ve y € ()" her zaman yanlistir. Benzer sekilde () x A = () dir.

Ispat 2.)

(r,y) e Ax(BUC) <= z€Aveye BUC

< z € Ave (y€ Bveyayec ()

< (x€Aveye B)veya(x € AveyeC)
< (z,y) € AXx Bveya (z,y) € AxC
<~

(z,y) € (A x B)U (A x C)

olup ispat tamamlanir.

Ispat 3)YpAgAr=(pAqg) A (pAr) denkligi kullamilirsa;

(r,y) e Ax (BNC) < z€Aveye BNC
< x€Aveye Bveye(C
< (r€AveyeB)ve(recAveyel)
<~ (z,y) € Ax Bve (z,y) € AxC
— (r,y) € (AxB)N(AxC)
olup ispat tamamlanir.
Ispat 4.) (z,y) e AxC=zcAveyeC=2cBveyec(C = (z,y) e BxC
olup ispat biter.
Ispat 5.) (z,y) e AxC=zcAveycC=x€Bveye D= (z,y) € Bx D
olup ispat biter. ]

Simdi de kartezyen carpimin birlegim ve kesigim iizerine dagilma &zelliklerini genel olarak ispatlayalim:

Teorem 3.4 A ={A;:icT}ve B={B;:jc J} aileleri verilsin.
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Béliim 3. Bagintilar ve Ozellikleri Hiiseyin BILGIC

) (Ufh)x Us|- U (x5

iel jeJ (i,9)eIxJ
iel jeJ (i,9)eIxJ
Ispat 1.)
(a:,y)E(UA,)X UBj <:>:z€<UA,~> ve y € UBj
icl jed il jeJ
— dicl,xcA;vedjecJycb;
— diclvedjecJaxcA veye B
<~ J(i,j) € I x J,(z,y) € A; x B;
— (z,y) € U (A; x By)
(3,5)EIXJ
Ispat 2.)
(m,y)E(ﬂAZ')x ﬂBj <:>x€<ﬂAZ> ve y € mBj
i€l jeJ i€l jeJ
— Vicl,xe€ A;veVjeJyec B;
— ViclveVjecJxcA; veyecB;
<~ V(Z,j) el x J,(.%,y) € A; x Bj
<~ (.’E,y) S ﬂ (Az X B])

(i.§)€IxJ
Ornek 3.5 A, B,C, D dért tane kiime olmak {izere:
1.) (AxB)N(C x D)= (ANC) x (BN D) esitliginin her zaman dogru oldugunu;

2.) (AxB)U(C x D)= (AUC) x (BU D) esitliginin her zaman dogru olmadigini gosterin.
Coziim 1.)

(x,y) € (AxB)N(C x D) <= (z,y) € Ax Bve (z,y) € CxD
— r€AveyeBvexeCveyeD
< (rc€Avexec(C)ve(yec BveyeD)
— x€ANCveye BND
— (z,y) € (ANC)x (BND)
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Béliim 3. Bagintilar ve Ozellikleri Hiiseyin BILGIC

Coziim 2.) A ={a,b},B={1,2,3},C ={b} ve D = {2,3,4} alinrsa esitligin dogru olmadig

goriiliir:

Ornek 3.6 A x (B\C)= (A x B)\ (A x C) oldugunu gosterin.
Coziim: y ¢ C = (x,y) ¢ A x C olacagindan;

(x,y) e Ax (B\C)=zecAveye B\C
—zx€AveyeBvey¢C
= (z,y) € AX Bve (z,y) ¢ AxC
= (z,y) € (Ax B)\ (Ax ().

Ayrica;

(z,y) € (Ax B)\(AxC) = (z,y) € Ax Bve (z,y) ¢ AxC
—xc€AveyeBve (r¢ Aveyay ¢ C)
— (r€eAveye Bvex¢ A)veya(z € Aveye Bvey¢ ()
—zxc€AveyeBvey¢C
= zecAveyec (B\CO)
= (z,y) € Ax (B\C).

olup iki kiimenin egitligi gdsterilmis olur.

ALISTIRMALAR

1.) Ax (BNC)=(Ax B)N (A x C) o6nermesinin dogru olmas: icin gerek ve yeter sart nedir?

Q Her zaman dogru O A=0 QOQA=B=C=0 OA=0veyaBNC =0 (O Higbiri
2.) “Ax (B\C)=(Ax B)\ (A x C)” énermesi i¢in agsagidakilerden hangisi dogrudur?

O Bazen dogru O Sadece A = () ise dogru Q) Her zaman dogru () Her zaman yanhg O Hi¢biri
3.) Ax (BUC) =0 olduguna gore agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?

OAUB=10 OBNnC=10 OBxC=0 RANC =10 O Higbiri
4.) Her A, B,C kiimesi igin p “Ax (BxC)=(AxB)x(C"ve ¢ “Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)”

1se:

O p,q:Dogru O p: Dogru, ¢: Yanlis Q) p: Yanlig, ¢: Dogru =~ O p,q: Yanlis O Higbiri
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5.) A, B ve C kiimelerinin eleman sayilar1 sirasiyla 12,8 ve 10 dur. Ayrica B ile C ayrik kiimelerdir.
Buna gore (A x B) N (A x C) kag elemanhdir.?

& Sifir O 180 O 24 O 12 O Higbiri
6.) A x B # () ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OANB#0 O AAB#0 OACB OANB=10 & Higbiri

(Dogru Cevap: AU B # () olabilir.)
7.) Her A,B,Ciginp: A/ x B '=(AxB) ve q: AxC C Bx(C = AC B dnermeleri i¢in hangisi
dogrudur?

O p,q¢Dogru O p: Dogru, ¢: Yanhs (O p: Yanhs, ¢: Dogru ) p,q: Yanhs (O Higbiri
8.) A x B = () ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

OA=0 OA=0veB=10 RANB =10 OB =F O Higbiri

9.) X xY =Y x X olmasi i¢in gerek ve yeter gsart nedir?
RX=0veyaY=0veya X=Y OXCYveyaY CX OX=Y O s(X)=s(Y) O Higbiri

Baginti

Tanim 3.7 A ve B birer kiime olsun. A x B nin bir alt kiimesine (bog kiime dahil) A’dan B’ye bir
bagint: denir. Eger A = B ise bu bagintiya kisaca A’da bir bagint: denir.

Ornek 3.8 A={a,b,c,d,e} ve B=1{1,2,4,6} olsun.

b1 ={(a,2),(a,4),(b,1),(d,1),(c,6) } C A x B olup A dan B’ye bir bagintidir
B2 = {(a,b),(b,b),(c,e) } CAx A olup A’da bir bagintidir

Tanim 3.9 5, A’dan B’ye bir bagnt: olsun. (Yani § C A x B olsun).

B ={(y,2): (z,y) € B}

bagintisina B'nin ters bagintist veya kisaca tersi denir. Bu durumda 8~ C B x A oldugu aciktir.

Tanim 3.10 5 C A x B olsun. Bir kartezyen diizlemde A’'min elemanlarimi yatay eksende; B’nin
elemanlarin1 da diisey eksende gosterelim. (x,y) € [ ise P(x,y) noktalarini igaretleyelim. Bu gekilde
elde edilen noktalar kiimesine 8'nin grafigi denir. Ayrica; A ve B kiimelerini Venn gemasi ile yanyana
gosterelim. (z,y) € B ise x’'den y'ye tek yonlil oklar ¢izelim. Boylece elde edilen gekle f'nin gemas:

denir.
Ornek 3.11 A= {a,b,c,d,e} ve B={1,2,4,6} olsun.

/8 = { (a7 1)7 (a74)7 (b76>7 (C7 6)’ (C7 2)7 (67 1)’ (674)}
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bagintisini grafigini ve gsemasini ¢izelim.

B
6 ° °
4 . °
2+ °
1 ° °
: A
a b c d e

Sekil 3.2: f'nin semasi.

Tamim 3.12 A, B,C, D dort tane kiime ve BN C # () olsun. 3 € A x B ve v C C x D olsun. S ile

~'nin bileskesi .0 ile gosterilir ve gbyle tanimlanir:

B ={(2,2): Iy € BNC igin (z,y) € B ve (y,2) €7} ]

Dikkat: 3 ile v'min bilegkesi, s6ylendigi sirada degil de v, seklinde yazilmaktadir.
Ornek 3.13 A={2,4,6,8},B={a,b,c,d,e},C={c,dye},D=1{1,3,5} olsun.

B ={(2,a),(2,¢),(6,c),(8,d),(2,e)} CAx B,
v={(c1),(d,3),(c,5),(e,1)} CC x D
= Y = { (2a 1)7 (2’ 5)’ (67 1)a (63 5)’ (8’ 3) }
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Bagimtin Ozellikleri

Bu kisimda 6zelligi incelenecek bagintilarin bir A kiimesinde tanimh oldugunu kabul edecegiz. (Yani

B C Ax A). Simdi bu 4 6zelligi tamimlayalim.
Tanim 3.14 5 C A x A olsun. Eger her x € A i¢in (x,z) € § ise f’ya yansiyan bir bagint1 denir.
Ornek 3.15 A ={1,2,3,4,5} olsun.

ar ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5),(5,1) } Yansiyandir
as =1{(1,4),(4,2),(2,2),(4,4),(5,5) } Yansiyan degildir

Not: (z,y) €  onermesi xfy seklinde daha kisa gosterilmektedir. (Bazi kaynaklarda yfSz yazilmak-
tadir.) Bu durumda

’,8 yansiyan <= Vz € A, xﬂx‘

oldugu gorilebilir.

Tanmim 3.16 A bir kiime ise x € A i¢in (z, x) seklindeki biitiin sirali ikililerin kiimesine A'nin kégegeni

denir ve 14 ile gosterilir. O halde:

’IA:{(ar,w):xeA} d1r.‘

Bu durumda da

’,8 yansiyan <= IAgﬁ\

oldugu kolaylikla anlagilir.

Tanim 3.17 3 C A x A olsun. Eger her (z,y) € 8 i¢in (y,x) € [ ise 8’'ya stmetrik bir bagint1 denir.

Buradan

f simetrik <= S =471

oldugu goriilebilir.

Ornek 3.18 A={1,2,3,4,5} olsun.

Ar=1{(1,1),(2,2),,3)} Simetriktir
B2 ={(1,3),(3,1),(2,2),(3,3),(5,5) } Simetriktir
B3 ={(1,5),(3,3),(3,4),(4,3) } Simetrik degildir
Ba=10 Simetriktir
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Tanim 3.19 5 C A x A olsun. x # y olmak tizere, eger her (z,y) € § icin (y,z) ¢ B ise f’ya ters

simetrik bir baginti1 denir. Buna denk olarak

V(iz,y) € B,(y,x) €eB=2=1y

Onermesi dogruysa [ ters simetriktir diyebiliriz. Buradan

 ters simetrik <= SNB~ 1 C Iy

oldugu gorilebilir.

Ornek 3.20 A={1,2,3,4,5} olsun.

m=1{44),(2,2),(3,3)} Simetrik ve ters simetrik
v =1{(1,3),(3,1),(4,5) } Simetrik degil, ters simetrik degil
73 =1(1,5),(5,1) } Simetrik, ters simetrik degil
v4=1{(1,3),(4,5)} Simetrik degil, ters simetrik
5 =0 Simetrik ve ters simetrik

Tamim 3.21 5 C A x A olsun. Eger her (x,y) € 8 ve (y,2) € B i¢in (z,2) € (3 ise B’ya gegigken bir

baginti denir. Buradan

’,8 gegigken <— (5,0 C ﬁ‘

oldugu goriilebilir.

Ornek 3.22 A= {1,2,3,4,5} olsun.

o1 ={(1,1),(3,4) } Gegigken
o2 =1{(1,3),(3,1),(1,1) } Gegigken degil, ciinki (3,3) ¢ o9
o3 =1{(2,3),(3,5),(2,5),(5,3),(5,5),(3,3) } Gecigken
o4 =1{(1,3),(4,5),(5,1) } Gegisken degil, ¢linkii (4,1) ¢ o4
o5 =1 Simetrik, ters sim. ve gecigken
Ornek 3.23 A = {1,2,3,4,5} kiimesinde sirasiyla; sadece yansiyan, sadece simetrik, sadece ters

simetrik, sadece gegigsken olan birer baginti yazin. Daha sonra 4 6zellige de sahip olan ve higbir 6zellige

sahip olmayan bagintilar: yazin.

Sadece yansiyan: (31 = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(3,4),(4,3),(3,5) }
Sadece simetrik: [ = {(1,2),(2,1) }
Sadece ters simetrik: 3 ={(1,2),(2,3)) }
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Sadece gegisken:  f4 = {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2), (4,5) }
Biitiin 6zellikler var: 85 = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5) } =14
Hicbir 6zellik yok:  Fs = { (1,2),(2,1),(1,1),(3,4) }

Not: 8, A’da bir baginti olsun. Buna gére

’5 yansiyan degil <= Ja € A, (a,a) ¢ ‘

| simetrik degil <= Ja,b€ A,a#b,(a,b) € B, (b,a) ¢ B |

’B ters simetrik degil < Ja,be€ A,a #b,(a,b) € 5,(b,a) € 5 ‘

’/6’ gecisken degil <= Fa,b,c€ A, (a,b) € B,(b,c) € B,(a,c) ¢ ‘

Ornek 3.24 Tamsayilar kiimesi Z'de “a3b <= 3‘ (a+2b)” gekline tanimlanan bagmtinin 6zelliklerini

inceleyin.

Coziim: (i) Her a € Z igin 3

(a + 2a) yani 3‘3@ olup afa dir. Yani bagint1 yansiyandir.
(i) (a,b) € f = 3((a+2b) — Ik € Z,a+2b =3k = 2a+4b = 6k = 2a+b = 6k —3b = 3(2k —b)
olup 2k — b € Z oldugundan 3‘(() + 2a) = (b,a) € B. Yani [ simetriktir.
(iii) (1,4) € B ve (4,1) € B oldugundan S ters simetrik degildir.
(iv)
(a,b) € 6:3‘(614—26) — Ik eZ,a+t2b=3k
(b,c) ﬁ:>3‘(b+20) — Im e Zb+ 2 =3m
Sagdaki egitlikler taraf tarafa toplanip gerekli diizenleme yapilirsa:

a+2c=3(k+m—0b) = k+m—b e Zoldugundan 3|(a + 2¢) = (a,c) € B

olup S geciskendir.

ALISTIRMALAR

1.) Z’de tamimlanan “afb <= b = a+ 1” bagintisimin 6zelliklerinin listesi agagidakilerden hangisidir?
(O Ters simetri, gecisme Q) Ters simetri O Gegigme (O Hicbir 6z. yok (O Higbiri

2.) N’de tanimh (z,y) € f <= “z asal veya < y ” bagintisinin 6zelliklerinin listesi nedir?

& Yansima (O Yansima ve gecisme (O Hicbir 6z. yok (O Yansiuma ve ters simetri () Higbiri

36



Béliim 3. Bagintilar ve Ozellikleri Hiiseyin BILGIC

3.) NT kiimesinde “ (a,b) € 8 <= a|2b” bagntisi i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?
(O Yansiyan degil O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegigken degil O Higbiri

4.) R kiimesinde “ (a,b) € 8 <= |a —b| =17 bagmtis1 icin asagidakilerden hangisi yanhgtir?
O Yansiyan degil O Simetrik O Ters simetrik degil O Gegigken degil & Higbiri

5.) A=1{1,2,3} kiimesi iizerinde yansiyan olan ka¢ tane bagint1 yazlabilir?

O 32 tane (O 16 tane (O 512 tane &) 64 tane O Higbiri
6.) o= { (17 2)7 (2,5),(5,3),(3,4), (5, 1) } ve § = { (27 6)7 (1,6),(3,6),(4,1),(5,2) } ise s(Box) = 7
X 4 O2 O3 O1 (O Hicbiri

7.) “Yansiyan olmadigy halde kendisi ile bilegkesi yansiyan olan bagintilar vardir” 6nermesi i¢in agagi-
dakilerden hangisi sdylenebilir?

O Yanhstir & Dogrudur (O Bir gey stylenemez O Onerme degildir (O Higbiri
8.) A =1{1,2,3}'min kuvvet kiimesi iizerinde = { (X,Y) : X #Y, X CY } bagntisi kag elemanidir?

O 12 O 17 O 16 O 13 & Higbiri
9.) N de “(a,b) € f <= a asal veya b asal veya a + b asal 7 geklinde tamimlanan bagintinin
ozelliklerinin listesi hangisidir?

O Gegigken & Simetrik O Gegigken ve simetrik (O Hicbir 6zellik yok (O Higbiri
10.) A = {0,1,...,8} kiimesinde affb <= |b® — a?| < 64 bagintisi i¢in asagidakilerden hangisi
dogrudur?

O Yansiyan degil (O Simetrik degil (O Ters simetrik Q) Gegigken degil (O Higbiri
11.) 2 elemanli bir kiime iizerinde simetrik olmayan ka¢ tane bagimnti yazilir?

O 4 tane O 5 tane O 6 tane (O 7 tane & Higbiri

12.) Bir A kiimesinde tanimlh bir 8 bagintisinin gegisken olmasi icin gerek ve yeter sart nedir?
Q BB C B OBUB I Cly OBNBCla O BB =1a O Higbiri
13.) E = {a,b,c} evrensel kiime olsun. P(FE) kuvvet kiimesi tizerinde 8 = { (X,Y) : X =Y’} bagmmtis1

kac elemanlidir?
(O 5 elemanh (O 6 elemanh O 9 elemanh O 10 elemanh & Higbiri

14.) a=1{(1,2),(2,4),(3,4),(1,4),(2,3) } ve v ={(4,1),(3,3),(1,2) } ise a7y kag elemanhdir?
O 3 elemanh O 4 elemanh &) 5 elemanh (O 6 elemanl O Higbiri

15.) Pozitif dogal sayilar kiimesi tizerinde affb <= 3|(a + 3) bagmtisi i¢in hangisi dogrudur?
O Yansiyan (O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegigken (O Higbiri

16.) Z’de tammh (z,y) € f <= “z + y ift veya x tek” bagintisinin 6zelliklerinin listesi nedir?
& Yansiyan, gecisken (O Yansiyan, simetrik O Yansiyan () Yansiyan, ters simetrik () Higbiri

17.) p’da var iken (,/’da da olmasi gereken 6zelliklerin listesi hangisidir?
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Béliim 3. Bagintilar ve Ozellikleri Hiiseyin BILGIC

O Yansima () Yansima, simetri @) Yansima, simetri, gegisme () Yansima, gegisme (O Higbiri
18.) R’de tamumh (z,y) € f <= “x tamsay1 veya y < 0 ” bagmtisinin 6zelliklerinin listesi nedir?

O Gegigken O Simetrik, gecigken & Higbir 6z. yok O Ters simetrik O Higbiri
19.) N* kiimesinde “ (a,b) € 8 <= a < 2b” bagint1 i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

O Yansiyan degil (O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegigken degil (O Higbiri
20.) NT kiimesinde “ (a,b) € 8 <= a < b veya bla ” bagint1 i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

(O Yansiyan degil O Simetrik O Ters simetrik Q) Gegisken degil O Higbiri
21.) Bir bagint1 simetrik ise bu bagintinin tersi icin agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?

O Yansiyandir O Ters simetriktir & Simetriktir O Gegigkendir O Higbiri
22.) A ={a,b} kiimesi iizerinde simetrik olup ters simetrik olmayan kag tane bagint1 yazlabilir?

O Yazilamaz O2 O3 X 4 O Higbiri
23.) a={(2,4),(7,1),(6,6),(6,4),(7,4),(4,1) } ve g ={(1,2),(2,6),(3,4),(1,7),(2,7) } ise a3 kag

elemanhdir?

O 4 elemanh (O 5 elemanh &) 6 elemanh (O 7 elemanh O Higbiri

24') a = {(l',y) 1$,y€R,ZE+y: 1} Veﬂ:{(z,y):x,yeR,x—y:?)} ise Boa: {(:E,y) :x,yE

R,...... } kiimesindeki bosluga ne yazilmalidir?

OQzxz—-—y=1 Ozxz+y=4 Ox+y=0 Rr+y=-2 O Higbiri
25.) A en az iki elemanl bir kiime ve @ = A x A ise « i¢in agagidakilerden hangisi yanhgtir?

O Yansiyandir Q) Ters simetriktir (O Simetriktir O Gegigkendir (O Higbiri
26.) N kiimesinde (a,b) € 8 <= “a + b ¢ift veya a asal” bagintisi i¢in hangisi dogrudur?

(O Yansiyan degil O Simetrik (O Ters simetrik O Gegigken & Higbiri
27.) N\ {0}'da 28y <= =z|(z + y) bagntisinin sahip oldugu ozelliklerin listesi hangisidir?

O Yansima ve gecisme (O Yansima ve ters sim. () Yansima ve simetri (O Yansima ) Higbiri
28.) Reel sayilar kiimesi R'de 28y <= |z — y| < 1 bagintis1 i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

Q) Gegigken degil O Ters simetrik O Simetrik degil (O Yansiyan degil O Higbiri
29.) Z’de (z,y) €8 <= 3|y?> bagmtisinin sahip oldugu 6zelliklerin listesi hangisidir?

O Ters simetrik (O Ters simetrik ve gegisken &) Gecigsken (O Simetrik ve gegisken (O Higbiri

30.) R'de aBb <= |a®—b3| <8 bagmtis icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
O Yansiyan degil O Simetrik degil (O Ters simetrik O Gegigken & Higbiri
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Adi, Soyadi: Numarasi: MT
MT107 SOYUT MATEMATIK I DERSI ORNEK ARASINAVI

1.) (p = ¢') = 1/ dnermesinin tablosunda bu énermenin bulundugu siitunda kag tane 1 vardir?
O 4 tane O 3 tane O 6 tane ) 5 tane O Higbiri

2.) (pAqg) = p' Onermesinin olumsuzu agagidakilerden hangisidir?
Op'ANg R pAg Op Vv Od¢Vp O Higbiri

3.) Asagidaki énermelerden hangisi dogrudur?
OFreRaz(z+6)=322+5 OVWmeN,/néd¢Z OJacQVa<—-1 Q VrecZ v2r2ec RO Higbiri

4.) Asagidaki énermelerden hangisi bir teoremdir?

Q@p= (Vg Op= (ANq Op= (") Op=0®Vag O Higbiri

5.) A’ C B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OB =4 OA\B=10 QR (AuB) =10 OANB=10 O Higbiri

6.) AAB = A olmas: i¢in gerek ve yeter sart nedir?
OA=B=10 OA=B OACB OA=0 & Hicbiri

7.) s(A) =6 ve s(B) = 11 ise AAB kiimesi en az ka¢ elemanhdir?

X5 O sifir O6 O9 O Higbiri
8.) A ile B kiimeleri ayrik ise A\ (A’ U B) ifadesinin en sade sekli nedir?

OB O AUB ® A OB\ 4 O Hicbiri

9.) AU B = FE olduguna gore A\ B kiimesinin tiimleyeni agagidakilerden hangisidir?
OA OB OF O B\A & Higbiri

10.) A= { A; :i € I} ailesi verilsin. 3i € I i¢in = ¢ A; olmasi igin gerek ve yeter sart nedir?

O[] ® ¢ (A Ox¢|Ja Ox¢lJas O Higbiri

el iel iel iel

Diger Sayfaya Geginiz
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Adi, Soyadi: Numarasi: MT

1 1
11.) I={1,2,3,...} vehern € I igin 4,, = [—, 1+ } kapali araligi ise hangisi dogrudur?
n n

®N4=01 OlJa=[-11 0ON4=[02 OJ4A=I[-10] O Hicbiri
icl el il i€l
12.) A x B = B olduguna gore agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?
OA=0 OA=B R B=0 OA#B O Higbiri

13.) (AN B) x C = () ise agagidakilerin hangisi her zaman dogrudur?
OCCAUB OAxC=0 OANB)UC#D OAUC#0D & Higbiri

14.) A =1{1,2,3,4,5} kiimesi {izerinde hig bir 6zelligi olmayan bir baginti en az kag elemanh olmahdir?

O5 O4 X 3 O2 O Higbiri

15.) p: “3 elemanh bir bagintinin kendisi ile bilegkesi bog kiime olabilir”, ¢ : “ters simetrik bir bagintinin

tersi de ters simetriktir” olduguna gore:
O p,q:Yanlis @ p,q: Dogru (O p: Dogru, ¢: Yanlis (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri

16.) Dogal sayilarda taniml “(a,b) € f <= 7| (a + 2b)” bagntist i¢in hangisi dogrudur?
O Yansiyan O Simetrik O Ters simetrik O Gegigken & Higbiri

17.) 3 elemanli bir kiime iizerinde yansiyan olmayan kag tane bagint1 yazilabilir?
& 448 tane (O 192 tane O 960 tane (O 64 tane O Higbiri

18.) Tamsayilar kiimesinde (a,b) € 8 <= “a ¢ift ve b tek ” bagmtisinin ézelllik listesi hangisidir?
(O simetri O ters simetri O gegigme Q) ters simetri ve gegisme O Higbiri

19.) N7 kiimesinde (z,y) € a <= =« } (y+1)ve (x,y) € 8 < x ‘ y seklinde iki bagint1 tanimlaniyor.

Buna gore agagidaki énermelerden hangisi dogrudur?

O (4,22) ¢ Bocx & (5,6) ¢ Bocx O (6,15) ¢ Bocx O (8,78) ¢ Bocx O Higbiri

20.) “Simetrik oldugu halde kendisi ile bilegkesi simetrik olmayan bagintilar vardir” ifadesi:
(O Dogrudur O Onerme degildir (O Bir gey stylenemez & Yanligtir (O Higbiri

NOT: Net puaniniz dogru cevap sayisindan yanlig cevap sayinizin dortte biri ¢ikarilarak hesaplanacak-
tir. Siire 75 dakikadir. Q) seklinde isaretleyiniz.
BASARILAR Yrd.Do¢.Dr.Hiiseyin BILGIC
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Bolum 4

Denklik Bagintilar:

Tamim 4.1 3 bir () # A kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. Eger 8 yansiyan, simetrik ve gecisken ise

B’ya bir denklik bagintist denir.
Ornek 4.2 Z tamsayilar kiimesi iizerinde
B ={(x,y): x — y cift tamsayidir }
geklinde tanimlanan bagint: bir denklik bagintisidir. Ciinkii
(i) Her z € Z igin  — x = 0 ¢ift olup zBx dir. Yani 8 yansiyandir.
(ii) (z,y) € p =z —ycift = y —x = —(z — y) cift olup (y,z) € B. Yani [ simetriktir.

(iii) (z,y) € B ve (y,2) € fp = = —y = 2k1,y — 2 = 2k olacak sekilde ki, ks tamsayisi var
= x — z = 2(ky + ko) ¢ift olup (x, 2) € 8 = (3 geciskendir.

Tanmim 4.3 [ bir A kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun. (x,y) € § ise y elemani x elemanina
(8 bagmtisina gore) denktir denir. x elemanina denk olan biitiin elemanlarin kiimesine z’in denklik

swnafi denir ve T ile gosterilir. O halde

T={ycA:(v,y)epft={ycA:zBy}.

Ornek 4.4 Tamsayilar kiimesinde

B=A{(zy):3|(x-y)}
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Béliim 4. Denklik Bagintilar: Hiiseyin BILGIC

geklinde tanimlanan bagint: bir denklik bagintisidir. Buna gore

4—y)t=1{...,-5,-2,1,4,7,...}
O0—y)}={...,—6,-3,0,3,6,...}
T={yezZ:3[(1-y)}t={...,-5,-2,1,47,...},
( ) b={...,—4,-1,2,5,8,...}
( ) b={...,—4,-1,2,5,8,...}

yazabiliriz. Iki denklik sinifinin ya birbirine esit ya da ayrik oldugu goriiliir. Ayrica farkl denklik simflar:
0,1 ve 2 dir. Bu denklik simiflarinin birlegimi de Z ye esittir.

Teorem 4.5 3 bir A kiimesi tizerinde bir denklik bagintis1 olsun.

(i) Her a € A icin @ # 0,
(ii) Her a,b € Aicin yaanb= () veya a = b,

(iii) A daki elemanlarin denklik siiflarimin birlesimi A y1 verir. Yani A = U a.
acA

Ispat (i) Bagmnt1 yansiyan oldugundan her a € A i¢in a € @ olup a # () dir.

iIspat (ii) a,b € A olsun. @ Nb = () ise ispat biter. @b # § olsun. Bu durumda @ = b oldugunu
gosterecegiz. ¢ € @N b alahm. O halde ¢ € @ ve ¢ € b dir. Simdi

x€a= (z,a) € B = (x,¢) € B, ¢linki (a,c) € 8 ve (B gegigken.

Ayrica (c,b) € B oldugundan (x,b) € 3 elde edilir. O halde = € b elde edilir. Benzer gekilde z € b =>
x € a ispatlanabilir. O halde @ = b dir.

Ispat (iii) A daki her eleman bir denklik sinifina ait olacagindan ispat aciktir. U

Tanim 4.6 [ bir A kiimesinde bir denklik bagintis1 olsun. § min A da belirledigi (ayirdigy) denklik

siiflarinin kiimesine A nin 8 ya gore bélim kiimesi denir ve A/f ile gosterilir. Yani
A/p={a:ac A}.
Ornek 4.7 Z tamsayilar kiimesinde 8 = { (z,y) : 3| (z — y) } denklik bagimtis1 verilsin. Buna gore
Z/p=1{01,2}.

Tanim 4.8 A bog olmayan bir kiime olsun. A= {A; i€} ailesi verilsin. Eger agagidaki sartlar

saglaniyorsa A ailesine A kiimesinin bir parcalanigt (ayrima) denir.
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Béliim 4. Denklik Bagintilar: Hiiseyin BILGIC

(i) Her i € I icin A; # 0,
(ii) Her i # j icin A; N A; =0, (Yani A; ler ikiger ikiger ayrik)

(iii) A ailesinin birlegimi A ya esit; yani

U&:A

i€l
Ornek 4.9 A={1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinin iki ayrim:
A={{1,4,5},{2,3},{6,8},{7}}, B={{1},{2},{6},{3,4,5,7,8}}.
Ayrica C = {{1,2,3,4,5,6,7,8} } = { A} ailesi de A mn bir ayrimidir.

Teorem 4.10 3 bir A kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun. S nin A da ayirdigr denklik simiflart
(yani A/B) A nin bir ayrimini olugturur. Tersine A nmin herbir ayrimi, verilen ayrimdaki her kiime bir

denklik sinifi olacak gekilde bir (ve sadece bir) denklik bagintisi belirler.

Ispat: A /f nin A nin bir ayrimin olugturdugu Teorem 4.5 de ispatlanmigtir. Simdi A nin bir A ayrimi
verilsin.

B={(z,y): “ziley, A ayrimindaki aym kiimeye aittir” }

seklinde tanimlanan bagnt1 bir denklik bagintisidir ve A/f = A dir. 0

Ornek 4.11 A = {a,b,c,d,e, f,g} kiimesinin bir ayrum A = {{a,e},{b,c,d, f},{g}} olarak

verilsin. Bu ayrimin belirledigi denklik bagintisi:

B ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e,e), (f, f)(9,9) (a,€), (e,a), (b,c), (¢c,b),
(b,d), (d,b), (b, f), (f,b), (¢, d), (d; ¢), (¢, [), ([, ), (d, ), (f,d)}-

Gergekten de 8 nin bir denklik bagintisi oldugu ve A/ = {E, B,y} =A oldugu goriiliir.

Not 4.12 Denklik bagintilar1 igin genelde ~, ~, ~, =2 = gibi semboller kullanilir. Eger boyle bir sembol
kullamilmigsa (z,y) €~ yerine x ~ y kullanmak daha kullamghdir. Bagint: simetrik oldugu igin y ~ x

ile x ~ y aymdir.

ALISTIRMALAR

1.) A=1{1,2,3,4} kiimesinde 8 = { (1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,1) } bagmtis1 veriliyor. 8 denk-

lik bagintist ise belirledigi ayrimi bulunuz.

43
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Coziim: f'min yansiyan, simetrik ve gecigken oldugu goriilmektedir. 1 ve 3 ayni denklik simifindadir.

2 ile 4 tek bagina birer denklik sinifi olugturur. O halde, f'min belirledigi ayrim:

{{1,33.{2},{4}}.

2.) Z'de By <= 2% — 2y = y? — 2z ile tamimlanan bagint: denklik bagintist midir? Denklik bagintisi

ise 6, —3 ve —8 denklik simflarin1 bulunuz. Hangi a € Z i¢in @ sadece bir elemanhdir?
Coziim: (i) z = y alinirsa 22 — 20 = 22 — 27 esitligi her zaman dogrudur. Yani 3 yansiyandir.
(ii) 2By = 2% — 2y = y? — 20 = y? — 2z = 2% — 2y = yBx olup S simetriktir.

(iii) 2By, yBz = x? — 2y = y? — 2z ve y? — 2z = 22 — 2y olup bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa
22—+t —22=9y -2+ 22—y = 2? — 22 = 20+ 2> = 2p2
olup f gecigskendir. Yani, 8 bir denklik bagintisidir.

6={yeZ:(6,y)eB}={yeZ:36—2y=y>—12}
={yeZ:y*+2y—48=0}={6,-8},

B={yeZ:(-3,y)eBt={yeZ:9-2y=y>+6}
={yeZ:y*+2y-3=0}={-3,1},

—8=1{6,-8}. (Ciinkii —8, 6'nin denklik simifindadir)

Simdi a € Z sabit bir say: ise:
E:{yEZ:(a,y)EB}:{an:a2—2y:y2—2a}:{QGZ:yz—i—Qy—aQ—Qa:O}

elde edilir. Bu kiimenin bir elemanli olmasi icin, y cinsinden verilen 2. derece denklemin tek kokli

olmasi, yani diskriminantinin sifir olmasi gerekir. O halde
A=4—4-(—a®>—-2a)=4a* +8a+4=(2a+2)*=0

denklemi ¢oziiliirse ¢ = —1 bulunur. —1 bir tamsay: oldugundan aranan say1 —1 dir.

3.) Nt x N* kiimesinde (z1,y1) = (72,¥2) <= z1y2 = Y172 seklinde bir bagnti tanimlaniyor. =
bagintisimn bir denklik bagintisi oldugunu gosterip (1,2) ve (2,3)’tin denklik simiflarini bulunuz.

Coziim: (a,b), (¢,d), (e, f) € NT x Nt olsun.
(i) (a,b) = (a,b) dir, ¢iinkii ab = ba dir.

(ii) (a,b) = (¢,d) = ad = bc = ¢b = da = (¢, d) = (a, b).
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(iii) (a,b) = (¢,d) = ad = bc
(c,d) = (e, f) = cf =de
= adcf = bede (Taraf tarafa carpilirsa)
= af = be (Clinkii ¢ # 0,d # 0)

= (a,b) = (e, f).

Sonug olarak = bir denklik bagintisidir. Denklik siniflarimi hesaplayalim:

L2 ={(d): (1L2) = (ed)} = {(ed):d=2c}
=1{(1,2),(2,4),(3,6),(4,8),...},

23)={(c.d): (2,3) = (c.d)} = { (c.d) : 2d = 3¢}
=1{(2,3),(4,6),(6,9),(8,12),...}.

4.) Z kiimesinde z = y (mod 5) bagntis: veriliyor. Bu bagintinin denklik bagintisi oldugunu gosterip

Z/= boliim kiimesini yaziniz.

Coziim: Her x € Z igin x = z (mod 5) dir. x =y (mod 5) = y = = (mod 5) oldugu agiktir. x = y
(mod 5) ve y = z (mod 5) ise x = z (mod 5) olur. Yani “= (mod 5)” bagntisi bir denklik bagmtisidir.
Farkli denklik siniflar1 5 tanedir. Bunlar:

0={yeZ:0=y (modb)}=1{...,-10,-5,0,5,10,...},
I1={yeZ:1=y (modb)}={...,-9,-4,1,6,11,...},
2={ye€Z:2=y (modb)}={...,-8,-3,2,7,12,...},
3={y€Z:3=y (modb)}={...,—-7,-2,3,8,13,...},
4={yeZ:4=y (modb)}={...,—6,-1,4,9,14,...}

O halde

5.) A={1,2,3,4,5,6} kiimesinin A = {{1,3,6},{2,4},{5} } ayrimimmn belirledigi denklik bagmn-

tisin1 yaziniz.

Coziim: Bu denklik bagintisina gore 1,3 ve 6 bir denklik sinifinda; 2 ve 4 diger bir denklik simifinda

olmalidir. Buna goére bu ayriminin belirledigi denklik bagintisi:

B={1,1),(22),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,3),(3,1), (1,6),(6,1),(3,6), (6,3), (2,4), (4,2) } .
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6.) A kiimesinde tamimh f; ve B2 denklik bagintilar: verilsin. (a) 81N 52 her zaman bir denklik bagintisi
midir? (b) 81 U B2 her zaman bir denklik bagintisi midir? Gosterin.

Coziim (a): B ve P2 yansiyan oldugundan, her a € A i¢in (a,a) € p1 ve (a,a) € B2 olup (a,a) € f1NP2
dir. Yani 1 N By yansiyandir.

(a,b) € B1 NPy = (a,b) € By ve (a,b) € Ba = P1 ve P2 simetrik oldugundan (b,a) € (1 ve
(bya) € By = (b,a) € B1 N P2 olup B N P2 simetriktir.

(a,b),(b,c) € B1 NP2 = (a,b),(b,c) € p1 ve (a,b),(b,c) € P2 = [1 ve P2 gegisken oldugundan
(a,c) € 1 ve (a,c) € By = (a,c) € B1 N P olup B1 N P gegiskendir.

Sonug olarak; aym kiime iizerinde tanimh iki denklik bagintisinin kesigimi her zaman bir denklik bagin-

tisidir.

Co6ziim (b): 1 U B2 her zaman bir denklik bagintisi olmak zorunda degildir. Mesela: A = {1,2,3}

ve 81 = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1) } ve B2 = {(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1) } alahm. 5 U By
gecisken olmaz, ¢iinkii (2, 1), (1,3) € f1 U By fakat (2,3) ¢ 51 U B.

7.) Rde 28y <= 23 +y = y> + x ile tanimlanan S bagintis: bir denklik bagintisi midir? Eger denklik

bagmtist ise 0 ve 2 denklik simflarimi bulunuz.

Coziim: (i) z = y alimirsa 2° + 2 = 23 + = esitligi her zaman dogrudur. Yani 3 yansiyandir.

(ii) 2y = 2 +y =9y + 2 = 3 + 2 = 2% + y = yBz olup S simetriktir.

(iii) 2By, yBz = 2>+ y = y> + 2 ve y> + 2 = 23 + y olup bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa
$3+y+y3+z:y3—l—x+23—l—y:>:c3+z:z3—i—$:>arﬁz

olup S gecigkendir. Yani, 8 bir denklik bagintisidir.

yeR: (0,y)eBYt={yeR:y=y"}={0,1,-1}.
yER:(2,y)65}2{y€R:8+y:y3+2}:{yeR:y3—y—6:0}

Simdi 2 € 2 olacagindan 2 sayis1 3 —y — 6 = 0 denklemini saglamalidir. Yani y* — y — 6 polinomu
y — 2 polinomuna kalansiz béliiniir. Bu bélme yapildiginda y? 4+ 2y + 3 bulunur. Bu polinomun reel
kokii yoktur, ¢iinkii A =4 — 12 < 0 dir. O halde:

2={yeR:yP—y—-6=0}={yecR: (y—2)(* +2y+3)=0} ={2}.

8.) Bir P kiimesinin bir ayrimi { A, Ag, A3} olduguna gore { A} X @, Az x Q, Az X @ } kiimesinin
P x @ kiimesinin bir ayrimi oldugunu gosteriniz. ( Q # ) dir. )
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Coziim: 7,5 € {1,2,3} olsun. { A, Ay, Az } kiimesi P nin bir ayrim oldugundan

(i) her i igin A; # 0 dir.
(ii) Z#]:AZQA]:@
(111) AiUAsUA3 =P

6nermeleri dogrudur. Simdi

(a) her iicin A; x Q # 0 dir, ¢linkii A; #0,Q # 0
(b) i#j= (A x Q)N (4; xQ) =(A4NA)xQ=10
0

(C) (AlXQ)U(AQXQ)U(AQXQ):(AlLJAQUAg)XQ:PXQ
P

olup ispat tamamlanir.

9.) Z'de afb<— 3‘(5@ +b) ile tanimlanan bagint1 bir denklik bagintisi midir? Denklik bagintisi

ise 0 ve 1 denklik siniflarini1 bulunuz.

Coziim: (i) a = b alinirsa 3‘(5@ + a) yani 3|6a her zaman dogrudur, ¢iinki 6a = 3(2a).
(ii) (a,b) € = 3)(5a+ b) = 5a + b = 3k olacak sekilde k € Z vardir. Her iki tarafi 5 ile ¢arparsak:
25a + 5b = 15k = 5b+ a = 15k — 24a = 3(5k — 8a) = 3|(bb + a), ¢iinkti bk — 8a € Z.

Yani (b,a) € B olup § simetriktir.
(iii) (a,b)€B=>3‘(5a+b)=>3keZ,5a+b:3k

(b,c) € p = 3‘(5b+c) = dm € Z,5b+c=3m
Sagdaki egitlikler taraf tarafa toplanip gerekli diizenleme yapilirsa:
5a + c=3(k+m —2b) = k+m — 2b € Z oldugundan 3‘(5CL—|—C) = (a,c) € B

olup S gecigkendir. Sonug olarak; g bir denklik bagintisidir.

0 {beZ:(O,b)GB}:{beZ:3’(O+b)}:{...,—6,—3,0,3,6,...}.
7= bez:u,b)eﬁ}:{bez:3](5+b)}:{...,_5,_2,1,4,7,...}.

10.) R de 28y <= |xr —y| < 1 ile tammlanan § bagmtisi bir denklik bagintist midir? Denklik bagintis:

ise 0 ve —2 denklik simiflarini bulunuz?
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Coziim: Bu baginti bir denklik bagmtis1 degildir, ¢iinkii (1,2) € 3, (2,3) €  fakat (1,3) ¢ 5 dur. Yani
bagint1 gecigken degildir.

11.) Z de 28y <= |22 — y?| < 5 ile tanimlanan (3 bagmtisi bir denklik bagintisi midir? Denklik
bagintist ise 2 ve —3 denklik simflarim bulunuz?

Coziim: Bu baginti bir denklik bagmtis1 degildir, ¢iinki (0,2) € 3, (2,3) € 5 fakat (0,3) ¢ 5 dir. Yani
bagint1 gecigken degildir.

12.) 3 elemanli bir A kiimesi iizerinde kag tane farkli denklik bagintisi yazilabilir?

O7 O8 O9 O 18 & Higbiri
13.) {{1,5},{2,3,4},{6},{7}} ayriminin belirledigi denklik bagmtisi ka¢ elemanhdir?

O 12 O 13 O 14 & 15 O Higbiri
14.) 4 elemanh bir A kiimesi iizerinde 6 elemanh kag tane denklik bagintisi yazilabilir?

O3 O4 X6 O8 O Higbiri

15.) g ={(1,1),...,(8,8),(1,2),(2,1),(1,7),(7,1),(2,7),(7,2) } bagintisinda ka¢ tane farkli denklik

sinifi vardir?
O4 Ob X6 Or7 O Higbiri
16.) R'de 28y <= 2?4+ Ty =y>+ Tz denklik bagintisi ise v/2 nin denklik smifi nedir?

O{v2}  O{v3vi-7}  O{v21-v2} @ {vZT-v3} O Hicbin

17.) R de 2y <= x? = 3 denklik bagmtisina gore hangi saymin (sayilarmm) denklik smifi bir

elemanhdir?

O FV2 O -1 O1 O 2 & Higbiri
18.) A ={1,2,3,4,5,6} kiimesinde zfy <= “x = y veya x +y = 6” denklik bag. tanimlansin.
Buna gore A/ kag elemanhdir?

O3 X 4 O2 O5 O Higbiri

19.) A=1{1,2,3,4} kiimesinde tanimli bir denklik bagintisinin eleman sayisi agagidakilerden hangisi

olamaz?

O 16 O4 06 08 ® Hicbiri
20.) Rde (z,y) € B <= 2% — 1% = z — y seklinde tamimlanan 3 bir denklik bagntisi ise 0 kag
elemanlhidir?

(O P denklik bagintis1 degil O1 O2 X 3 (O Higbiri

21.) 5, A’da bir denklik bagintisi ve a,b € A olsun. Asagidakilerden hangisi dogrudur?
Qa=b=acb Qbep=a=b Qanb=0=(a,b)¢B Oa#0 @ Hepsi

48



Bolim 5
Siralama Bagintilar:

Tamim 5.1 3 bir () # A kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. Eger 3 yansiyan, ters simetrik ve gegisken ise
B’va bir par¢aly siralama bagintist veya kisaca siralama bagintist denir. A kiimesine de (parcals)
stralanmas kdme denir. Siralama bagintilar genelde <, <, 5, <, 3 gibi sembollerle gosterilir. Ayrica
(z,y) €S ise bunu kisaca = < y seklinde yazar ve “< bagmtisina gore z,y den 6nce gelir” veya kisaca
“x,y den Once gelir’ geklinde okuruz. Ayrica “y, x den sonra gelir” ifadesi de kullanilabilir. Bu g&sterim

seklinin, daha once (z,y) € (B yerine xfy yazlan gosterim sekliyle uyumlu olduguna dikkat ediniz.

Tamim 5.2 < bagintisi bir A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. Eger z,y € A icin x < y veya
y < xise x ile y elemanlarina kargilagtirilabilir elemanlar denir. Eger A nin biitiin elemanlar1 <

bagintisina gore kargilagtirilabilir elemanlar ise; yani
Ve,yce A,z Sy veyay S

onermesi dogruysa, < bagintisina bir tam siralama bagintisi, A kiimesine de tam swralanmas kiime

denir.

Ornek 5.3 Dogal sayilar kiimesinde bilinen < bagmntisim diigiinelim. Bu bagint1 bir siralama baginti-
sidir. Glinkii, her z € N i¢in = < z olup < yansiyandir. Ayrica, x < y,y < x ise = y olup bagint1 ters
simetriktir. x < y,y < z iken z < 2z olup bagint1 gegigkendir. Ayrica her z,y € Nigin x <y veyay < x

olup bagint1 tam siralama bagintisidir ve N tam siralidir.
Ornek 5.4 A = {a,b,c} kiimesinin kuvvet kiimesi
P(A) ={0.{a},{b} . {c} {a b} {a,c} {bc} A}
iizerinde tanimlanan “C” bagintisin1 diiglinelim. Bagint1 siralama bagintisidir, ciinkii:
(i) Her X € P(A) i¢in X C X olup bagmti yansiyandir.
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(ii) X CY veY C X ise X =Y olup bagmt: ters simetriktir.

(ili) X CY veY C Z ise X C Z olup bagmt1 gegigkendir.

Bu bagint1 bir tam siralama bagintis: degildir, ¢iinkii, 6rnegin, { a,b } kiimesi ile { b, ¢ } kiimesi karg-

lagtirilamaz.

Tanim 5.5 Bir < siralama bagintisinin gemasi1 ¢ < y ve © # y icin x den y ye yukar: yonde bir ok
cizilerek elde edilen gekildir. Ayrica x < y ve y < z ise x den z ye ok ¢izilmez. Yani z < y olmas1 “x

den y ye yukar1 yonde oklar takip ederek gidilebilir” anlamina gelmektedir.

Ornek 5.6 A = {a,b,c,d, e} kiimesi iizerinde tanimlanan

B ={(a;a),(b,b),(c,c), (d,d), (e,e), (¢, d), (d; a), (¢, a), (¢, ), (b, a), (e, d), (e, a) }

N
NN

Ornek 5.7 Daha 6nce verilen N deki bilinen < siralama bagintisi ile A = {a,b, ¢} kiimesinin kuvvet

siralama bagintisinin gemasi:

kiimesi {izerinde verilen C siralama bagintilarinin gemalar: goyledir:

{a,b,c}

TN

2 {a,b} {a,c} {b,c}
1 {a} {b} {c}
0

AN

0

Tanim 5.8 < bagintis1 bir A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. a € A olsun. Her = € A i¢in
rSa=zr=a
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onermesi dogru ise a elemanina bir kigiik eleman (minimal eleman) denir. Yani A kiimesinde
a’dan 6nce gelen eleman sadece a ise a elemanina bir kii¢iik eleman denir. Benzer gekilde bir b €
A elemanindan sonra gelen elemanlar sadece b'nin kendisi ise b’ye bir biiytiik eleman (maksimal
eleman) denir. Yani, her € A i¢in

b<Sr=ux=0

onermesi dogru ise b’ye bir biiyilik eleman denir. Tamimdan da anlagilacag: gibi bir sirali kiimede kiigiik

ve biiyiik elemanlar birden fazla olabilir.

Tanmim 5.9 < bagintisi bir A kiimesinde bir siralama bagintist olsun. B C A olsun. Eger her z € B
icin b < x olacak gekilde bir b € B varsa b'ye B kiimesinin en kii¢tik eleman: (minimumu) denir.
Benzer gekilde, eger her x € B igin z < ¢ olacak gekilde bir ¢ € B varsa c’'ye B kiimesinin en
biiyiik elemant (maksimumu) denir. Yani bir kiimenin en kiiciik (biiyiik) eleman1 kiimedeki biitiin
elemanlarla karsilagtirilan ve kiimedeki her elemandan once (sonra) gelen elemandir. Bu elemanlar
sirasiyla min B ve maks B ile gosterilir. Tanimdan da anlagilacagi gibi bir kiimenin en kii¢iik ve en

biiyiik elemani (varsa) o kiimeye ait olmak zorundadir.

Teorem 5.10 Bir B C A kiimesinin minimumu ve maksimumu varsa bir tanedir.

< by dir. Ayrica

~

ispat: b1 ve by, B kiimesinin iki minimumu olsun. b; bir minimum oldugundan b;
bo de bir mininum oldugundan by < by dir. < bagintisi ters simetrik oldugundan b, = bs elde edilir.

~

Maksimumun (varsa) tek oldugu benzer gekilde ispatlanir. O

Ornek 5.11 A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinde z < y <= x‘y siralama bagntisina gore
A kiimesindeki kiigiik elemanlarin kiimesi {2,3,5,7} ve biiyiik elemanlarin kiimesi {6,7,8,9,10 }
dur. A kiimesinin en kiigiik ve en biiyiik elemani yoktur. min{2,4,8} = 2, maks{2,4,8} = 8 dir.
min{2,4,8,10} = 2 olup en biiyiik eleman1 yoktur. {2,5,10} kiimesinin en kiigik eleman: yoktur,
ama maks { 2,5,10 } = 10 dur. Ne en kiiciik, ne de en biiyiik elemana sahip bir kiime ise {3,5,6,10 }

dur. Tek elemanh bir { a } kiimesinin en kii¢iik elemani da en biiyiik elemam da a dir.

Tanim 5.12 < bagintist bir A kiimesinde bir siralama bagintisi ve B C A olsun. Bir ag € A ve her
z € B icin ag < x oluyorsa ag elemanina B i¢in bir alt sinir denir. Benzer gekilde, bir a; € A ve her
x € Bi¢in x < ap oluyorsa a; elemanina B i¢in bir st siner denir. Alt sinira sahip kiimelere alttan
swnarly kiime, (st sinira sahip kiimelere de tistten sinirls kiime denir. Eger B alttan sinirh bir kiime
ise, B nin biitiin alt sinirlarinin olugturdugu kiimenin en biiyiik elemanina (varsa) B nin en biyiik
alt sinery (infimumu) denir ve inf B veya ebas B ile gosterilir. Benzer sekilde, eger B iistten smirh
bir kiime ise, B nin biitiin iist sinirlarinin olugturdugu kiimenin en kii¢iik elemanina (varsa) B nin en
kiigiik st sinary (supremumu) denir ve sup B veya ekiis B ile gosterilir. Tanimdan da anlagilacag:

gibi bir B kiimesinin iist sinir1, alt sinir1, infimumu ve supremumu kiimeye ait olmak zorunda degildir.
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’sup B = ekiis B = min { B’nin biitiin iist smirlar1 } ‘

’inf B = ebas B = max { B’nin biitiin alt smirlar } ‘

Teorem 5.13 Bir B C A kiimesinin infimumu ve supremumu varsa bir tanedir.

Ispat: B kiimesinin infimumu (supremumu) B nin alt (iist) smrlarmin maksimumu (minimumu)
oldugundan ve bir kiimenin maksimumu (minimumu) eger varsa tek oldugundan (bkz. Teorem 5.10),

B kiimesinin infimumu (supremumu) varsa tektir.

Ornek 5.14 A = R alalim ve bilinen < siralamasini diisiinelim. By = [0,/3) olsun. Sifir veya negatif
bir say1 bu kiime igin bir alt siirdir. Yani B; in alt simrlarinin kiimesi (—o0, 0] olup bu kiimenin
maksimumu 0 oldugundan ebas B; = 0 dir. Benzer gekilde ekiis By = min[\/g, o0) = /3 diir. Simdi de
By kiimesi olarak 0 dan biiyiik biitiin rasyonel sayilar1 alahm. By nin alt simirlarimin kiimesi (—oo, 0]
olup ebas By = 0 dir. Bg nin iist sinirlarinin kiimesi bogkiime olup bu kiime iistten sinirli degildir, o

halde supremumu yoktur.

Tanim 5.15 A kiimesi bir sirali kiime olsun. Eger A nin bog olmayan her alt kiimesinin bir en kiigiik
elemani varsa A ya 1yt swralanmag bir kidme, buradaki siralama bagintisina da bir syt siralama

bagintist denir.

Ornek 5.16 N kiimesi bilinen < siralama bagmntisina gore iyi siral bir kiimedir, ¢iinkii her alt kiimesi-
nin bir en kiiciik elemani vardir. Tam sayilar kiimesi Z iyi sirah degildir ¢iinkii, 6rnegin, Z~ kiimesinin
bir en kiiciik eleman: yoktur. R de iyi sirali degildir, ¢iinkii (0, 1) acgik araliginin bir en kiigiik elemani

yoktur.

Teorem 5.17 Iyi sirah her A kiimesi tam siralidir.

ispat: x,y € A olsun. A kiimesi iyi sirali oldugundan { z,y } alt kiimesinin en kiigiik elemam vardir.
Bu eleman z ise x < y olup x ile y kargilagtirilabilir. Aksi halde y < 2 olup y ile z kargilagtirilabilir.
Her iki halde de bu iki eleman kargilagtirilir. O halde A tam siralidir. g

ALISTIRMALAR

1.) A kiimesi 30 sayisimn pozitif bolenleri olsun. A tizerinde “x < y <= x|y’ siralama bagimntisi
verilsin. A kiimesi bu bagintiya gore tam sirali midir? Iyi sirali midir? B = A\ { 1,30} kiimesinin en

kiiciik ve en biiyiik elemani var mudir? ekiis { 3,5} =7,ebas{3,5} =7
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Co6ziim: A ={1,2,3,5,6,10,15,30 } elde edilir. A kiimesi bu bagintiya gore tam siral degildir, ¢linkii
2 ile 3 kargilagtirilamaz. (2‘3 ve 3‘2 onermeleri yanligtir.) A kiimesi bu bagintiya gore iyi sirali degildir,
¢iinkii {2,3,5} altkiimesinin (< bagmtisina gore) en kiigiik elemani yoktur. B = {2,3,5,6,10,15}
oldugu agiktir. B kiimesinin en kii¢iik elemani 2 olamaz, ¢linki 3 ile karsilagtirilamaz. Benzer gekilde
diger elemanlar da en kii¢iik eleman olamaz. B kiimesinin en biiyiik elemani 15 olamaz, ciinkii 6 ile

kargilagtirilamaz. Benzer gekilde diger elemanlar da en biiyiik eleman olamaz.
{3,5} kiimesinin alt sinirlar kiimesi {1} dir. { 3,5} kiimesinin {ist sinirlar kiimesi { 15,30} dur. O
halde:

ekiis { 3,4} = min { 15,30 } = 15,

ebas{3,4} =max{1} =1.

2.) a) Iyi sirali bir kiimenin her alt kiimesinin iyi sirali oldugunu gosterin.
b) Tam siral bir kiimenin her alt kiimesinin tam sirali oldugunu gosterin.

¢) Tam sirali olan fakat iyi sirali olmayan bir kiimeye 6rnek veriniz.

Ispat: a) () # A kiimesinde bir siralama bagintisi verilsin. A kiimesi (verilen bagintiya gore) iyi sirah
olsun. B C A olsun. B = () ise B nin iyi sirali oldugu agiktir. B # ) olsun. X C B ve X # () olsun. X
kiimesinin en kii¢lik elemani vardir; ¢iinkii X C A dir ve A iyi siralidir. Secgilen X keyfi oldugundan B

nin bog olmayan her alt kiimesinin en kii¢iik eleman vardir. Yani B iyi siralidir.

Ispat: b) § # A kiimesinde < siralama bagmtis: verilsin. A kiimesi (bu bagmtiya gore) tam siral
olsun. B C A olsun. B = () ise B nin tam sirali oldugu aciktir. B # () olsun. z,y € B olsun. x < y ve
y < x Onermelerinden en az biri dogrudur; ¢iinkil x ile y, A'nin da elemanlaridir ve A tam sirahidir.
O halde z ile y kargilagtirilabilir elemanlardir. Secilen = ve y keyfi oldugundan B nin her elemani

kargilagtirilabilirdir. Yani B tam siralidir.

Co6ziim: ¢) Z tamsayilar kiimesinde bilinen < siralama bagintisi verilsin. Bu baginti bir tam siralama
bagintisidir; ¢iinkii her a,b € Z i¢in ya a < b ya da b < a dir. Yani, Z tam sirahidir. Bu kiime <
bagintisina gore iyi sirali degildir; ¢linkii mesela Z— = { —1, -2, —3,... } negatif tamsayilar kiimesinin

bir en kiigiik eleman yoktur.

3.) Aen az 2 elemanl bir kiime olsun. P(A) kuvvet kiimesi tizerinde tamimlanan “X <Y <= X CY”
bagintisinin bir siralama bagintisi oldugunu gosteriniz. P(A) kiimesi bu bagintiya gére tam sirali midir?

Neden? A bir elemanli bir kiime olsaydi P(A) kiimesi tam sirali olur muydu? Neden?

Coziim: Bu bagint1 bir siralama bagintisidir; ¢iinki
(i) Her X € P(A) i¢in X C X olup bagmnt1 yansiyandir.
(ii) X CY veY C X ise X =Y olup bagmt1 ters simetriktir.
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(ili) X CY veY C Zise X C Z olup bagnt1 gegigkendir.

P(A) kiimesi bu bagmtiya gore tam sirali degildir; mesela A = {a,b} alimirsa X ={a}ileY ={b}
karsilagtirilamaz.

A bir elemanlh olsaydi (mesela A = {a} gibi), o zaman P(A) = {0,{a}} olurdu. Bu durumda P(A)

nin tiim elemanlar: (toplam 2 eleman) birbiriyle karsilagtirihirdi. Yani P(A) tam sirali olurdu.

4.) R x R’de agagidaki gibi tanmimlanan bagint1 bir siralama bagintisi midir? Tam siralama bagintisi
midar?

(z,y) < (a,b) <= x<avey<b

Coziim: (i) Her (z,y) € R x R i¢in “z < x ve y < y” 6nermesi dogrudur; ¢iinkii z = = ve y = y dir.

O halde (z,y) < (z,y) dir. Yani bagint1 yansiyandir.

(ii) (z,y) < (a,b) ve (a,b) <X (z,y) 6nermeleri dogru olsun. Buradan:

N

r<avey<bvea<zveb<y

elde edilir. x < a ve a < z ifadelerinden & = a bulunur. Benzer gekilde; y < b ve b < y ifadelerinden
b =y bulunur. Yani (x,y) = (a,b) dir. O halde baginti ters simetriktir.

(iii) (z,y) < (a,b) ve (a,b) < (¢, d) dnermeleri dogru olsun. Buradan:
r<avey<bvea<<cveb<d

elde edilir. x < a ve a < c ifadelerinden x < ¢ bulunur. Benzer gekilde; y < b ve b < d ifadelerinden

y < d bulunur. Yani (z,y) < (¢,d) dir. O halde baginti gecigkendir.

Sonug olarak; < bagintisi bir siralama bagintisidir. Bu bagint1 bir tam siralama bagintis: degildir, ¢iinki

(1,5) ile (2,3) kargilagtirilamaz.

5.) A ve B tam siralanmig iki kiime olsun (bu kiimedeki bagintilar1 < ile gosterelim). A x B iizerinde

agagidaki tanimlanan bagint1 bir siralama bagintisi midir? A x B bu bagintiya gére tam sirali midir?
(al, bl) = (ag, bg) < a1 < ag ise veya a1 = ag iken by < by ise

(Not: a1 < ag ifadesi “a; < ag ve a; # a” anlamindadir.)

Co6ziim: Bir 6rnekle < bagintisini anlamaya ¢aligahm. A = {a,b, ¢} kiimesinde a < b < ¢ siralamasi
verilsin. B = {1,2,3} kiimesinde de 1 < 2 < 3 siralamasi verilsin. Buna gore A x B kiimesindeki

siralama bagintist g6yle yazilabilir:
(a,1) < (a,2) < (a,3) < (b,1) = (b,2) 2 (b,3) = (¢, 1) X (¢,2) < (¢, 3).
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Ax B kiimesindeki iki elemanin hangisinin 6nce geldigine bakilirken 6nce birinci bilegenlere bakilmakta;
birinci bilegenler esit ise ikinci bilegenlere bakilmaktadir. Bu ise sanki Tiirkce’deki iki harfli iki kelimenin
hangisinin sézliikte daha 6nce geldigine bakmaya benzemektedir. Bu yiizden bu tiir siralamalara “sozliik

siralamas1” denmektedir. Simdi, genel halde, yukarida tanimlanan bagintinin 6zelliklerini inceleyelim.

(i) Her (a1,b1) € A x B i¢in (a1,b1) = (a2, b2) olur; ¢linkii tanmunda (az, be) yerine (ai, by) yazihirsa
a1 < aj ise veya a1 = a; iken by < by ise

onermesi elde edilir. Bu 6nerme her zaman dogrudur; ¢iinkii “veya” nmin sag tarafi her zaman dogrudur.

(B tam sirali oldugundan b; < by dir). Yani baginti yansiyandir.

(ii) (a1,b1) =< (ag,b2) olsun. Ayrica (ag,b2) < (a1,b1) olsun. Simdi (a1,b1) < (a2,b2) olmast igin 3

durum vardir.

Durum 1: a; < ag : Bu durumda a; # ag dir ve aj,ay den 6nce gelir. Ancak bu durum, (ag,by) =

(a1,b1) olmasi ile celigir.

Durum 2: a; = az ve by < bg : Bu durumda b # by dir ve by, b den once gelir. Ancak bu durum,

(ag,b2) < (a1, b1) olmasi ile gelisir.
Durum 3: a; = az ve by = by : Bu durumda (a1, b1) = (ag,be) dir.
Sonug olarak, sadece 3. durum miimkiin oldugundan baginti ters simetriktir.

(iii) (a1,b1) < (a2, b2) ve (a2, b2) =< (as,bs) olsun. Oncelikle, asagidaki 3 durumu inceleyelim:
a; = az < as, a; < az = as, a; < az < as.

Bu 3 durumda da a; < ag olur; ¢linkii A daki siralama bagmntisi gegiskendir. O zaman (a1,b1) = (a3, b3)
oldugu agiktir. O halde a1 = a2 = a3 durumunu inceleyelim. Bu durumda b; < b2 ve by < b3 oldugu
aciktir. B deki siralama bagintisi gecigken oldugundan by < bs olur. Fakat bu durumda yine (a1, b;) <
(as, b3) elde edilir. Yani bagint1 gegigkendir.

Sonug olarak =< bir siralama bagintisidir. §imdi diger soruyu cevaplandiralim. X = (a1,b1) € A X B ve
Y = (ag,b2) € A x B verilsin.

Durum A: a; # ao iken: a1 < as ve az < a1 onermelerinden birisi mutlaka dogrudur, ¢iinkii A tam
siralidir. O halde (a1, b1) < (ag,b2) veya (ag,b2) = (a1,b1) dir. Yani X ile Y kargilagtirilabilirdir.

Durum B: a; = ag iken: B tam sirali oldugundan, ya by < be ya da by < by dir. O halde (a1,b1) <
(az,b2) veya (ag,b2) < (a1,b1) dir. Yani X ile Y kargilagtirilabilirdir.

Sonug olarak her iki durumda da A x B tam siralidir.

6.) A kiimesinde tamimli §; ve (3 siralama bagintilar: verilsin. (a) f; N B2 her zaman bir siralama

bagintist midir? (b) 1 U B2 her zaman bir siralama bagimtist midir? Aciklayin.
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Coziim (a): B ve P2 yansiyan oldugundan, her a € A igin (a,a) € p1 ve (a,a) € Bo olup (a,a) € f1NP2
dir. Yani 81 N B yansiyandir.

(a,b), (b,a) € p1 NP2 = (a,b),(b,a) € 1 ve (a,b),(b,a) € By = B ve B2 ters simetrik oldugundan
a = b olup B1 N Bs ters simetriktir.

(a7b)a <b7 C) S /31 N 62 = (av b)7(b7 C) € 61 ve (avb)a (b7 C) S 62 = 51 ve 62 ge§i§ken OldUgundan
(a,c) € B ve (a,c) € By = (a,c) € B1 N P olup B1 N Pa gegigkendir.

Sonug olarak; ayni kiime {izerinde tamiml iki siralama bagintisimin kesigimi her zaman bir siralama

bagintisidir.

Coziim (b): 81 U 52 her zaman bir siralama bagintisi olmak zorunda degildir. Mesela, A = {1,2,3}
ve 1 ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2) } ve 2 ={(1,1),(2,2),(3,3),(2,3) } alahm. 81 U B2 gegisken olmaz,
ciinkii (1,2),(2,3) € 51 U B2 fakat (1,3) ¢ 51 U fa.

7.) A=1{2,3,4,6,7} kilmesinde z 5 y <— y‘w bagintisina gore kiigiik elemanlarin kiimesi hangi-
sidir?
O {2,3,7} ® {4.6,7} 0 {2,3} O {4,6} O Hicbiri

8.) A=1{2,4,8,14} kiimesi tizerinde “z  y <= =z|y” siralama bagmtisina gore p : “A tam siralidir”,

q : “A iyi siralidir” 6nermelerinin dogruluk degerleri nedir?

O p,q:Dogru @ p,q: Yanhs (O p: Dogru, ¢: Yanhs (O p: Yanhs, ¢ : Dogru (O Higbiri
9.) R’ de bilinen < siralama bagmntisima gore (—1,1) U {3} kiimesi i¢in agagidakilerden hangisi
dogrudur?

Q) ekiis, ebas var (O ekiis, ebas yok () ekiis var, ebas yok (O ekiis yok, ebas var () Higbiri

10.) 4 elemanh bir A kiimesi iizerinde tanimlanan bir siralama bagintis: en fazla kag elemanl olabilir?

& 10 09 O7 O8 O Higbiri
1
11.) A = R kiimesinde bilinen < siralamasi verilsin. B = {x €Q: -3 <z < 4} olsun. Buna gore
ebas(B) ve ekiis(B) sirasiyla nedir?
1 1 1
X ——g Ve 4 O Yok ve 4 O —— Ve yok O 4ve Ty (O Higbiri

12.) A=1{2,3,4,5,6,8,9,10,14, 18,21 } kiimesi tizerinde “z 5y < =
agagidaki kiimelerden hangisinin ekiis’ii vardir?

O {34} O {45} O {56} O {6,8} & Higbiri

13.) R’de bildigimiz < siralama bagintisi verilsin. Buna gore p : “R tam siralidir”, ¢ : “R iyi siralidir”

y” siralama bagintisina gore

onermelerini dogruluk degerleri nedir?
O p,q:Dogru O p,q: Yanhs @ p: Dogru, ¢: Yanlis (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri

14.) A=1{1,4,5,6,8,10,16 } kiimesinde “x < y <= x|y" bagintisina gore kiiciik elemanlar nedir?
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O {1,456} {1} O {45} O{L5} O Higbiri
15.) 6 elemanli bir A kiimesi izerindeki bir siralama bagintisi en az kag elemanl olmalidir?
X 6 o7 O8 O9 O Higbiri

16.) Dogal sayilar kiimesinde bildigimiz < siralama bagmtisi verilsin? A = {z € N: 2 > 7} kiimesi

i¢in ebas A ve ekiis A i¢in hangisi dogrudur:

O yok, 7 O yok, yok 00,7 O 7, yok & Higbiri
17.) A=1{2,4,5,6,8,10,13 } kiimesinde “x < y <= z|y" bagmntisina gore biiyiik elemanlar nedir?

O {6,10} O {6,8,10} & {6,8,10,13 } O {5,8,10,13 } O Higbiri
18.) 3 elemanli bir A kiimesi iizerindeki bir siralama bagmntisi en fazla kag elemanl olur?

O4 O5 X6 o7 O Higbiri
19.) Rasyonel sayilar kiimesinde bildigimiz < siralama bagintisi verilsin? {x €Q:2>0,2<2?<49 }
kiimesin ebas’i ve ekiis’li igin hangisi dogrudur?

& yok, 7 O yok, yok 00,7 O 17, yok O Higbiri

57



Adi, Soyadi: Numarasi: MT
MT107 SOYUT MATEMATIK I DERSI ORNEK YARIYILSONU SINAVI

1.) p = (p A ¢') dnermesi agagidakilerden hangisine denktir?
pvd OpAg Op' Vg Od¢dvVp O Higbiri

2.) Evrensel kiime ile AN B kiimesinin simetrik fark: nedir?
OANB OANB OAUB O AAB & Hicbiri

3.) A ve B kiimeleri ayrik degilse agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

O A\ B#0 Os(AUB)>2 Q@ AAB#AUB Os(AxB)>2 (O Higbiri

4.) (A\ B) \ C kiimesinin tiimleyeni hangisidir?
OB UC'UA QR BUCUA OAUCUPB OC'UAUB O Higbiri
5) A={0,0,{0},{{0}}} ise asagidakilerden hangisi yanligtir?
O{{0}}ecA O{{0}}1cA O{0,0}cA ®{0,0}cA O Higbiri
6.) A={A4;:ieTl} ailesi verilsin. Eger z ¢ ﬂ A; ise agagidakilerden hangisi dogrudur?
iel

OViel,ze A, R Jiel,ze A OFiel,xe A Odiel,x¢ A O Higbiri

7.) A x B kiimesi en az bir elemanl ise agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?
O s(AUB) >2 OANB#0D Q s(AuB) >1 OA\B=10 (O Higbiri

8.) B={(2,6),(5,3),(1,4) } olsun. (5,6) € By« ise agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?
O (B,1) e O (5,3) €« O (3,6) € « O (5,4) € « & Higbiri

9.) N* kiimesinde “(a,b) € 8 <= 3|a” seklinde tanimlanan bagint1 i¢in hangisi dogrudur?
O Yansiyandir (O Simetriktir (O Ters simetriktir Q) Gecigkendir (O Higbiri

10.) Z’ de (a,b) € B <= “a=0b+1 veya b = a+ 1" bagtisinin 6zelliklerinin listesi hangisidir?
& Simetri (O Ters simetri (O Simetri, gecisme O Ters simetri, gecisme (O Higbiri

Diger Sayfaya Geginiz
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11.) Q da tammh (z,9) € 8 <= 923 + 2 = 993 + y bagintisina goére 1'in denklik sinifi nedir?
O{1,0,—-1} O{1,-3,3} {1} O B denklik bag. degil O Higbiri

12.) R de tanimli 28y <= 22?+3y = 2y?+3x denklik bagintisi ise hangi @ € R icin @ bir elemanhidir?
Oa=0 Oa=4/3 Oa=-3/4 Oa=-4/3 & Higbiri

13.) A = {{a,c,h} ,{b,d,e,f},{g,m},{k}} aynminin belirledigi denklik bagntis1 ka¢ eleman-
Lidar?

® 30 O 31 O 29 O 27 O Hicbiri

14.) 3, A’da bir denklik bagintisi ve a,b € A ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
Oa#b=a#b Os@=>2 Qacb=a=b Q (a,b)¢p < a#b (O Hicbiri

15.) R de asagidaki egitliklerle verilen bagintilardan hangisi bir denklik bagintisi tanimlar?
O, =v Q z(z+1) =yly+1) O zy =a? Oz =1yl O Higbiri

16.) A=1{2,3,4,6 }’da z|y bagmtisina gore iki elemanl altkiimelerden kag tanesinin ebas’ vardir?

& 4 tanesinin (O 3 tanesinin (O 5 tanesinin O 2 tanesinin O Higbiri

17.) p “Hem tam sirali hem iyi sirah kiime yoktur”, ¢:"Sonlu her kiime iyi siralidir” olsun. Buna gore
O p,q:Dogru @ p,q: Yanlis O p: Dogru, ¢: Yanlis (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri

18.) Reel sayilar kiimesinde bilinen < siralama bagintisina gore hangi kiimenin minimumu vardir?
1
O {m:nEN} OQt O {_nj—l:nEN} (04 {ﬂ%—%:neN} O Higbiri

19.) Q'da bilinen < siralama bagintisina gore {x €Q:z>0vel2<a? } kiimesinin ebas ve ekiis’ii

nedir?

O 12 ve yok O 0 ve yok O V12 ve yok O 0ve 12 & Hicbiri
20.) A={4,5,6,...,99} kiimesinde x‘y siralama bagintisina gore hangi kiime {istten smirhdir?

O {20,35} O {11,34} ® {4,21} O 21,49} O Hicbiri

NOT: Net puaniniz dogru cevap sayisindan yanlig cevap sayimzin 1/4’i ¢ikarilarak hesaplanacaktir.
Siire 75 dakikadir. Q) seklinde isaretleyiniz.
BASARILAR Yrd.Dog.Dr.Hiiseyin BILGIC
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Boliim 6
Fonksiyonlar

Tanim 6.1 A ve B bog olmayan iki kiime ve f C A x B olsun, yani f, A’dan B’ye bir bagint1 olsun.
Eger agagidaki sartlar gercekleniyorsa f ye A’dan B’ye bir fonksiyon (dontgiim, tasvir) denir.

(i) Her x € A igin (z,y) € f olacak sekilde bir y € B olmali; yani A’da f bagintina gore eglenmemis

eleman olmamali,

(ii) Her z € A igin (z,y1) € f ve (x,y2) € f = y1 = y2 olmali; yani A kiimesinde bir eleman iki

farkli elemanla eglenmemeli.

Bagka bir ifadeyle, A dan B ye bir f fonksiyonu; A nin her elemanini B nin bir ve yalniz bir elemanina
egleyen bir kuraldir. Eger f bagintisi A’dan B’ye bir fonksiyon ise bunu f : A — B gekline gosteririz.

Burada, A kiimesine f nin tanim ktimesi, B’ye de deder kiimesi denir.

Ornek 6.2 A= {a,b,c,d},B=1{1,2,3,4,5,6,7} olsun. Asagidaki bagmtilar1 inceleyelim.

fr=1{(a,3),(6,2),(c,7) }
fa={(a,1),(b,5),(c,6),(d,3),(¢,5) }
fz = {(a,6),(b,6),(c,6),(d,6) }
fi=1{(a,3),(b,1),(c,4),(d, 7) }

Burada f; fonksiyon degildir, ciinkii d elemani eglenmemistir. fo de bir fonksiyon degildir, ¢linki ¢
elemani iki farkh elemanla (6 ve 5 ile) eglenmistir. f5 ve fy, A’dan B’ye birer fonksiyon olup f3: A — B
ve fq: A — B yazariz.

Tanim 6.3 f : A — B bir fonksiyon olsun. (z,y) € f ise y elemanina z elemammnin f altindaki

goriintist denir ve y = f(x) yazilir. Yani;

f={(z f(z):z €A}
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yazilabilir. A daki biitiin elemanlarin f altindaki goriintiilerinden olugan kiimeye f nin goériinti

kiimesi denir ve G(f) ile gosterilir. Yani

G(f)={f(w) weA}={yeB:Twe A f(z)=y}.
Buna gore 6nceki 6rnekte G(f3) = {6} ve G(f4) ={1,3,4,7} yazlabilir.

Tanim 6.4 f : A — B bir fonksiyon ve M C A, M # A olsun. Eger g : M — B fonksiyonu
her x € M igin f(z) = g(x) sartim saghyorsa g fonksiyonuna f fonksiyonunun M alt kiimesine
kisitlanmage denir ve g = f’M yazilir. Benzer gekilde, A C D, A # D olsun. Eger h : D — B
fonksiyonu her z € A igin f(z) = h(z) sartin1 sagliyorsa h fonksiyonuna f fonksiyonunun D kiimesine

genigletilmigi denir. Bu durumda h’A: f oldugu agiktir.

Ornek 6.5 f : R —s R fonksiyonu f(z) = i

g(x) = x kural ile verilmisse g fonksiyonu f nin RT kiimesine kisitlanmigidir ¢iinkii her z € R* igin

kurali ile verilsin. ¢ : Rt — R fonksiyonu

_rHlz]  r+x

flay =20 = T =g = g(a),

Bu durumda g = f‘R+ yazilir.

Tanim 6.6 f: A — B bir fonksiyon olsun. Bir y € B i¢in f(x) = y ise z € A elemanina y nin bir

ters gériintiisi denir. y nin biitiin ters goriintiilerinin kiimesi f~!(y) ile gosterilir, yani

) ={zecA: fx) =y}

kiimesidir. Bazi y'ler icin f~!(y) kiimesi bos kiime olabilir. Ayrica Y C B ise Y’deki biitiin elemanlarin
ters goriintiilerinden olugsan kiimeye Y kiimesinin ters gériinti kiimesi denir ve f~1(Y) ile gosterilir.
O halde

i) ={zcA: f@)eY}i=]J W

yey

yazilabilir. f=1(y) = f~1({y}) oldugu agiktir. Ayrica f~1(B) = A yazilabilir.

Tanim 6.7 f: A — B bir fonksiyon ve X C A olsun.

JX) ={/@):eeX}={yeB:Irec X flx) =y}

kiimesine X kiimesinin gériintt kiimest denir. G(f) = f(A) oldugu acgiktir.

Ornek 6.8 f : R — R, f(z) = ST ve g : R — R,g(z) = 22 — 1 olsun. f([0,7]) = [0,1] ve

9((—2,00)) = [-1, 00) yazilr.
Ayrica f71((1,00)) = 0 ve g~ 1([0,10]) = [-V11, —1] U [1, V11] dir.
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Tanim 6.9 f ve g tamum kiimeleri A olan (yani aym olan) iki fonksiyon ve her € A i¢in f(z) = g(z)

ise f ile g ye egit fonksiyonlar denir ve f = g yazilir.

Ornek 6.10 f: N — Z, f(n) = (=1)" ve g : N — Z, g(m) = cos(mm) fonksiyonlar1 esittir. Fakat

2
—6
hiR-—RA(@)=z—2vet:R\{-3} R iz)=" 20
T+ 3
fonksiyonlari egit degildir, ¢iinkii tanim kiimeleri farklhidir.

Tanmm 6.11 f : A — A, her x € A igin f(x) = = geklinde tanimlanan fonksiyona A nin birim
(6zdeslik) fonksiyonu denir ve 14 ile gosterilir. A kiimesinin kogegeni olan Iy = {(z,z):x € A}

kiimesi ile 14 fonksiyonunun ayni oldugu goriiliir.

Tamim 6.12 f: A — B fonksiyonu bir b € B ve her z € A i¢in f(x) = b geklinde ise f fonksiyonu

bir sabit fonksiyon denir.

Tanim 6.13 f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger A daki farkl iki elemanin goriintiisii her zaman
farkli ise; yani

her 1,29 € A igin x1 # x9 = f(x1) # f(x2)

onermesi dogruysa f fonksiyonuna birebirdir (1—1) denir. Buna denk olarak, f nin 1-1 olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

’ her 1,29 € A igin f(x1) = f(xy) = x1 = 1:2‘

olmasidir diyebiliriz.

2 +5

Ornek 6.14 f:R — R, f(z) = fonksiyonu 1-1 dir, ¢iinki

o) = floa) = TS < LS

:>:C13+5:$23+5

3

— I

— 1 = T9.

Fakat g : R — R, g(z) = cos(2z) fonksiyonu 1-1 degildir, ¢iinkii f(0) = f(7) olup farkl iki reel

saynin goriintiisi aymdir.

Tanim 6.15 f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger her y € B i¢in f(z) = y olacak sekilde en az bir
x € A mevcutsa, yani B kiimesinde f bagintisina gore eglenmemis eleman yoksa, f fonksiyonuna bir

orten (tlizerine) fonksiyon denir. f oérten <= f(A) = B oldugu goriiliir.
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Ornek 6.16 f:R — R, f(x) = 72° — 11 fonksiyonu 6rtendir. Bunu géstermek icin verilen her y € R
i¢cin f(z) = y olacak sekilde x € R bulmaliyiz. y € R verilsin. Bu durumda

5y +11
7

€Tr =

secilirse f(x) = y oldugu goriiliir. (Verilen her y i¢in x bulunabilecegi agiktir.)

Simdi g : R — R, g(z) = e**! fonksiyonunu inceleyelim. y € R verildiginde z = Iny — 1 secildiginde
f(x) = y olmaktadir, ancak y < 0 ise bu durumda z bulunamamaktadir. Bu durumda, mesela y = —1

i¢in, g(z) = —1 olacak gekilde z olmadigindan g 6rten degildir.

Tanim 6.17 f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger f~! C B x A bagmtis: da bir fonksiyon ise f~1

bagmtisina f fonksiyonunun ters fonksiyonu (kisaca tersi) denir ve f~!: B — A yazlabilir.

Teorem 6.18 f: A — B fonksiyonunun ters bagintisinin da bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter

sart f nin 1-1 ve 6rten olmasidir.

Ispat: (=) f : A — B fonksiyonunun tersi de bir fonksiyon olsun. Her z1,25 € A icin f(z;) =
f(x2) = y olsun.

(zlay)v (m27y) € f = (yvxl)v (y7$2) € fil

= f~! bir fonksiyon oldugundan z; = z

olup f nin 1-1 oldugu gosterilmis olur. Simdi y € B verilsin. f~! : B — A bir fonksiyon oldugundan
(y,x) € f~! olacak sekilde sadece bir tane x € A vardir. Bu durumda f(z) = y olup y nin f altindaki

ters goriintiisii  dir. O halde f 6rtendir.

(<=) Simdi de f nin 1-1 ve érten oldugunu kabul edelim. f drten oldugundan f~! bagmtisina gére B

kiimesinde eslenmemis eleman yoktur. Ayrica

(y,21), (y,22) € f1 = (w1,9), (x2,y) € f

= f 1-1 oldugundan, z; = z9

olup f~! bagintina gore bir eleman birden fazla elemanla eglenmis olamaz. O halde f~! C B x A bir

fonksiyondur. O

Not 6.19 Eger f : A — B fonksiyonu 1-1 ve drten ise (yani f~! de bir fonksiyon ise) her y € B
icin f~!(y) kiimesi tek elemanl oldugu icin, yani y nin ters goriintiisii tek tiirlii belirlendigi icin,
f~(y) ifadesi “y nin ters goriintiiler kiimesi” degil de “y nin ters goriintiisii” olarak anlagilir. O halde

f fonksiyonu 1-1 ve értense, f(z) =y <= f~(y) = z yazlabilir.

Teorem 6.20 f: A — B fonksiyonu 1-1 ve érten ise f~! : B — A fonksiyonu da 1-1 ve drtendir.
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Ispat: f nin 1-1 ve érten oldugunu kabul edelim ve f~! in 1-1 ve 6rten oldugunu gosterelim. Her

Y1,Y2 € B icin

FHn) = ) = F(F o) = F(F 1 (2)

olup f~! fonksiyonu 1-1 dir. Simdi de z € A verilsin. f(z) =y € B dersek f~!(y) = z olup x in f~!

altindaki ters goriintiisiiniin y oldugu goriiliir. O halde f~! értendir. U

Tanim 6.21 f: A — B ve g : B — C iki fonksiyon ise f ile g nin (bagint1 olarak) bilegkesi de A

dan C ye bir fonksiyondur. Bu fonksiyona f ile g fonksiyonlarinin bileskesi denir ve g, f ile gosterilir.
gof ={(2,2): Iy € B,(z,y) € f,(y,2) € g}
olup y = f(x) yazilirsa z = g(y) = g(f(z)) olacagindan

(g05)(2) = g(f(x))]

kuraliyla verilir.

Teorem 6.22 f: A— B,g: B— C,h: C — D ii¢ fonksiyon ise ho(gof) = (hog)of dir.
Ispat: Her a € A icin
[0 (g0 )](a) = h((gof)(a)) = h(g(f(a))) = (hog)(f(a)) = [(hog)of](a)

olup ho(gof) = (hog)of esitligi elde edilir. O

Teorem 6.23 Birebir fonksiyonlarin bilegkesi birebir; érten fonksiyonlarin bilegkesi ortendir.

ispat: f:A— Bveg: B — C birebir fonksiyonlar olsun.

(90f)(a1) = (9o f)(az) == g(f(a1)) = g(f(az2))
— g birebir oldugundan f(a;) = f(a2)

= f birebir oldugundan a; = ao

olup go f fonksiyonu 1-1 dir. Simdi de f ve g nin 6rten oldugunu kabul edelim. gof : A — C oldugunu

hatirlayalim.

ce(C = g: B — C orten oldugundan 3 b € B, g(b) = ¢
= f: A — B orten oldugundan 3 a € A, f(a) =b

olup (gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = c oldugundan ¢ nin ters goriintiisi a dir. O halde g, f 6rtendir. O
Sonug 6.24 (i) f: A — B,g: B — C birebir ve értense (gof) ! = f~ 1,971 dir.
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(ii) f: A — B birebir ve oértense fof ' =Ig ve f~ f = I dur.
Teorem 6.25 f: A— B ve g: B — C iki fonksiyon olmak iizere

(a) gof orten ise g ortendir,

(b) gof birebir ise f birebirdir.

ALISTIRMALAR

1.) f: X — Y bir fonksiyon, A C X ve B C X olsun. Agagidakilerin dogru oldugunu gosterin:

i) f(AnB) C f(A)n f(B) ii) f(AUB) = f(A)U f(B)
iii) £(4)\ /(B) C f(A\ B) iv) AC B — f(4) C /(B)
ispat i.) ye f(ANB)=— Jz € ANBicgin f(x) =y

=z € Avex e Bolup f(z) € f(A) ve f(z) € f(B)
=y e f(A) vey e f(B)
—y € f(A)N[f(B).

ispat ii.) ye€ f(AUB)=3z€ AUBicin f(z)=1y
=z € Aveyax € Bold. f(z) € f(A) veya f(z) € f(B)
=y € f(A) veyay € f(B)
=y € f(AU[f(B).

Ayrica,

y € f(AUf(B)=y¢€ f(A) veyay € f(B)
— Ja; € Aigin f(x1) =y veya Jxg € B igin f(z2) =y
= x1 € AUB olup f(x1) € f(AUB) veya z2 € AU B olup f(z2) € f(AUB)
= f(z1) = f(z2) =y € f(AUB).

ispat i) ye f(A)\ F(B) = y € f(A) vey ¢ (B)
— Jzy € Aigin f(x1) =y ve Vo € Bicin f(x) #vy
= x1 ¢ B olmal
= x1 € A\ Bolup f(z1) € f(A\ B)
— y € f(A\B)
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Ispat iv.) A C B olsun.

ye€ f(A)=3Jzx e Aigin f(zx)=1y
= x € Bolup f(z) € f(B)
=y € f(B)

2.) f: A — B bir fonksiyon, X C B,Y C B olsun. Asagidakilerin dogru oldugunu gosterin.

i) X UY) =X UNY) i) fTHXNY) = HX) N fHY)
iii) f(fH(Y)) CY iv) fTH(B\X) = A\ f7H(X)

Ispat i.) g€ fYXUY) — f(a)e XUY
<= f(a) € X veya f(a) €Y
— ac fHX)veyaac fH(Y)
= ac [T UFTHY)

ispat ii.) a€fH(XNY) < flaeXnNY
— fla)e X ve fa) €Y
— acf ' (X)veac f1(Y)
= ac fIX)NFHY)

Ispat iif.) be f(FHY)) = Fa € fHY) igin f(a) = b
— a € f 1Y) oldugundan f(a) € Y

—beY

ispat iv.) Burada f~'(B) = A oldugu hatirlamirsa:

ac fTY(B\X) < fla)e B\ X
s f(a)€Bve fla) & X
— ac fY(B)vead f1(X)
= acfH(B)\fHX)
— ac A\ fUX)

3.) f: A — B bir fonksiyon ve X C A olsun. X C f~1(f(X)) oldugunu gosterin. Esitligin her zaman

saglanmasi icin gerek ve yeter sartin f nin 1-1 olmasi oldugunu gésterin.

Coziim: x€ X = f(z) € f(X)= 2 € f1(f(X)) oldugundan kapsama dogrudur.
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Simdi de her X C A icin X = f~1(f(X)) oldugunu kabul edip f nin 1-1 oldugunu gdsterelim.

ai,a2 € Aicin f(a1) = f(a2) =b = X = { a1} secelim
— f(X)={b} ve f 1 (f(X)) ={ai,a9,...} olur

— X = f71(f(X)) olacagindan a; = as olmalhdr.
Yani f 1-1 dir. Simdi de f nin 1-1 oldugunu kabul edelim. Simdi
ac fH (X)) = f(a) € f(X) = a € X (¢iinkii f 1-1)

oldugundan esitlik gosterilmig olur. (Dikkat: Genelde “f(a) € f(X) = a € X” onermesi dogru
degildir.)

4.) f: A — B bir fonksiyon ve X C B olsun. f(f (X)) € X oldugunu gosterin. Esitligin her zaman

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin f nin érten olmasi oldugunu gdésterin.

Coziim: =z € f(f1(X)) = Fye f1(X)icin f(y) =2 =y e f1X) oldugundan f(y) € X
dir. O halde x € X olup kapsama dogrudur.

Simdi de her X C B icin X = f(f~(X)) oldugunu kabul edip f nin érten oldugunu gésterelim.
X = B segelim — f{(X)=f"'(B)=A
— X = f(f (X)) olacagindan B = f(A) olmaldir.

= f ortendir.

Simdi de f nin érten oldugunu kabul edelim.

€ X = f 6rten oldugundan 3y € f~1(X), f(y) ==
— fly) € F(f71(X))
— z e f(f1(X))

olup X C f(f~1(X)) olur. (Dikkat: Genelde “z € X = Jy € f~1(X), f(y) = 2” Snermesi dogru

degildir.) Kapsamanin diger yonii her zaman dogru oldugundan ispat tamamlanir.

5.) f: A— B, g: B— C iki fonksiyon ve g, f birebir olsun. Bu durumda f birebir olmak zorunda

midir? ¢ birebir olmak zorunda midir? Ispatlayiniz.
Coziim: f 1-1 olmahdir, ispatlayalim: V a1, a2 € A igin
fla1) = flaz) = g(f(a1)) = g(f(az))
= (gof)(al) = (gof)(GQ)

= ¢of 1-1 oldugundan a; = ay
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olup ispat tamamlanir. g nin 1-1 olmas: gerekmez, mesela A = {a,b},B ={c¢,d,e},C={1,2,3} ve

f:{(a7c)7(b7d)}a g:{(071)7(d72)7(672>}7 gof:{(a,l),(b,Q)}

orneginde g, f 1-1 dir fakat g 1-1 degildir.

6.) Asagida N den Z ye tamimh f fonksiyonunun 1-1 ve 6rten oldugunu gosterin.

5, n cift ise;
n

flm) = { —"3=, ntek ise.

1

Coziim: Eglemenin agagidaki gibi yapildigy goriliir:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N N ST T TN SR A

0 -1 1 -2 2 -3 3 —4 4 -5
Once fmnin 1-1 oldugunu gosterelim. n,m € N i¢in f(n) = f(m) olsun.
Durum 1. n,m gift: Bu durumda n/2 = m/2 den n = m bulunur.
Durum 2. n, m tek: Bu durumda —(n+1)/2 = —(m + 1)/2 den n = m bulunur.

Durum 3. n tek, m ¢ift: Bu durumda m/2 = —(n 4 1)/2 den m + n = —1 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan bdéyle bir durum olamaz.

Durum 4. m tek, n ¢ift: Bu durumda n/2 = —(m +1)/2 den m +n = —1 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan bdyle bir durum olamaz.
Sonug olarak, f 1-1 dir. Simdi de f nin 6rten oldugunu gosterelim. y € Z verilsin.
Durum 1. y > 0: Bu durumda z = 2y secilirse, x ¢ift bir dogal say1 olup

f(z)=f(2y) = 273/ =y olup f ortendir.

Durum 2. y < 0: Bu durumda x = —2y — 1 secilirse, x tek bir dogal say1 olup

(—2y—1)+1 _

5 Y olup f ortendir.

fla) =f(-2y—-1)=—

7.) f : A — B birebir ve g : B — C 6rten ise gof birebir olmak zorunda midir? Orten olmak

zorunda midir? Aciklayin.

Coziim: A={a,b},B={cd,e},C={1,2}ve

f:{(a>c)a(b>d)}v g:{(072)7<d72)7(671)}a gof:{(aaQ)v(baQ)}
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ornegi incelendiginde iki cevabin da “hayir” oldugu goriiliir.

8.) 4 elemanl bir kiimeden 4 elemanli bir kiimeye ka¢ tane 6rten fonksiyon yazilabilir?

O 256 O 16 ® 24 O 64 O Hicbiri
9.) f: R —R, f(x) = 2~ o] olsun. Buna gore agagidaki fonksiyonlardan hangisi f nin R~ ye bir
kisitlanmgidir?
R g(z) ==z O g(z) =2z O g(z)=0 O g(z) =z/2 O Higbiri
10.) f:R — R, f(z) = 2% ise f71([4,9]) asagidakilerden hangisidir?
O -2.4 023 O [-3.3 O [-3.2U {3} ® Hichir

11.) Tanim kiimesinden R ye agagida verilen fonksiyonlardan hangisinin tersi de bir fonksiyondur?
O flx) =23 —Tx R flx) =23/4 O f(x) =tanz O f(x) = esin® O Higbiri
12.) Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin tersi de R den R ye bir fonksiyondur?
O h(x) =3" R g(z) =223 -3 Otx) =239z O f(z) =tanx O Higbiri

13.) 4 elemanli bir A kiimesinden 5 elemanli bir B kiimesine kag tane 1-1 fonksiyon yazlabilir?

O 20 X 120 O 720 O 3125 O Higbiri
14.) f: R — R, f(z) =2 -2z + 1lise f1([-1,9]) =?
Q [074] O [_174] O (_00’4] O [174] ® Higbiri
z+1

15‘) f,gR—)R,f(-T):l'2—1,g($):
kiimesi nedir?
1 3
® {0y} o{oi} 010.2) 0 {0) O Highiri
16.) Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin tersi de R den R ye bir fonksiyondur?
1
O h(z) = cos(1/x) Otlx) =2z O flz)=¢€" R g(x) =2% - = O Higbiri

olduguna gore (f,g~')(x) = 0 denkleminin ¢dziim

2
17.) 5 elemanl bir A kiimesinden 6 elemanl bir B kiimesine kag¢ tane 1-1 fonksiyon yazlabilir?
O 65 = 17776 ® 720 O 120 O 3125 O Higbiri
18.) f: R — R, f(z) = —2? + 1lise f~1([-1,4]) =?
O [0,1] O [-1,1] O (=00,0] O [1,v3] & Higbiri

1
19.) f,g: R — R, f(z) = 22 — 1,g(x) = x; olduguna gore (f,g~')(x) = 0 denkleminin ¢dziim

kiimesi nedir?

0 {01} O {01} ®{o,§} oy O Hichiri

20.) f : A — B bir fonksiyon olsun. p : VX, Y C B, f74(XNnY) = f74(X)nf4(Y) " ve
q:“AX CB, fY(B\X)# A\ f1(X)?” énermeleri veriliyor. As. hangisi dogrudur?
& p:Dogru, ¢:Yanhs O p,q:Dogru O p,q:Yanhs O p:Yanls, ¢:Dogru (O Higbiri

21.) Asagidaki fonksiyonlardan hangisi tanim kiimesinden R ye 1-1 dir fakat orten degildir?
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Of@=va  Of@=¢  Of@=vhz  Of@)=~ @ Hepsi

x
22.) f:R— R, f(z) = —z? ise f([-4,1]) =7
O [1.16 ® [-16,0] O [-4,-1] O [-1,0) O Higbiri
23.) f:Z — R, f(z) = x olsun. Agagidaki reel fonksiyonlardan hangisi f nin bir genisletilmigidir?

x2 — 2

O g(z) = |z| O h(z) = o R tx)=[z] Or(z)=x tanz-cotz (O Hepsi
24.) f:A— Bolsun. Her X,) Y CAicinp: “ f(XNY)=f(X)NfY) 7 veq:“ f(X)\f(Y)C
f(X\Y) ” 6nermeleri veriliyor. Buna gore:

O p:Dogru, g :Yanhsg O p,qg:Dogru O p,q:Yanhs & p:Yanlsg, ¢:Dogru (O Higbiri
25.) f:R— R, f(z) =2? —3ise f1([-4,1]) =7
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Bolum 7
Islem ve Ozellikleri

Tanim 7.1 A bos olmayan bir kiime ve f : A — A bir fonksiyon ise f ye A da bir birle islem
denir. Eger f : A x A — A bir fonksiyon ise f ye A da bir tkeli islem denir. Benzer sekilde
f:AXxAx---x A— A bir fonksiyon ise f'ye A’da bir n—Iz iglem denir.

n—tane

Ornek 7.2 A=R*TU{0} olsun. f : A — A fonksiyonu her 2 € A icin f(z) = v/ kurahyla verilsin.
f, A’da bir birli iglemdir. g : A x A — A fonksiyonu her (z,y) € A x A i¢in g(z,y) = = + y seklinde
verilen fonksiyon bir ikili iglemdir. Fakat z +— y veya x — y seklindeki bir kural A x A kiimesinden A’ya

bir fonksiyon tanmimlamadigi i¢in A’da bir ikili islem degildir.

Not 7.3 A x A'dan A’ya bir fonksiyon aslinda A nin iki elemaninin yine A nin bir elemanina egleyen
bir kuraldir. Bu nedenle A’da bir ikili iglemin tanimi “A mn iki elemaninin yine A nin bir elemanina

esleyen bir kural” olarak verilebilir.

Ornek 7.4 A={1,2,3} olsun. f : A x A — A fonksiyonu goyle verilsin:

(1,1) — 3, (2,1) — 1, (3,1) — 3
f:(1,2)—2, (2,2)—1, (3,2) —1
(1,3) — 2, (2,3)—2, (3,3) —1

Bu durumda f, A da bir ikili iglemdir.

Not 7.5 Bu boliimde sadece ikili iglemlerin 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu nedenle “ikili iglem” yerine
kisaca “islem” diyecegiz. Ikili iglemleri f, g harfi yerine genelde %, ®,x, ®, ®, o, O gibi sembollerle gostere-
cegiz. Ayrica ikili iglemleri elemanlarin ortasina yazacagiz, yani mesela bir 6nceki 6rnekte f(3,2) =1
yerine kisaca 32 = 1 yazacagiz. Eger f harfi yerine * sembolu kullanirsak bu ifadeyi 3% 2 = 1 geklinde
yazariz. Jimdiye kadar kullandigimiz toplama, ¢arpma, bdlme, kesigim, birlegim ve simetrik fark gibi

iglemlerin elemanlarin arasina yazildigina dikkat ediniz.
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Ornek 7.6 Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) {izerinde tanimlanan kesisim (N) ve birlesim (U)

islemleri birer ikili iglemdir.

Islemin Ozellikleri

f, A’da bir ikili iglem olsun. f’yi % sembolii ile gdsterelim.

Tamim 7.7 (Kapaliik Ozelligi) Her a,b € A icin a x b € A oluyorsa * iglemine kapalidir denir.

Islemin tanimindan anlasilacag: gibi ashinda bir iglem kapali olmahdir.

Tamim 7.8 (Birlesme Ozelligi) Her a,b,c € A icin

’(a*b)*c:a*(b*c)‘

onermesi dogruysa * igleminin birlegme dzellig: vardir veya kisaca * iglemi birlegmelidir denir.

Tanim 7.9 (Degisme Ozelligi) Her a,b € A icin

Onermesi dogruysa * igleminin degigme 6zelligi vardir veya kisaca * iglemi degigmelidir denir.

Tanim 7.10 (Birim (Etkisiz) Eleman Ozelligi) Her a € A igin

[axe=a ve exa=a]

gartini saglayan bir e € A varsa bu elemana * igleminin berim (etkisiz) elemant denir.

Tanim 7.11 (Ters Eleman Ozelligi) x iglemi birim elemani e olan bir iglem olsun. Eger, bir a € A

icin

’a*b:e ve bxa=ce

sartin1 saglayan bir b € A varsa bu b elemanina a elemaninin * iglemine gore tersi (kisaca tersi) denir

ve genelde a~ ! ile gosterilir.

Not 7.12 Ters eleman 6zelliginden bahsetmek i¢in birim elemanin olmasi gerekir. Ayrica her elemanin
tersi olmayabilecegi gibi baz1 elemanlarin birden fazla tersi olabilir. Bir a elemanmnin tersi icin a=!
gosterimi standart degildir. Mesela bir sayinin toplama iglemine goére tersi i¢ini —a kullanilmaktadir.
Bazen a’nin tersi icin a~! kullanilmasi 1/a ile karismaktadir. Bu durumda @ nim tersi icin @ veya o/

sembolii kullanilabilir.
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Tanim 7.13 (Dagilma Ozelligi) * ve A islemleri A’da tanimlanms iki ikili islem olsun. Eger her
a,b,c € Aigin

’a* (bAc) = (a*b)A(a*c)‘

onermesi dogru ise * igleminin A iglemi iizerine soldan dagilma ézelligi vardir denir. Eger her

a,b,c € Aigin

’(aAb) k¢ = (CL*C)A(Z)*C)‘

onermesi dogru ise * igleminin A iglemi tizerine sagdan dagilma oézelligi vardir denir. x igleminin
A iglemi iizerine hem sagdan hem de soldan dagilma ozelligi varsa kisaca dagilma d&zelligi vardwr

diyecegiz.

Ornek 7.14 Reel sayilarda tanimlanan carpma isleminin toplama iglemi tizerine dagilma 6zelligi var-

dir, ¢ciinkii her a,b,c € R icin
a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) ve (a+b)-c=(a-c)+(b-c)

onermesi dogrudur. Ancak toplama igleminin carpma {izerine dagilma &zelligi yoktur. Ayrica kiimeler
izerinde tamimlanan N ve U iglemlerinin birbiri {izerine dagilma 6zellikleri vardir, ¢iinkii her A, B,C

kiimesi icin

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ve (AUB)NC=(ANC)U(BNC)
onermeleri ile birlikte

AUBNC)=(AUB)N(AUC) ve (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
onermeleri de dogrudur.

Teorem 7.15 Bir * igleminde birim eleman (varsa) tektir.

Ispat: * igleminin e ve f gibi iki tane birim elemani olsun. e bir birim eleman oldugundan e x f = f

dir. Ayrica f bir birim eleman oldugundan e % f = e olmalidir. O halde e = f dir. O

Teorem 7.16 Birlesme 6zelligi olan bir  igleminde bir elemanin tersi (varsa) tektir.

Ispat: * igleminin birim elemani e olsun. a elemaninin b ve ¢ gibi iki tane tersi olsun. O halde
axb=bxa=axc=cxa=ce

yazabiliriz. Simdi;

b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c

olup b = ¢ oldugu gosterilmig olur. O
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Ornek 7.17 %« : Nx N — Nher z,y € N icin %y = 2 4 2y seklinde tammlanan islemin 6zelliklerini

inceleyelim.
i) Her a,b € N igin a x b = a + 2b € N oldugundan iglem kapalilik 6zelligine sahiptir.

ii) Her a,b, c € N i¢in
(axb)xc=(a+2b)xc=a+2b+2c ve ax(bxc)=ax(b+2c)=a+2b+4c

ifadeleri genelde egit olmadigindan (mesela ¢ # 0 iken) birlesme 6zelligi yoktur.
iii) 2% 7 =16 ve 7* 2 = 11 olup 16 # 11 oldugundan degigme 6zelligi yoktur.
iv) Her a € N i¢in

axe=a=— a+2e=a=—2e=0=— e =0 olabilir.

Ancak 0 * a = 2a olup birim eleman 0 olamaz. O halde birim eleman yoktur. (Ya da, her a € N i¢in
e * a = a denkleminin saglayan bir e € N bulunamaz, ¢iinkii e = —a bulunur ve birim eleman a’ya

bagli olamaz.)

v) Birim eleman olmadigindan ters elemandan stz edilemez.

Ornek 7.18 Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) fizerinde tanimlanan N isleminin 6zelliklerini in-
celeyelim. N : P(A) x P(A) — P(A) isleminin ozellikleri:

i) Her X,Y € P(A) icin X NY € P(A) dir, ¢iinkiit X CA Y C A= XNY C A dir. O halde iglem
kapalidir.

ii) Her X,Y,Z € P(A) icin X N(YNZ)=(XNY)N Z olup iglem birlesme &zelligine sahiptir.
iii) Her X, Y € P(A) i¢cin X NY =Y N X oldugundan islem degigsme 6zelligine sahiptir.

iv) Her X € P(A) igin X N A = X oldugundan ve iglem degisme 6zelligine sahip oldugundan birim

eleman e = A dir.

v) A'nin tersi A dir, ¢linkiit AN A=A =edir. Eger X # A ise
XNYy=YnX=A4
olacak gekilde bir Y € P(A) bulunamayacagindan X’in tersi yoktur. Yani sadece A'nin tersi vardir.

Not 7.19 Bir * isleminin degisme 6zelligi varsa, birim eleman bulunurken a x e = a ve e xa = a
denklemlerinden sadece birisini kullanmak yeterlidir. Benzer gekilde ters eleman bulunurken de axb = e

ve b*x a = e denklemlerinden sadece birisini ¢ézmek yeterlidir.

Ornek 7.20 Z tamsayilar kiimesinde a * b = a + b — 1 geklinde tammlanan islemin 6zelliklerini in-

celeyelim.

i) Her a,b € Z igin axb=a+b— 1 € Z oldugundan iglem kapahdir.
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ii) Her a,b,c € Z i¢in
ax(bxc)=ax(b+c—1)=a+b+c—2=(a+b—1)xc=(axb)x*c

oldugundan iglem birlegme &zelligine sahiptir.
iii) Her a,b € Z iginaxb=a+b—1=>b+ a — 1 = b*a oldugundan iglem degigmelidir.
iv) Her a € Z icin
axe=a=—=a+e—1l=a=—=e=1
elde edilir, ¢iinkii iglem degismelidir.

Viaxb=1=a+b—1=1=b=2—a olur. Islem degigmeli oldugundan b * a = 1 denklemini

cozmeye gerek yoktur. Her a € Z icin a=' = 2 — a € Z olup her tamsayimn tersi meveuttur.

Tanim 7.21 A ve B bos olmayan iki kiime olsun. ® : B x A — A seklindeki bir fonksiyona A da bir

dis islem denir.

ALISTIRMALAR

1.) Bir A kiimesinde tamimlanan A igleminin degigsme ve birlesme 6zelligi varsa, a,b,c,d € A igin
agagidaki egitligi gosterin:
(aAb)A(cAd) = [(dAc)Aa] Ab

Coziim: (dAc) Aa] Ab = (dAe) Aalsb) (Birlegsme 6zelligi oldugundan)
~——

= (aAb)A(dAc) (Degisme 6zelligi oldugundan)

= (aAb)A(cAd) (Degigme 6zelligi oldugundan)

2.) f1, fo, f3, fa, f5, fo : R\ {0,1} — R fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlansin:

1 r—1 1 T

i) =w h@ =15 K@) =" @) =g K@=y

fo(x) =1—a.

Buna gore { fi, fo },{ fus fs 3o L fus fa }o L fis f5 ¥ fi, fou f } Kiimelerinden hangileri fonksiyonlardaki
bilegke iglemine gore kapalidir?

Co6ziim: Bu 6 fonksiyonun iglem tablosu agagidaki gibi olugur:
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ol fi fo fs fa f5 Je
ol o fs fo fs fe
fo|fa f3 fi 5 fo Ja
fs|fs fi f2 fo f1 [5
falfa fo s i f3 [
fs|fs fa fo fo i f3
fe|fo 5 fa f3 f2 S

Tablodan anlagilacag: gibi kapali olan kiimeler: { f1, fa },{ f1, f5 }, { f1, fo, fs }

3.) Z'de aAb = |a| + |b] seklinde tamimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.
Coziim: (i) Her a,b € Z icin |a| + |b| € Z olup iglem kapaldir.
(ii) Her a,b,c € Z igin
(ab) e = (Ja] + [b]) S = [lal + [bl] + |e] = lal + [b] + |c],
als(bise) = ats (bl + [el) = Ja] + ||b] + el = la] + 6] +|e
olup esitlik dogrulanir. Yani birlesme 0zelligi vardir.
(iii) Her a,b € Z icin aAb = |a| 4 |b] = |b] + |a| = bAa olup degigme 6zelligi vardir.

(iv) —2 tamsayisi i¢in
(—2)he=2+e|] = -2

esitligi ¢oziilemez, ¢iinkii 2 + |e| > 0 dir. O halde birim eleman yoktur.

(v) Birim eleman olmadigindan ters eleman yoktur.

4.) Q x Q kiimesinde (a, b) * (¢,d) = (ac,ad + b) seklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

Co6ziim: (i) Her a,b,c,d € Q i¢in ac € Q ve ad+ b € Q olup (ac,ad +b) € Q x Q dir. Yani iglem
kapalidir.

(ii) Birlegme 6zelligi vardir, ¢linkii:

[(a,b) * (¢, d)] * (e, f) = (ac,ad + b) * (e, f) = (ace,acf + ad + b),
(a,b) x[(c,d) = (e, f)] = (a,b) x (ce,cf + d) = (ace,acf + ad + b)

esitliklerin sag tarafi egittir.

(iii) Degigsme o6zelligi yoktur, ¢linkii, 6rnegin
(2,3) % (4,5) = (8,13) fakat (4,5)(2,3) = (8,17).
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iv) Birim elemam (x,y) ile gosterirsek her (a,b) € Q x Q icin
(iv) (z,y) ile g (a,b) G
(a,b) * (z,y) = (a,b) = (az,ay +b) = (a,b) = axr = a,ay+b=b=2x =1,y = 0.

Ayrica
(1,0)* (a,b) =(1-a,1-b+0) = (a,b)
olur. O halde birim eleman (1,0) dur.

(v) (a,b) nin tersini (x,y) ile gosterirsek:

1 —b
(a,b)*(a:,y):(1,0):ax:1,ay+b:0:>x:a

(if) « (a,b) = <ia2—2> = (1,0).

Simdi, her elemanin tersi olmayip, a # 0 ise:

(a,0)"! = Cl_ab) .

5.) Z’de x ®y = xy + 2(x + y) + 2 seklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

Ayrica

Coziim: (i) Her z,y € Z igin zy + 2(x + y) + 2 € Z oldugundan iglem kapalidir.

(ii) Birlegsme 6zelligi vardir, ¢linkii:

(z0y)Oz=(zy+2x+2y+2)0z=ayz+2x2+2yz+ 22+ 2y + 4o+ 4y +4+22+2
=xyz+2xy+xzz+yz)+4(x+y+2)+6,
rO(yo0z)=20 (yz+2y+2z+2)=axyz+2zxy +2xz+2x + 20+ 2yz + 4y + 4z + 4+ 2
=zyz+2xy+zrz+yz)+4(r+y+2)+6
egitliklerin sag tarafi esittir.

(iii) Degisme 6zelligi vardir, ¢iinkii:
rOy=ay+2@x+y)+2=yr+2@y+2)+2=y0z.
(iv) Her x € Z igin
rOQe=ze+2r+2e+2=c=cex+2)+(x+2)=0= (z+2)(e+1)=0

denkleminin ¢6ziimii e = —1 dir. Degisme 6zelligi oldugundan birim eleman e = —1 dir.
(v) z in tersini y ile gosterirsek:

-3 -2

rQy=—-1=azy+2x+2y+2=-1=yl@+2)=-3-2r = y= 212
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elde edilir. Degigme 6zelligi oldugunda y © z = —1 denklemi de ayni sonucu verir. Her tamsayinin tersi

yoktur, ¢linkii y € Z olmahdir. Simdi:

=32z 94 1
v= r+2 x4+ 2
olup y € Z olmasi i¢in gerek ve yeter sart x + 2 = F1 olmasidir. O halde sadece x = —1 ve x = —3’iin

tersi vardir ve (—1)71 = —1 ve (=3)~! = -3 diir.

6.) R'de a ® b = Va2b? geklinde tamimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.
Coziim: (i) Her a,b € R igin a?b? > 0 oldugundan va2b? € R dir. O halde islem kapalidr.

(ii) Asagidaki esitliklerin sag taraflar egit oldugundan birlesme 6zelligi vardar:

(a®b)®c=Va2b2®c=/(a2?)c2 = Va2b2c2
a®(boc)=a0 Vb2 =/a2(b2c2) = Va2b2c?

(iii) Degisme 6zelligi vardir, ¢iinkii:
a®b=Va2? =Vh2a2=boa.
(iv) Birim eleman e ile gosterelim. O halde —3 reel sayisi igin
(—3)0e=—3= V92 = -3 = 3|¢| = -3

denklemi ¢oziilemez, ¢iinkii 3|e| > 0 dir. O halde birim eleman yoktur.

(v) Birim eleman olmadigindan ters eleman yoktur.

7.) Z’de a * b = b geklinde tanmimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.
Coziim: (i) a,b € Z ise a xb = b € Z oldugu aciktir. Yani iglem kapalidir.

(ii) Birlegsme 6zelligi vardir, ¢linkii

(axb)xc=brxc=c=axc=ax*(bxc).

(iii) Degisme 6zelligi yoktur, ¢iinkii

2x7=7 fakat Tx2=2.

(iv) Birim elemanin oldugunu kabul edelim ve e ile gosterelim. a = e+ 1 dersek a € Z ve a # e oldugu
aciktir. Simdi e birim eleman oldugundan a x ¢ = a olmalidir. Fakat a x e = e dir. Bu bir celigkidir, o

halde birim eleman yoktur.
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(v) Birim eleman olmadigindan ters eleman yoktur.

8.) Z’'de
{ a+b—2, a+ bgift ise
axb=

%b, a + b tek ise

seklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

Coziim: (i) a,b € Z olsun. a + b ¢ift ise a + b — 2 € Z oldugu agiktir. a + b tek ise, bu sayilardan
birisi tek, digeri ¢ifttir. Yani ¢arpiumlart ab ¢ifttir. O halde (ab)/2 bir tamsayidir. Sonug olarak, iglem
kapalidir.

(ii) Birlegme 6zelligi yoktur, ¢linkii

(4%x6)x1=8x1=4 fakat 4x(6*x1)=4%x3=6

(iii) a,b € Z olsun. a + b ¢ift ise, b + a da ¢ift olup:
axb=a+b—2=b+a—2=bxa.

Benzer gekilde, a + b tek ise, b + a da tek olacagindan

ab  ba
a*b—g—g—b*a

Yani, degigme 6zelligi vardir.

(iv) Birim eleman 2 dir, ¢iinkii a € Z verildiginde

2
a tek :>a*2:?a:a

acift — a*x2=a+2-2=a.

Ayrica degigsme ozelligi oldugundan 2 x a = a dir.

(V) a € Z verilsin. a nin tersine b diyelim. Burada 4 durum vardir: (Degisme 6zelligi oldugundan sadece

a * b = 2 denklemini ¢ozelim.)

Durum 1: a tek, btek = axb=2=a+b—-2=2=b=4—a
Durum 2: a ¢ift, b ¢ift = axb=2=—=0a+b0—-2=2=0bb=4—aqa
Durum 3: a tek, b ¢ift = a*xb=2= (ab)/2=2=b=4/a = a=F1

Durum 4: a gift, btek = axb=2= (ab)/2 =2 = b=4/a = a = F4

Yani @ nin tersi a~! = 4 — a formiiliiyle bulunur. Ancak burada 1, —1, 4, —4 sayilarinin tersleri ayrica

4/a formiiliiyle de hesaplanir. Yani bu dort sayinin ikiger tane tersi vardir.
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9.) Q'da a*b = ab+ 1 geklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.
Coziim: (i) Her a,b € Q igin ab+ 1 € Q olup islem kapahdir.

(ii) Birlegme 6zelligi yoktur, ¢ilinkii:
(axb)xc=(ab+1)xc=abc+c+1, ve ax(bxc)=ax(bc+1)=abc+a+1
ifadeleri genelde egit degildir. (a # c i¢in esit degildir.)
(iii) Degisme 6zelligi vardir, ¢linkii:
axb=ab+1=ba+1=bxa.

(iv) axe =a dan ae + 1 = a ve buradan e = (a — 1)/a elde edilir. Birim eleman a’ya bagh olamaya-

cagindan, birim eleman yoktur.

(v) Birim eleman olmadigindan ters eleman yoktur.

10.) Z'de a xb = a+ b — ab geklinde tanmimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.
Coziim: (i) Her a,b € Z igin a + b — ab € Z olup islem kapahdir.

(ii) Birlegme 6zelligi vardir, ¢linkii agagidaki egitliklerin sag taraflar esittir:

(axb)xc=(a+b—ab)xc=a+b—ab+c—ac—bc+abc=a+b+c—ab— ac— bc+ abe,
ax(bxc)=ax(b+c—bc)=a+b+c—bc—ab—ac+abc=a+b+c—ab—ac— bc+ abc

(iii) Degisme o6zelligi vardir, ¢iinkii:

axb=a+b—ab=b+a—ba=">bx*a.

(iv) Birim elemana e dersek:
axe=a=—=>at+e—ae=a=—=¢e(l—a)=0=¢e¢=0

bulunur. Ayrica degisme &zelligi oldugundan birim eleman e = 0 dir.

(v) a nin tersini b ile gosterisek ve degisme 6zelligini de kullanirsak:

1
axb=e—=a+b—ab=0—=0>b= ¢ =1+
a—1 a—1

bulunur. Ancak b € Z olmahdir. O halde a = 0 veya a = 2 olabilir. O zaman sadece 0 ve 2 nin tersi

vardir ve 071 = 0 ve 27! = 2 bulunur.
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11.) R’de agagidaki sekilde tanimlanan islemin 6zelliklerini inceleyin.

a+b, a>=bise
a*xb=
ab, a < bise

Coziim: (i) a,b € R verilsin. a > b olsa da a < b olsa da a + b € R ve ab € R olup iglem kapahdir.
(ii) Birlegsme 6zelligi yoktur, ¢iinkii:

(2x3)x5=6x5=11 fakat 2% (3%5)=2x15=230

(iii) Degisme o6zelligi yoktur, ¢linkii:

2x3=6 fakat 3%x2=25

(iv) Birim elemana e diyelim. O zaman a = e + 1 dersek e < a oldugu agiktir. Simdi:
exa=ea=a

olmalidir. Buradan e = 1 bulunur. O halde 3 x 1 = 3 olmalidir. Fakat 3 x 1 = 4 diir. Bu bir celigkidir,

yani birim eleman yoktur.

(v) Birim eleman olmadigindan ters eleman yoktur.

12.) Iki elemanl bir A kiimesinde kac tane farkl islem tanimlanabilir?
O 256 O4 X 16 O8 O Higbiri
13.) R* kiimesinde tanimlanan a % b = a® seklindeki iglem icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

O Kapali degil O Birlegme 6z. var (O Degisme 6z. var () Birim eleman var @) Higbiri

14.) Rasyonel sayilar kiimesinde her a,b € Q i¢in agagida tanimlanan kurallardan hangisi bir iglem

tamimlar? y
1 a‘—b
b C e
O (a + 1) ® m O V CL2 + b2 O a O Hl(;blrl
15.) Z'de a xb = a + b+ 9ab iglemi tanumlaniyor. Buna gore tersi olan elemanlarin kiimesi nedir?
1
& {0} O {0,-1} O Q{—g} O Higbiri

16.) Reel sayilar kiimesinde tamimlanan a * b = a + b — ab geklinde iglem i¢in agagidakilerden hangisi
yanligtir?

& Her elemanm tersi var O) Birlesme 6z. var O Degigsme 6z. var () Birim eleman var O Higbiri

17.) R’de agagida kurali verilen iglemlerin hangisinin birim elemani vardir?

OQaxb=sin(a-b) Qaxb=4"  Oaxb=a-|b|] Qaxb=a+2b—1 & Hicbiri
18.) Bir () # A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) iizerinde X *Y = X \ Y iglemi tamimlaniyor. Buna
gore:

O Her elemanin tersi var (&) Birlesme 6z. yok (O Degisme 6z. var (O Birim el. var O Higbiri
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19.) Z'de a xb = b geklinde tanmimlanan islemle ilgili hangisi dogrudur?
O En az iki elemanin tersi var O) Birlesme 6z. yok () Degisme 6z. var Q) Birim el. var@) Higbiri

20.) A kiimesinde bir * iglemi tamimlansin. Bazi elemanlarin birden fazla tersinin oldugu bilindigine
gore x ile ilgili ag. hangisi sdylenebilir?

O Degisme 6z. yok ) Birlesme 6z. yok O Birden fazla birim el. var () Kapali degil O Higbiri
21.) Biitiin kiimeler {izerinde tanimlanan A+ B = AU B iglemi i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

O Kapali degil O Birlegme 6z. var O Degigme 6z. yok (O Birim el. var () Higbiri
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Bolum 8
Cebirsel Yapilar

Tamim 8.1 Uzerinde en az bir islem tanimh olan ve bu isleme gére baz sartlar: saglayan kiimeye bir
cebirsel yapr denir. Eger A kiimesi iizerinde bir * iglemi tanimlanmigsa (A, ) ikilisine tek iglemli bir
cebirsel yapidir. Benzer gekilde, A bagka bir iglem ise (A, *, A) yapisi iki iglemli bir cebirsel yapidir. Eger
* ve A iglemleri A ve B kiimeleri iizerinde birer n-li iglem iseler o zaman (A, %) ve (B, AA) sistemlerine

ayns tirden sistemler denir.

Ornek 8.2 +:ZxZ — Zve - : Nx N — N birer ikili iglemdir. O halde (Z,+) ve (N, ) ayni tiirden

sistemlerdir.

Tanim 8.3 Bos olmayan bir S kiimesi iizerinde tanimlanan # igleminin birlesme ozelligi varsa (S, x)

sistemine bir yarigrup denir. Birim eleman olan yarigruplara da momnoid denir.
Ornek 8.4 (N, +),(N,-), (R, +), (RT,-) sistemleri birer yarigruptur.

Tanmim 8.5 G bog olmayan bir kiime ve %, G’de bir ikili iglem olsun. Eger agagidaki dort sart saglani-

yorsa (G, *) sistemine bir grup denir.

(i) Her a,b € G i¢in a x b € G. (Kapalilik)
(ii) Her a,b,c € G i¢in (a *b) *x ¢ = a * (b * ¢). (Birlesme)
(iii) Her a € G i¢in a x e = e * a = a olacak sekilde e € G vardir. (Birim eleman)

(iv) Her a € G i¢in a b = b a = e olacak sekilde b € G vardir. (Ters eleman)
Bunlara ilaveten eger

(v) Her a,b € G icin a x b = b* a (Degisme)
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ozelligi varsa (G, *) sistemine bir abelyen (degismeli) grup denir.

Not 8.6 Burada (iv) 6zelligindeki b elemanina a nin * islemine gore tersi denir ve genelde b = a1

seklinde gosterilir. Grup iglemi toplama ise (veya toplamsal bir gosterim gekli kullaniliyor ise) b = —a

ile gosterilir.

Ornek 8.7 (Z,+), (Q,+), (R, +) sistemleri birer abelyen gruptur. Ayrica (Q \ {0},-),(R\ {0},
sitemleri de birer abelyen gruptur. Her elemanin tersi olmadigindan (N, +), (N,-) ve (Z, ) sistemleri

bir grup degildir.

Ornek 8.8 A # () olmak iizere (P(A),U) sistemini diigiinelim. Kapallik ve birlesme 6zelligi kolaylikla
gosterilebilir. Birim eleman da ) dir. Ancak bu iglemde sadece birim elemanin tersi mevcuttur, ¢linki
X en az bir elemanl bir kiime ise

XUuY=YuX=090

sartin saglayan bir Y € P(A) bulunamaz. O halde (P(A),U) sistemi bir grup degildir.

Ornek 8.9 G = {3% : x € Z} kiimesinde 3% » 3¥ = 3%*¥ geklinde bir * iglemi tammlamyor. a,b € Z
icin @ + b € Z oldugundan 3% x 3% = 3% € G olur. Ayrica

3% % (3P % 3¢) = 3% x 30F¢ = gatbre — gatb, gc _ (30, 3b) 3¢

olup * isleminin birlesme 6zelligi vardir. Birim elemaninin 3° = 1 oldugu kolayca goriiliir. Her 3¢ € G

elemaninin tersi 37% € G elemanidir, ciinkii

3 %37 =3""%3"=3"=1.
Sonug olarak (G, x) sisteminin bir grup oldugu goriliir.
Teorem 8.10 (G, ) bir grup olsun.

a) G’nin birim elemani yeganedir.

b) Her elemanin sadece bir tane tersi vardir.

c¢) Her a € G igin (1)~ dir.

d) Her a,b € G igin (a*b)~! =b"!t xa~! dir.
Ispat a) Bir iglemde birim elemanin tekligi gosterilmistir. (Teorem 7.15)
Ispat b)  igleminin birlesme ézelligi oldugundan her elemamn tersi tektir. (Teorem 7.16)
Ispat c)rxy=ecveyxr=ecise r" ' =y oldugunu biliyoruz. Simdi

alxa=e ve axal=c¢
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1 1

olup z = a~! ve y = a dersek (a=!)~! = a oldugu goriiliir.

Ispat d) Simdi

(axb)x (b xaH=ax(bxb sat=axat=¢
——
(b lsxa Hs(axb)=btx(atxa)sb=b'xb=c¢
——

e

egitliklerinden ispat tamamlanir. O

Tanim 8.11 (G, ) birim eleman: e olan bir grup ve n € N olsun. Her a € G i¢in:

a) a' =a,
b) a2:a*a7a3:a*a*ay"'7a’n:an_l*a (n>2)
c) a’=e

d) a" = (@) (n>1)

seklinde tamimlanir. Bu tamimlar garpimsal gosterim sekli igindir. Toplamsal gosterim geklinde grup

islemi + ile ve bir a elemaninin tersi —a ile gosterilir. Bu durumda yukardaki tanimlar
lra=a, na=(n—-1)a+a, 0-a=e, (—n)a= —(na)

seklinde verilir.

n

Teorem 8.12 (G,*) bir grup ve m,n € Z olsun. Bu durumda her z € G igin (2™)" = =z

™k " = 2™ dir.

mn ye

Tanim 8.13 (G, *) bir grup ve § # S C G olsun. Eger (S, ) yapisi bir grup ise (yani S kiimesi de

ayni * iglemine gore grup oluyorsa) S’ye G'nin bir altgrubu denir.

Not 8.14 Eger S kiimesi bir altgrup degilse ya kapali degildir, ya birim eleman yoktur ya da S’deki

bazi elemanlarin tersleri S ye ait degildir. Ancak S C G oldugundan birlesme &zelligi S’de vardir.

Ornek 8.15 (Z,+) grubu (Q, +) grubun altgrubudur. (Q\ {0},-) grubu (R\ {0},-) grubunun alt-
grubudur.

Teorem 8.16 (G, ) bir grup ve S de G'nin bog olmayan bir altkiimesi olsun. S nin bir altgrup olmasi

icin gerek ve yeter sart her a,b € S icin a * b=! € S olmasidir.
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Ornek 8.17 G = (Z,+) grubu olsun. m € Z sabit bir tamsay1 olmak {izere mZ = {mk : k € Z} alt
kiimesini diigiinelim. a,b € mZ olsun. Bu durumda bir k1, ko € Z icin @ = mky, b = mks seklindedir.

Biz a * b~! € mZ oldugunu; yani a — b € mZ oldugunu gosterecegiz. Simdi, k; — kg € Z oldugundan
a—b=mky —mky =m(k1 — k) € mZ
olup Teorem 8.16 den dolay1 mZ bir altgrup olur.

Ornek 8.18 (G,*) bir grup ve a € G olsun. H = {x € G :a*x =z *a} kiimesinin bir altgrup

oldugunu gosterelim. z,y € H alalm. O halde axx =z xa ve a xy = y x a dir. Simdi

a*xy=1y*a— sagdanyfl ile,a=yxaxy !

1 1

— soldan ylile ,y lxa=axy"

olup y~! € H oldugu goriiliir. Daha sonra,
-1

-1 1

(xyxa=zx(y ' xa)=acx(axy ) =(rxa)xy™ = (ax2)xy =ax(zxy )

oldugundan z * y~! € H oldugu goriiliir. Teorem 8.16’den dolay1r H bir altgruptur. Aslinda bu altgrup

a elemani ile degigmeli olan elemanlarin kiimesidir.

Tanim 8.19 Bos olmayan bir H kiimesi iizerinde & ve © ikili iglemleri tanimlansin. Eger agsagidaki

sartlar saglaniyorsa (H,®,®) iki iglemli cebirsel yapisina bir halka denir.
a) (H,®) bir abelyen gruptur.
b) (H,®) bir yar1 gruptur.
¢) © igleminin @ tizerine dagilma ozelligi vardir.

Ornek 8.20 Bilinen toplama ve carpma islemlerine gére Z, Q,R ve C kiimeleri birer halkadir. Yine,
bilinen matris toplamasi ve matris carpmasi iglemlerine gore 2 x 2 tipindeki reel matrislerin kiimesi bir

halkadar.

Tanim 8.21 Bos olmayan bir H kiimesi lizerinde @ ve © ikili islemleri tanimlansin. & isleminin birim
elemanini O ile gosterelim. Eger agagidaki sartlar saglaniyorsa (H,®,®) iki iglemli cebirsel yapisina

bir cisim denir.
a) (H,®) bir abelyen gruptur.
b) (H\{0g },®) bir abelyen gruptur.
¢) © igleminin @ tizerine dagilma ozelligi vardir.

Ornek 8.22 Bilinen toplama ve carpma iglemlerine gére Q, R ve C kiimeleri birer cisimdir. Modulo 7
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ALISTIRMALAR

1.) Asagidaki kiimelerin yanlarinda verilen iglemlerle birlikte birer abelyen grup olusturup olugturma-

diklarini aragtiriniz.

a)Naxb=a—-1» b) R\ {0},axb=a/b
c) Q\{0},axb=2 d) Rt axb=2
0
e) G = ¢ :0# a € R ,, matris ¢carpmasi.
0 1/a

Co6ziim a) Bu sorudaki * kural dogal sayilar kiimesinde bir iglem tanimlamaz. Ciinki, 6rnegin 25 =
-3¢ N.

Co6ziim b) x iglemi birlesme ozelligine sahip degildir, ¢iinkii:

2 2 310
(2*3)*5:§*5:1—5 fakat 2*(3*5):2*523.
Cozlim c) Her a,b € Q\ {0} i¢in %b € Q\ {0} olup islem kapalidir. Islemin birlesme 6zelligi vardir,

¢linkii

Islemin degisme 6zelligi vardir, ciinkii

ab  ba
a*b—g—?_b*a.

Her a € Q\ {0} igin 2%xa = ax2 = 27“ = a oldugundan birim eleman 2 dir. Ayrica a nin tersi

4/a € Q\ {0} dir, ¢linkii
4
é>l<a:a>|<é:a—“:2,
a a 2
Sonug olarak: (Q\ {0} ,x*) bir abelyen gruptur.

Coziim d) Her a,b € R i¢in 2 € RT olup iglem kapahdir. Islemin birlesme ozelligi vardur, ¢iinkii

b b b
(a*b)*c:a—*c:gza*—cza*(b*c)
3 9 3
Islemin degisme 6zelligi vardir, ciinkii
axb= ab = ba =bxa
3
Her a € RT i¢in 3xa = ax3 = 2* = g oldugundan birim eleman 3 diir. Ayrica a nm tersi 9/a € R*
dir, clinkii
9
g*a:a*gzaia:3‘
a a 3

Sonug olarak: (R, *) bir abelyen gruptur.

87



Hiiseyin BILGIC
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Coziim e) Islemin kapali oldugunu gostermek icin, a,b € R\ {0} alalim.
ab 0

] € G,
0 1/(ab)

0 1/a 0 1/b

0 b 0
[a ] , :[ ]erjAB:A:
olur ¢linkii 1/(ab) # 0 dir. O halde iglem kapalidir. Matris ¢arpmasi her zaman birlesmeli oldugundan

[b O][a O] [ba 0 ] [ab
0 1/(ba) 0 1/(ab)

G’de de birlesmelidir. Simdi

0 1/b || 0 1/a

olup iglemin degisme ozelligi vardir. (Fakat, genelde matris ¢carpimi degigsmeli degildir.) 2 x 2 matrislerin

carpiminda birim eleman

10]
I, =

01

matrisidir. G nin tamiminda a = 1 alirsak Is € G oldugu goriiliir. 2 x 2 bir matrisin tersinin formiili

sOyledir:
1
a b B 1 d -b (B d— be £ 0 iso)
. “ad—be | e 4 ger a c ise
Bu durumda G deki bir A matrisinin tersi:
41| @ 0 :il 1/a 0 _ 1/a 0 cC
0 1/a az | 0 a 0 a

oldugu agiktir. Sonug olarak G bir abelyen gruptur.

2.) (G, *) bir grup olsun. Her a,b € G icin (a * b)? = a? * b? ise G’nin degismeli oldugunu gosterin

Coziim Her a,b € G icin

(axb)? =a’+b> = axbrxaxb=axaxbxb
(soldan a?! ile isleme koyduk)

= bxaxb=axbxb
(sagdan b~ ile isleme koyduk)

= bxa=ax*b

oldugundan iglemin degigme 6zelligi elde edilir.

3.) G={zeR:—1<z <1} kiimesi tizerinde

islemi tanimlaniyor. (G, ) sisteminin bir grup oldugunu gosterin
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Coziim: —1 < a,b < 1 oldugundan —1 < ab < 1 olup 1+ ab > 0 oldugu goriiliir. Jimdi

“-l<a<l=0< 1 Hb+1 b
1+ ab 14+ ab

-1<b<l1=0<b+1

elde edilir. Diger yandan:

-l<a<l=a—-1<0 —1)(1-=9% b
¢ ¢ e (a— 1)1 —b) <0 @ZDAZY etb
1< -b<l=0<1-b 1+ ab 1+ ab

olup —1 < ao.b < 1, yani iglem kapalidir. Birlesme 6zelligi vardir, ciinkii:
S e a4 bt abe

(aob)oc = a+b o= Ltab _
1+ab 1+‘11T;§ 1+ ab+ ac+ be

b+c> at+ & a+tabetbte

ao(boc) = ao< = 3 =
+
1+ bc 1 4 arrac 1+ bc+ ab+ ac

olup esittirler. Degisme 6zelligi vardir, ¢linkii:

o @ +b b+a b
asb = = = boa.
1+ab 1+ba
Birim eleman 0 dir, ¢iinkii:
a+0
=a.

Ooa = ao0 =
a=a 150

Her a € G icin a~! = —a € @ dir, ciinkii
_a—a _,

(—a)oa = as(—a) = 1—aZ

Sonug olarak: (G,, ) gruptur, ayni1 zamanda abelyen gruptur.

4.) (G, *) bir grup ve H de onun bir altgrubu olsun. a € G olmak iizere asagida verilen kiimenin de

bir altgrup oldugunu gosterin.
Kz{a*h*ailzhEH}.

a* hy % a” ' geklinde ve y = a * ho * a~! seklinde olmalidir.

Coziim: z,y € K alalim. O halde «
(h1,hg € H). Simdi H bir altgrup oldugundan Teorem 8.16 dan dolay1 hy x h; ' € H dir. O halde:
l=(axhixa Y x(axhytxat)

Tt =(axhyxa ) x(axhyxat)
-1

TxyY
1:a*h1*h2_1*a

=axhi* (@' xa)xhy' xa”
—ax(h1xhy')*xa

=hs€eH

l—gxhgxa e K

olup Teorem 8.16 dan dolay1 K, G nin bir altgrubudur.
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5.) G kiimesi 2 x 2 tipindeki tersi olan matrislerin kiimesi olsun. G’nin bilinen matris ¢arpimi ile bir
grup oldugunu biliyoruz. Asagida verilen H kiimesinin G'nin ve K kiimesinin de H’nin bir altgrubu

oldugunu gosterin.

e foreglo 1))
H = ta,b,ceRiac#0 3, K= hbeR ».
0 ¢ 01

d e]eHéY_l_llf —e]_ll/d —6/(df)]
0 f df | o d 0 1/f

Coziim:

olup

Xy_l_[a b”1/d —e/(df)]_[g -5+3 ],

0 ¢ 0o 1/f 0 F

¢iinkil a, d, ¢, f sifir olmadigindan (a/d)(c/f) # 0. Teorem 8.16 dan dolay1 H, G nin bir bir altgrubudur.
Benzer sekilde

1 b
X = €KY =
0 1

1 ¢ ., 1] 1 —c
EK=Y =
0 1 Llo 1

1 10 1 —c 1 b—c
XY ' = = ek
0 1 0 1 0 1

oldugu agiktir. Teorem 8.16 dan dolay1r K, H nin bir bir altgrubudur.

olup

6.) G = { a+b/5:a,beQ,a#0veyab#0 } kiimesinin bilinen ¢arpma iglemine gére bir grup
oldugunu gosterin. (ipucu: a,bc,d€Qicina+bV/b=c+dVs < a=cveb=4d.)

Coziim: 0 = 0+ 0v/5 olup 0 € G olmas: icin gerek ve yeter sart @ = b = 0 dir. G nin tanimindan ve
verilen ipucundan dolay1 0 ¢ G olur. Simdi a,b,c,d € Q igin 2 = a + bV/5 € G,y = ¢ + d\/5 € G ise

zy = (a4 bV5)(c+ dV5) = (ac+ 5bd) + (ad + be)V5
€Q €Q

olur. Ayrica x,y € R olup sifir olmayan iki reel sayimin ¢arpimi sifirdan farkh olacagindan xy € G olur.
Reel sayilardaki ¢carpma iglemi birlesmeli ve degigsmeli olup G’de de aym 6zelliklere sahiptir. Carpmanin
birim eleman: 1 olup 1 = 14 0v/5 € G oldugu aciktir. Simdi ters eleman bulalim. a + bv/5 € G

elemaninm tersine = + yv/5 dersek:

(a+bV5)(z +yV5) =1+ 0vV5 = (azx + 5by) + (ay + bx)vV5 =1+ 0V5
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denklemi elde edilir. Buradan, ipucunu kullanirsak, axz + 5by = 1 ve bz 4+ ay = 0 denklem sistemlerini

¢Ozmemiz gerekir. Cramer kuralini kullanirsak:

1 5b a 1

0 a a b 0 _b
v a 5Hb N CL2 — 5[)2 ve . a 5Hb N a2 — 5b2

b a b «a

elde edilir. a? — 5b> = 0 olamaz, ciinkii dyle olsaydi a/b = T+/5 olurdu. a,b € Q olup iki rasyonel
sayiun boliimii irrasyonel bir say1 olan ++/5 olamaz. z,y € Q oldugu aciktir. Ayrica a,b den en az biri
sifir olmayip x,y den en az biri sifirdan farkhidir. Bu durumda
(Q—Fb\/g)_l = <2a2) — (21)2) \/5 eG
a*® —db a* — 5b

elde edilir. Sonug olarak (G, -) hem grup hem de abelyen bir gruptur.

: a ve b ikisi birden sifir olmayan reel sayilar p kiimesi bilinen matris car-

2b 3b
T)G:{ o
—b a

pimi ile grup mudur? a # 0 ve b = 0 olacak gekildeki matrislerin kiimesi H bir altgrup mudur?

Coziim: G deki bir matrisin determinant1: a? + 2ab+ 3b% = (a +b)? + 2b% olup bu ifadenin sifir olmas:
icin gerek ve yeter sart a = b = 0 dir. a,b den en az biri sifirdan farkli olacagindan (a + b)? 4 2b% # 0

dir. Yani G deki her matrisin determinant1 sifirdan farklidir. Simdi

2b 3b 2d 3d
x| cGvey=|°T €G =
—b a —d c
XY — ac + 2ad + 2bc + bd  3ad + 6bd + 3bc

—bc — 2bd — ad —3bd + ac
elde edilir. Bu agamada A = —3bd + ac ve B = bc + 2bd + ad dersek

A+2B 3B
-B A

XY =

elde edilir. | X| # 0 ve |Y| # 0 olup | XY | = | X|-|Y| formiiliinden | XY| # 0 dur, yani A # 0 veya B # 0
dir. O halde XY € G olup iglem kapalidir. Bilinen matris ¢arpimi her zaman birlegmeli oldugundan
G’de de birlegmelidir. G nin taniminda a = 1,b = 0 alinirsa, matris carpmasi igleminin birim elemani

olan birim matris yani

10
I, = eG
0 1
oldugu goriiliir. Simdi de ters elemani bulalim.
1 1 a —3b
a2 +2ab+302 | p g+ 2
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bulunur. Yine bu agamada

U+2V 3V
-V U

B a—+2b —-b

= = dersek: X1 =
@+ 2ab+30% " @+ 2abt3p2 CO°

elde edilir. |X| # 0 olup |X~!| = 1/|X| formiiliinden | X! 0 dir. Yani U # 0 veya V # 0 olup
X! € G olur. Sonug olarak G bir gruptur. Simdi

H:{[a O]:aER,a;&O}
0 a

kiimesinden X, Y matrisleri alahm. a # 0,0 # 0 olmak tizere

a O b 0 1 a O
X = Y = €EH=— XY ' =
0 a 0 b 0 a

clinkii § # 0 dir. Teorem 8.16 dan dolayr H, G' nin bir bir altgrubudur.

s.mz{[g

sekildeki matrislerin kiimesi H bir altgrup mudur?

Sl )
O IR
e O

|

S ol

ca,beR,ab#0 } kiimesi bilinen matris carpimi ile grup mudur? b = —1 olacak

Coziim: G deki matrislerin determinanti ab # 0 olur. Simdi

a
X =
[O

olur ¢iinkii a, b, ¢, d’'nin hepsi sifirdan farkli olup ac # 0, bd # 0 dir. Matrislerdeki carpma iglemi birlesme

ac 0

0 bd

C

cGveY = cG@ = XY = edG

ozelligine sahiptir. @ = b = 1 alinirsa [» birim matrisinin G de oldugu goriiliir.

wa_L[b 0] l/a 0
ab | 0 a 0 1/b

olur, ¢linkii 1/a # 0 ve 1/b # 0 dir. Sonug olarak G bir gruptur. Simdi

eG

b 0
0 -1

xy-1_|® 0 =1/6 0 | | —a/b 0
1o -1 o -1 | o 1

olup bu matris H de degildir. (Sag alt kogede +1 vardir.) Teorem 8.16 dan dolayr H, G nin bir altgrubu

]eH:>

degildir. (Teorem 8.16 kullanilmadan da H nin altgrup olmadigi nasil sdylenebilirdi?)

9.) G ={(a,b):a€Z,be Q} kiimesi iizerinde (a,b) x (¢,d) = (a + ¢,27b + d) iglemi tanimlaniyor.
(G, *) grup mudur? Abelyen midir?
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Coziim: a,c€ Zve b,de Qise a+c € Z ve 27°b+d € Q olacagindan (a+¢,27°b+d) € Zx Q=G
olup islem kapalidir.

(@) x (. )] * (e, /) = (a+ ¢, 270+ d) x (e, f) = (a+ e+, 272D+ d) +f) } Esit
(a,b) * [(e;d) (e, )] = (@,B) % (c+ e.2d + f) = (at+ e +e,2°b+2-d + f)

olup * iglemi birlesmelidir.
(a,b) * (z,y) = (a,b) = (a +2,27°b+y) = (a,b) = a+zx=0,2""b+y=0>
denklemlerinden z = 0 ve daha sonra y = 0 elde edilir. Ayrica
(0,0) * (a,b) = (0+a,27*-0+b) = (a,b)
oldugundan birim eleman (0,0) € G duir.
(a,b) * (z,y) = (0,0) = (a+x,27"b+y) =(0,0) = a+2=0,2""D+y=0
denklemlerinden x = —a ve daha sonra y = —2%b elde edilir. Ayrica

—a, —2% b) = (— 9=a(—1)2¢ - 1 D)l = (—q. 90
(0222 09) = (a4 27 (2% +8) = 0.0) o (0)”! = (8, @b)eG
€ (S

olur. Yani (G, %) bir gruptur. Abelyen grup degildir, ¢iinki

(1,2) % (3,4) = (4,2732 4+ 4) = (4,17/4) fakat (3,4) * (1,2) = (4,274 +2) = (4,4).

10.) G = {(a,b) : a,b € Z,a < 0,b > 0} kiimesi {izerinde (a, b)*(c,d) = (a+¢, bd) iglemi tanimlaniyor.
(G, *) grup mudur? Abelyen midir?

Coziim: a,b,c,d € Z olsun. a < 0,c < 0= a+c < 0veb>0,d>0= bd > 0 olacagindan
(a+ ¢,bd) € G oldugu goriiliir. Yani * iglemi kapalidir.

[(a,b) % (c,d)] * (e, f) = (a+ ¢,bd) * (e, f) = (a + c+ e, bdf) = (a,b) * (c + e, df)
= (a,b) * [(c, d) (e, f)]

olup iglem birlegsme &zelligine sahiptir.
(a,b) * (¢,d) = (a+ ¢, bd) = (c+ a,db) = (¢,d) * (a,b)
olup iglemin degigsme 6zelligi vardir. Birim eleman (0,1) € G dir, ¢iinkii
(a,b) % (0,1) = (a+0,b-1) = (a,b)
ve degisme Ozelligi vardir.
(a,b) % (z,y) = (0,1) = (a+ z,by) = (0,1) = = —a,y =1/b
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olup (degisme 6zelligi de oldugundan) (a,b) nin tersi (—a,1/b) dir. Ancak (—a,1/b) € G olmas: igin
a = 0 ve b = 1 olmalidir. Yani sadece birim elemanin tersi vardir. O halde (G,x*) grup degildir,

dolayisiyla da abelyen grup degildir.

11.) Bir (G, *) grubunda e birim elemam gostermek izere axbkxcxd = e ise bxcxd*a = e, cxd*xaxb =e

ve d x a * b * c = e oldugunu gosterin.

Coziim:
axbxcxd=e = soldan a~ ! ile: bxcxd=a"t
—> sagdan a ile: bxcxdxa=ce
— soldan b~ ! ile: cxdxa=>b""
= sagdan b ile: cxdxaxb=e
— soldan ¢! ile: d¥axb=c"
—> sagdan c ile: dxaxbxc=e

12.) (G, *) bir grup ve a,b € G icin a® = b? = (a * b)? = e ise a * b = b * a oldugunu gosterin.

Coziim:

a?=e¢ = soldanalile: a=a

-1
2=e =— soldan b lile: b=10b"1

olup a ile b nin tersleri kendilerine egittir. Simdi

(axb)?=e=axbsxaxb=c¢c

— soldan a 'ile:bxaxb=a""

— soldan b lile:axb=b"1%a"!

= axb=>bxa.

13.) (R*,+),(Z\{1},+) ve (Q,-) sistemleri neden birer grup degildir? Aciklaym.

Coziim: (RT, +) grup degildir, ¢iinkii < isleminin birlesme 6zelligi yoktur. Ornegin:
(6+1)+3=6+3=2 fakat 6+(1+3)=6=+(1/3)=18
(Z\{1},+) grup degildir, ciinkii Z\ { 1 } kiimesinde toplama islemi kapali degildir. Ornegin, 3+ (—2) =

L¢Z\{1}.

(Q, -) grup degildir, ¢iinkii 0 rasyonel sayisinin tersi yoktur.

14.) Asagidaki sistemlerden hangisi bir abelyen gruptur?
O (@) O ((0,1],-) O R™,+) ® (3Z,+) O Hicbiri
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15.) Asagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir monoiddir?
ONaxb=a+b+10Qaxb=a@ R,axb=a+b+ab(Q Z",a*b= OBEB(a,b) H.B.
16.) Asagidaki sistemlerden hangisi bir grup degildir?
O (@\{0},") O (C.+) ® ([0,00), +) O (@*,) O Higbiri
17.) Agagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir yarigruptur?

ONaxb=a+20 ORT,axb=0a"" O Qua*xb=2a—2b (O Z,axb=|a+ bl —1& Hicbiri

18.) Bir A kiimesinde tanimlanan * igleminin birim elemani olduguna gore ag. hangisi kesinlikle
dogrudur?
O En az 2 elemanin tersi var O) Birlesme 6z.var O Degisme 6z.var O (A, x) bir monoid ) H.B.

19.) Agagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir monoiddir?
ORjaxb=bO NxN,(a,b) *(c,d) = (a,d) Q Z,axb=a+b—10 Qaxb=ab—10 H.B

20.) As. sistemlerin hangisi bir abelyen gruptur? (a b =OKEK(a,b) ve A= {2 -z:2 € Z} dir)
O (zTu{0},+) O @\{-1},") O (NT, %) X (4, +) O Higbiri
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MT108 SOYUT MATEMATIK II DERSI ORNEK ARASINAVI

1.) f:R—R, f(x)=+vxve A=[-1,3) ise f~!(A) nedir?
O (0,9) ® [0,9) O [0.v3) O (0,9] O Higbiri

2.) Asagidaki bagintilardan hangisi tanim kiimesi Z nin tamami olan bir fonksiyondur? (z,y € Z)

O{(@y):e=2y} O{(r,y):20=3y} O{(x,y):x=4y} & {(z,y):4r=y} O Hicbiri
3.) Asagidaki reel fonksiyonlardan hangisi 1-1 degildir?
O flx)=4/z O h(x) = Jx R g(x)=a3+22+1 Otlz)=lnx O Higbiri

4.) Tamsayilar kiimesinde her a,b € Z i¢in agagida tamimlanan kurallardan hangisi bir iglem tanimlar?

a+b+1 a’® + bv? a’ + ab a+b+ab+1
- - - - - = - Hicbiri
O 5 O 5 O 250 O > & Higbiri

5.) A kiimesinde * iglemi tanimlansin. p :“x iglemine gore her elemanin tersi varsa bu iglem birlegmelidir”

ve ¢ :“x iglemine gore en az bir elemanin tersi varsa (A, x) monoiddir” 6nermeleri igin:

Q p,q: Yanlis O p,q: Dogru O p: Yanls, ¢: Dogru O p:Dogru, ¢: Yanhg (O Higbiri

6.) Tamsayilarda a *x b = 2ab geklinde tanimlanan iglem i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?
O Birlegmeli degil (O Degismeli degil (O Her elemanin tersi var () Birim el. yok (O Higbiri

7.) Q da agagida kurali verilen iglemlerden (eger iglem ise) hangisinin birim elemani vardir?

a+b ab a+b .
C>01>|<b:a27_i_1 Oa*b=a+4b ®a*b=a—|—b—? Oa*b:m OHI(;blrl

8.) R* kiimesinde tanimlanan a * b = Vab seklinde tanimlanan islem i¢in agagidakilerden hangisi

dogrudur?
O Birlesmelidir @ Birim eleman yoktur () Kapali degildir O a™! =1/a dir O Higbiri

5

9.) (G,x) bir grup, a € G ve e # a olsun. a® = e ise agagidakilerden hangisi dogrudur?

Ra?>=a3 O a® =a? Oa?=ad? Oal=d3 O Higbiri
10.) Asagidaki sistemlerden hangisi bir abelyen gruptur?
O (R7> O (Z\{17_1}7+> O ([_171]7') O (Q\{_1}7) ®Hl(;b11"1

& seklinde isaretleyiniz. Bu sayfadaki her soru 5 puandir.

Dort yanlhs bir dogruyu goétiiriir. Diger sayfaya geciniz
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11.) “Ikili iglem” ve “Etkisiz eleman” tanimlarmi yazin. (10p)

12.) f : A — B bir fonksiyon olsun. Her X C B icin f(f'(X)) C X oldugunu biliyoruz (gdster-

meyin). Esitligin her zaman saglanmasi icin gerek ve yeter gsart f nin orten olmasidir. Gosterin. (20p)

13.) Asagidaki G kiimesi matris ¢arpimi ile grup mudur? Abelyen grup mudur? H, G nin altgrubu
mudur? (20p)

1 b 1 b
G = beQ,meZ ,, H= beQmeZ,m=0 ;.
0o 2m 0 2m

NOT: Siire 80 dakikadir.
BASARILAR Yrd.Dog.Dr.Hiiseyin BILGIC

CEVAP 11

Ikili Islem: A bos olmayan bir kiime olsun. f : A x A — A bir fonksiyon ise f ye A da bir ikili

iglem denir.

FEtkisiz Eleman: A kiimesinde bir x islemi tamamlansin. Her a € A i¢in axe = a ve exa = a sarting

saglayan bir e € A varsa bu elemana x igleminin birim (etkisiz) elemans denir.

CEVAP 12

Ispat: (=) Her X C B i¢in X = f(f~1(X)) oldugunu kabul edip f nin érten oldujunu gésterelim.

X = B segelim — f~1(X) 1B)=A

=f
— X = f(f"4X)) olacagindan B = f(A)
= f orten

Ispat: (<) Simdi de f nin orten oldugunu kabul edelim.

€ X = f orten oldugundan Iy € f~HX), fy) ==

= f(y) € F(fH(X))
=z e f(fH(X))

olup X C f(f~1(X)) olur. Kapsamanan diger yonii her zaman dogru oldugundan ispat tamamlanar.
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CEVAP 13

(i) Islemin kapaly oldugunu géstermek i¢in, a,b € Q ve m,n € Z alalvm.

1 a
0o 2m

1
0

1 b+ a2"
0 2mtn

A= €G,B= €= AB = € G,

olur ¢tinki b+ a2™ € Q ve m +n € Z dir. O halde islem kapalidar.

(ii) Matris carpmasy her zaman birlesmeli oldugundan G’de de birlesmelidir.

1 b B 1 a+b2™M
0o 27 0 2ontm

olup genelde AB # BA dur, ¢iinkii genelde b+ a2™ # a4+ b2". O halde islemin degisme dzelligi yoktur.

(iii) Simdi
1 a
0o 2m

BA =

1

(iv) 2 x 2 matrislerin ¢arpvminda birim eleman Iy = matrisidir. G nin tanyminda b = 0 ve

m = 0 alirsak Iy € G oldugu gorilir.

v) .
A1 1 a _ i 2m  —a _ 1 —a27™
0 2m 2m1 0 1 0 2™

oldugu a¢iktr, ¢inki —m € Z ve —a2™™ € Q dur.

Sonu¢ olarak: G bir gruptur, fakat abelyen grup degildir.

Simdi de H nin altgrup olup olmadigana bakmak igin, a,b € Q ve m,n € ZT U {0} alalim.

1 a 1 b o[ b2
X = €eHY = EH—=Y =
0 2m 0 27

0 2—7L
wy-i_ |1 @ L2z ] 1 b2 a2
0 2m |0 2™ 0 gm—n

elde edilir. Ancak m > 0 ve n > 0 igin genelde m —n > 0 olmayacagindan genelde XY~ ¢ H dir. O

olup

halde ilgili teoremden, H bir altgrup degildir.
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Bolum 9

Sayilabilirlik

Tanim 9.1 A ve B bog olmayan iki kiime olsun. Eger A’dan B’ye 1-1 ve érten bir fonksiyon yazila-

biliyorsa A ve B kiimelerine eg gti¢liidiir denir. (Bogkiime sadece kendisi ile es giicliidiir.)

Ornek 9.2 A= {a,b,c,d} ve B=1{2,3,4,5} olsun. f = {(a,4), (b,3), (c,2), (d,5) } fonksiyonu 1-1

ve orten olup A ile B eg gli¢liidiir. Tam sayilar kiimesi ile ¢ift tamsayilar kiimesi 27 eg gii¢liidiir, ¢iinki
g:7 —27Z,9(n) =2n
geklinde tanimlanan fonksiyon 1-1 ve drtendir.

Teorem 9.3 Kiimeler arasinda tanimlanan “eg giiclii olma” bagintist bir denklik bagintisidir.
Ispat: Her A kiimesi icin 14 : A — A birim déniigiimii 1-1 ve érten oldugundan A ile A eg giicliidiir.

Aile B es giiclii ise f : A — B 1-1 ve orten fonksiyon vardir. O halde, f~': B — A 1-1 ve drten
olup B ile A eg giicliidiir.

Aile B ve Bile C eg giiglii ise f : A — B veg: B — C 1-1 ve &rten fonksiyonlar1 vardir.
gof : A — C' 1-1 ve Orten oldugundan A ile C eg gii¢lii olur.

Sonug olarak bagintinin yansiyan, simetrik ve gecisken oldugu gésterilmig olur. O

Not: Simdi “sonlu kiime” ve “sonsuz kiime” tanimlarini verecegiz. Bu tanimlar iki sekilde yapilmaktadir.
Birinci gekilde “sonlu kiime” tanimlanip; “sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime denir” denmektedir.
Ikinci gekilde ise; “sonsuz kiime” tanimlanip; “sonsuz olmayan kiimeye sonlu kiime denir” denmektedir.
Neticede, iki tanim egdegerdir; yani, bir tanima gore sonlu (sonsuz) olan digerine gére sonsuz (sonlu)

olamaz.

Tanim 9.4 Kendi 6z alt kiimesi ile eg gliclii olabilen kiimelere sonsuz kiime denir. Sonsuz olmayan

kiimelere de sonlu kiime denir. Bos kiime sonlu olarak tanimlanir. Diger gekliyle; bir kiime bog
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kiimeyse veya k bir dogal say1 olmak tizere {0,1,...,k} kiimesi ile eggii¢lii ise bu kiimeye sonlu

kiime denir; sonlu olmayan kiimeye de sonsuz kiime denir.

Ornek 9.5 Dogal sayilar kiimesi sonsuzdur, ¢iinkii f: N — A ={2,3,4,...}, f(n) = n+ 2 seklinde
tamumlanan fonksiyon 1-1 ve ortendir. B = {1,2,3,4,5} kiimesi sonlu kiimedir, ¢iinkii B’den 6z

altkimesine bir fonksiyon érten olabilir ama 1-1 olamaz.

Tanim 9.6 Dogal sayilarin herhangibir alt kiimesiyle eg giiclii olan kiimelere saytlabiler kiime denir.
Bagka bir deyisle bir kiime sonlu ise veya N ile eggiiclii ise bu kiimeye “sayilabilirdir” denir. Dogal
sayilar kiimesiyle eg gii¢lii olan kiimelere sayilabilir sonsuz kiime denir. (Ashnda sayilabilir sonsuz

kiime hem sayilabilir hem de sonsuz olan kiimedir.)

Ornek 9.7 Tamsayilar kiimesi sayilabilirdir.

Coziim: Agagidaki eglemeyi diigiinelim.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8

N R
-1 1 -2 2 -3 3 —4 4

S <

O halde f: N — Z

n/2,  nift ise;
fmy =4 "5 |
—"5=, n tek ise.

seklinde tanimlanan fonksiyonun 1-1 ve 6rten oldugunu gosterelim. Bu daha once gosterilmigti. (Bo-
lim 6, Algtirma 6)

Teorem 9.8 A ve B sayilabir iki ayrik kiime ise A U B sayilabilirdir.

Ispat: A ve B her ikisi de sonlu ise AU B nin sonlu oldugu agiktir. O halde A U B sayilabilirdir.

Kiimelerden biri sonlu, digeri sayilabilir sonsuz olsun. Mesela A sonlu olsun. s(A) = k + 1 dersek, o
zaman

A:{ag,al,ag,...,ak} ve B:{bo,bl,bg,...}

geklinde yazilir. Bu durumda f: N — AU B

G, n < k ise;
fn) =

bn_r_1, n >k ise.
seklinde tanimlanan déniigiim 1-1 ve oértendir. O halde A U B sayilabilirdir.

Oyleyse her iki kiimenin de sonsuz (ve tabii ki sayilabilir) oldugunu kabul edelim. O zaman

A:{ao,al,ag,...} ve B:{bo,bl,bg,...}
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seklinde yazalim. Simdi g : N — A U B fonksiyonunu

Ay /25 n ¢ift ise;
g(n) = .
bin—1)/2, n tek ise.

seklinde tanimlayalim. g nin 1-1 ve &rten oldugu kolaylikla gosterilebilir. Yani, A U B ile N esgiicli
olup A U B sayilabilir ve sonsuzdur. O

Sonug 9.9 a) Aile B ayrik olmasa da A U B sayilabirdir.

b) Sonlu sayidaki sayilabir kiimenin birlegimi sayilabirdir.

Ornek 9.10 Rasyonel sayilar kiimesi sayilabilirdir.

Coziim: (Ispat Cantor’a aittir) Once pozitif rasyonel sayilar kiimesi QT’nin sayilabilir oldugunu
gosterelim. Q7 kiimesini bir sonsuz satirh ve siitunlu bir tabloya; 1. satira paydast 1 olanlari, 2. satira

paydasi 2 olanlar (pay ve payda aralarinda asal olmak iizere) v.s. yerlegtirelim. Yani su tablo olugur:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1/2 3/2 5/2 7/2 9/2 11/2 13/2 15/2 17/2
1/3 2/3 4/3 5/3 7/3 8/3 10/3 11/3 13/3
1/4 3/4 5/4 7/4 9/4 11/4 13/4 15/4 17/4

1/5 2/5 3/5 4/5 6/5 7/5 8/5 9/5 11/5

Simdi N ile QT arasinda asagidaki eslemeyi yapalim:

0 1 23 4 5 6 7 8 910 11 12
N e A
1 1/2 2 3 3/2 1/3 1/4 2/3 5/2 4 5 7/2 4/3

Tablonun bu sekilde N kiimesi ile 1-1 ve érten eslenecegi aciktir. O halde Q7 ile N esgiicliidiir. QT ile
Q™ kiimesi arasinda x — —x eglemesi 1-1 ve érten oldugundan Q~ kiimesi de sayilabilirdir. Ayrik iki
(veya sonlu sayida) sayilabilir kiimenin birlegimi sayilabilir oldugundan Q = QT UQ~ U {0} sayilabilir
olur. ]

Simdi sayilamayan kiimelerin de oldugunu gérelim.
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Teorem 9.11 [0, 1] kapali araligi sayilamayan bir kiimedir. (Dolayisiyla R sayilamaz.)

ispat: (1891 yilinda yapilan bu ispatta kullamlan yontem Cantor’'un Kogegen Yontemi olarak bilinir.)
[0, 1] araliginin sayilabilir oldugunu kabul edelim. (Bu araligin sonsuz oldugu aciktir.) O halde 1-1 ve
orten bir f : N — [0, 1] fonksiyonu vardir. Bagka bir deyisle; v;, i—inci sayiy1 ve a;,b;,ci,... ler de

0-9 aras: rakamlar: temsil etmek tizere agagidaki sonsuz satirh listede [0, 1] araligindaki biitiin sayilar

vardir:
1Yo — O.apaqazas . ..
Yy — 0.b0b1b2b3 .
Y2 — O.cocicocs . ..
Yz — 0.d0d1d2d3 ce
0.9999... =1 oldugundan 1 sayis1 da bu tablodadir. Simdi:

xo rakamini, xg ¢ {ap,0,9} seklinde secelim.
x1 rakamini, x; ¢ {b1,0,9} seklinde segelim.
x9 rakamini, xo ¢ {¢2,0,9} seklinde segelim.

x3 rakamini, z3 ¢ {ds,0,9 } seklinde segelim.

Secim yapilirken 0 ve 9’un segilmemesi bazi sayilarin birden fazla ondalik gésterimi oldugundandir;

mesela 0.540000 = 0.5399999. .. gibi. Simdi de z sayisini
= 0.x0r12223 . ..
seklinde olugturalim. x € [0, 1] oldugu agiktir. Ancak

x # yo dir, ¢linkii zg # ap (yani 1. basamaklar farkl)
x # y1 dir, ¢linkli x1 # by (yani 2. basamaklar farkl)
x # yo dir, ¢linkli x9 # co  (yani 3. basamaklar farkl)
x # ys diir, ¢linkii 23 # d3  (yani 4. basamaklar farkl)

Boylece x sayisinin sonsuz listede olmadigi ortaya cikar, yani sonsuz listede olmayan bir x sayisi
tiretilmigtir. Bu bir celigkidir, ¢linkii sonsuz listede [0,1] arahgindaki biitiin sayilar vardi. O halde

araligir sayilabilir bir kiime degildir.
[0, 1] lig1 sayilabilir bir k degildi O
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Teorem 9.12 Sayilabilir sonsuz miktardaki sayilabilir sonsuz kiimenin birlegimi sayilabilir sonsuzdur.

ispat: Sayilabilir sonsuz sayidaki kiimeler agagidaki gibi olsun.

Ay ={ai,a12,a13,...}
Ay = {ag1,a2,a23,...}

As ={as1,a32,a33,...}

Bu elemanlar: agagidaki tabloya yerlegtirelim:

ail a2 a1z Qi
a1 Q22 a3 Q24
azyr az2 a3z a4

a41 Q42 Q43 Q44

Daha sonra sirasiyla 1., 2., 3. ... kogegendeki elemanlar1 yukaridan agagiya dogru N kiimesi ile egleyelim.

Yani agagidaki eglemeyi yazalim:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N T S S S

a1l a2 a1 G113 a2 azr a4 G23 Az a4

Bu gekilde yapilan eglemenin orten oldugu agiktir. Eger bu kiimeler ayriksa bu egleme 1-1 dir. Alt
satirda aym olan elemanlar sadece bir defa yazilirsa (ki bu durumda da alt satir bu kiimelerin bir-

legimidir) bu egleme 1-1 ve drtendir. ]

ALISTIRMALAR

1.) A=1{1,2,5,10,17,26,37,50,... } kiimesi sayilabilir midir? Ispatlaym.
Coziim: A = {n2 +1:ne€e N} oldugu agiktir. Simdi f : N — A, f(n) = n? + 1 fonksiyonu tanim-
layalim. Her m,n € N icin

fim) = f(n) = m?+1=n+1=m? =n®> = m = n, (ciinkii m,n > 0)

olup f nin 1-1 oldugu goriiliir. §imdi de, verilen her y € A i¢in x = /y — 1 secelim. dk € N i¢in
y = k? 4+ 1 olacagindan x = \/y — 1 = k € N olur. O zaman f(x) =y olup f &rtendir.

Sonug olarak A ile N eggii¢lii oldugundan A sayilabilirdir.
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2.) Cift tamsayilar kiimesinin sayilabilir sonsuz bir kiime oldugunu gosterin.

Coéziim: 2Z ={...,—4,-2,0,2,4,...} yazahm. f : N — 27 fonksiyonunu gdyle tanunlayalim.
n—+1, n tek ise;
o[
—n, n ¢ift ise.

Simdi f(n) = f(m) oldugunu kabul edelim.
Durum 1. n,m cift: Bu durumda —m = —n = m = n elde edilir.
Durum 2. n, m tek: Bu durumda n + 1 =m + 1 = n = m bulunur.

Durum 3. n tek, m ¢ift: Bu durumda n+1 = —m = m +n = —1 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan boyle bir durum olamaz.

Durum 4. m tek, n ¢ift: Bu durumda m +1 = —n = m + n = —1 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan bdéyle bir durum olamaz.
Sonuc olarak, f birebirdir. Simdi y € 2Z verilsin.

Durum 1. y > 0: Bu durumda x = y — 1 secilirse, x tek bir dogal say1 olup
fl@)y=2z+1=(@y—-1)+1=y olup f ortendir.
Durum 2. y < 0: Bu durumda z = —y segilirse, x ¢ift bir dogal say1 olup
fl)=—2=—(—y) =y olup f ortendir.

Yani f értendir. Sonug olarak N ile A esggiiclii olup A sayilabilir sonsuzdur.

3.) Negatif tamsayilar kiimesinin sonsuz bir kiime oldugunu gosterin.

Coziim: Z— = {—1,—2,-3,—4, ...} kiimesinin sonsuz olmasi i¢in bir 6zalt kiimesi ile eggli¢lii olmas:
gerekir. Simdi f : Z= — {—2,-3,—4,...} fonksiyonunu f(z) = x — 1 seklinde tamimlayalim. Her
x,y € Z~ igin

f@)=fy) =r-1=y-1=ua=y
olup f 1-1 dir. Ayrica verilen her y € { —2, -3, —4,... } igin x = y+1 segilirse f(z) =z—1 =y+1-1=
y olup f nin 6rten oldugu goriiliir. Yani Z~ ile { =2, =3, —4, ... } esgii¢lii olup Z~ sonsuzdur.

4.) Z \ {0} kiimesi sayilabilir midir? Aciklayin.
Coziim: N ile verilen kiime arasinda agagidaki eglemeyi yazalim:

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N S TR S S S
1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -5
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Simdi f: N — Z\ {0} asagidaki fonksiyonu yazalim.

—ndl "y tek ise;
-1

n cift ise.

Simdi f(n) = f(m) oldugunu kabul edelim.

Durum 1. n,m ¢ift: Bu durumda m+2 = n+2 = m = n elde edilir.
Durum 2. n,m tek: Bu durumda —mT‘H = —”T“ —> m = n bulunur.
Durum 3. n tek, m c¢ift: Bu durumda —"T‘H = mTH = m +n = —3 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan bdéyle bir durum olamaz.

Durum 4. m tek, n ¢ift: Bu durumda —mTH = 5= = m+n = —3 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan boyle bir durum olamaz.
Sonug olarak, f birebirdir. Simdi y € Z \ {0} verilsin.
Durum 1. y > 0 ise: Bu durumda x = 2y — 2 segilirse, z ¢ift bir dogal say1 olup

r+2  (2y—2)+2
2 2

fz) = =y olup f ortendir.

Durum 2. y < 0: Bu durumda x = —2y — 1 secilirse, x tek bir dogal say1 olup

r+1  (=2y—-1)+1
2 2

flz)=— =y olup f ortendir.

Yani f ortendir. Sonug olarak N ile Z \ {0} esgliglii olup Z \ {0 } sayilabilirdir.

2 Y 4 ) ) 6 ) ) 8 9y
Coziim: f: N — A agagidaki gibi tanimlansin.

n+2 .
nrs notek ise
f(n) = { mHD’ /

n, n cift ise.

5.) A= {0,3 2,§ 4 T 6 9 } kiimesi sayilabilir midir? Neden?

Simdi f(n) = f(m) oldugunu kabul edelim.
Durum 1. n, m ¢ift: Bu durumda m = n hemen elde edilir.

Durum 2. n, m tek: Bu durumda Zﬁ = Zﬁ = mn+m+22n+2=mn+2m+n+2=m=n
bulunur.

Durum 3. n tek, m ¢ift: Bu durumda ”ﬁ =m = n+2=m(n+1) elde edilir ki, boyle bir durum
olamaz, ¢iinkii n + 2 tek, fakat m(n + 1) cifttir.

Durum 4. m tek, n ¢ift: Bu durumda z—ﬁ =n = m+2 = n(m+ 1) elde edilir ki, boyle bir
durum olamaz, ¢iinkii m + 2 tek, fakat n(m + 1) ¢ifttir.
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Sonug olarak, f birebirdir. Simdi y € A verilsin.

Durum 1. y ¢ift dogal say1 ise : Bu durumda = = y segilirse, z ¢ift bir dogal say1 olup f(z) =z =1y
olur. Yani f o6rtendir.

Durum 2. Bir k tek dogal sayis: i¢in y = (k + 2)/(k 4+ 1) seklinde ise: Bu durumda = = k
secilirse, x tek bir dogal say1 olup

k+2 i _
f(x) = f(k) = el Y olup f ortendir.

Sonuc olarak N ile A eggiiclii olup A sayilabilirdir.

11 1.1 .1
6.) A= {1,2,5,4,17,6,37,8,65,10

Coziim: f: N — A agagidaki gibi tanmimlansin.

%ﬂ’ n tek ise;
fny =< ™ -
n“ 41, n cift ise.

,101, ... } kiimesi sayilabilir midir? Acklayimiz.

Simdi f(n) = f(m) oldugunu kabul edelim.

Durum 1. n,m c¢ift: Bu durumda m? +1 = n? +1 = m? = n? = m = n elde edilir, ciinkii

m,n = 0.

Durum 2. n,m tek: Bu durumda #ﬂ = n%rl = m+1=n+1= m =n bulunur.

Durum 3. n tek, m ¢ift: Bu durumda n%_l = m? + 1 elde edilir ki. Boyle bir durum olamaz, ciinkii
=7 &N, fakat m* +1 € N.

Durum 4. m tek, n ¢ift: Bu durumda #H =n? + 1 elde edilir ki. Béyle bir durum olamaz, ciinkii

#HgéN,fakat n?+1eN.
Sonuc olarak, f birebirdir. Simdi y € A verilsin.

Durum 1. Bir k cift dogal sayis1 icin y = k2 + 1 geklinde ise: Bu durumda x = k secilirse,
cift bir dogal say1 olup f(z) = 22 +1 = k? + 1 = y olur. Yani f ortendir.

Durum 2. Bir k tek dogal sayis: i¢in y = 1/(k 4 1) seklinde ise: Bu durumda = = k segilirse,
x tek bir dogal say1 olup

1

f(x):f(k):m:

Y olup f ortendir.

Sonug olarak N ile A eggiiglii olup A sayilabilirdir.

7.) Ayrik iki sonlu kiimenin birlegiminin sonlu oldugunu ispatlaymn.

Coziim: A ve B ayrik ve sonlu iki kiime olsun. A = B = () ise AU B = () sonludur. Kiimelerden sadece
biri bogkiime ise AU B = A veya AU B = B olup her iki halde de AU B sonludur. O zaman A # () ve
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B # () kabul edelim. m,n € N olmak tizere s(A) = m + 1,s(B) = n + 1 diyelim. O zaman
A={ap,a1,...,am } ve B={bo,b1,...,bn}

seklindedir. §imdi {0, 1,...,m + n + 1 } kiimesinden AUB kiimesine agagidaki f fonksiyonunu yazalim:

ag, 0< k< mise
f(k) = .
1<k<m+n+1ise

Burada agagidaki esleme yapilmigtir:

o 1 2 ... m m+1 m+2 m+3 ... m+n+1
N { { L {
ayp a3 a2 ... A, b() bl bQ bn

Simdi f(x) = f(y) olsun.
Durum 1. 0 < z,y < m: Bu durumda a, = ay = x = y elde edilir.
Durum 2. m 4+ 1 < z,y < m + n + 1: Bu durumda b, = b, = x = y elde edilir.

Durum 3. 0 <z < m,m+1 <y < m+n + 1: Bu durumda a, = b, elde edilir. Béyle bir durum

olamaz, ¢linkii A ile B ayriktir.

Durum4. 0 <y <m,m+1<x <m+n+ 1: Budurumda a, = b, elde edilir. Boyle bir durum

olamaz, ¢linkii A ile B ayriktir.
Sonug olarak f 1-1 dir. Simdi y € AU B verilsin.

Durum 1. y € A: Bu durumda bir 0 < k& < m dogal sayisi i¢in y = aj olmahdir. O zaman z = k

secilirse f(x) = a, = ax = y olur. Yani f ortendir.
Durum 2. y € B: Bu durumda bir 0 < k£ < n dogal sayisi i¢in y = by olmahdir. O zaman z = k+m—+1
secilir. Bu durumda m + 1 <z < m+n + 1 oldugu agktir. O halde

f@) =br—m-1=bprmi1-m1=br =y

olup f ortendir.

Sonug olarak AU B ile {0,1,...,m+n+ 1} kiimesi esgiicliidiir. m +n + 1 € N oldugundan AU B

sonludur.

8.) p:“Sonlu tane sonlu kiimenin kartezyen carpimi sayilabilirdir”, ¢: “Tki sonsuz kiimenin kesigimi
sonlu olabilir” 6nermeleri icin:

QX p,q:Dogru (O p: Dogru, ¢: Yanhg (O p,q: Yanhg (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri
9.) Sayilabilir sonsuz miktardaki (bog olmayan) sonlu ve ayrik kiimelerin birlegimi ............ dur.

(O sonlu &) sayilabilir sonsuz (O sayilamaz sonsuz (O sayilabilir sonlu (O Higbiri
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10.) A & B ve A kiimesi sayilabilir ise B kiimesi i¢in agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?
O sonludur O sayilabilirdir O sonsuzdur O sayilamazdir & Higbiri

11.) p:“Hem sonsuz ve hem sayilamayan kiime yoktur”, ¢: “Bir sonlu kiime ile sayilabilir kiimenin

birlegimi sonlu olamaz.” 6nermeleri icin:

O p,q:Dogru Q) p,q: Yanhs (O p: Dogru, ¢: Yanhs (O p: Yanhs, ¢ : Dogru (O Higbiri
12.) Asagidaki kiime ciftlerinden hangisi biribiriyle eg gii¢liidiir?

O Nile [0,1] O Q ile irrasyonel sayilar QR Z~ ile QF OQileR O Higbiri
13.) Agagidaki kiimelerden hangisi R ile eggiiclii olamaz?

O[-1,1] OR\Q ® Nx N O [0.50) O Higbiri
14.) A ve B sayilabilir iki ayrik kiime ise A U B igin agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

O sonludur O sayilabilir sonsuzdur (O sonsuzdur &) sayilabilirdir O Higbiri

15.) p:“Sonlu ve sayilamayan bir kiime yoktur”, ¢ : “Sayilabilir miktardaki bog olmayan sonlu kiimelerin

birlegimi sonlu olmalidir” 6énermeleri icin:
O p,q:Dogru O p,q: Yanhg @ p: Dogru, ¢: Yanhs (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri

16.) p:“Sonlu olmayan her kiime sayilamayan bir kiimedir”, ¢: “Sayilabilen ve sonlu olmayan kiimeler

vardir” onermeleri igin:

Q) p: Yanls, ¢: Dogru (O p,q: Dogru (O p,q: Yanlis (O p: Dogru, ¢ : Yanlis (O Higbiri
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Boliim 10
Dogal Sayilarin Insas

Tanim 10.1 Sonlu kiimeler iizerinde tanimlanan eg giiclii olma bagintisina goére bir X kiimesinin
denklik sinifin1 X ile gosterelim. Bog kiimenin denklik sinifin 0 ile gosterelim. O halde ) = 0 yazabiliriz.

Daha sonra {0} = 1 diyelim. Bu sekilde devam edelim:

0,1} =2
{0,1,27=3
{0,1,2,3) =4

Bu gekilde elde edilen denklik siniflarinin herbirine bir dogal say: denir. Dogal sayilar kiimesi N ile

gosterilir. Dogal sayilarin yukardaki gibi secilen temsilcilerine de kanontk temstlei denir.

Dogal Sayilarda Toplama ve Carpma

Tanim 10.2 z,y € Nve z = A,y = B ayrica AN B = () olsun.

r+y=A+B=AUB

seklinde tanimlanan igleme x ile y nin toplama denir.

Ornek 10.3 2+3=5 oldugunu gosterelim. A = {a,b},B ={1,2,3} alahm. 2 = 4,3 = B diyebiliriz.
AN B = () oldugundan:

2+3=A+B=AUB=1{a,b,1,2,3} =5.

Toplama i§leminin Ozellikleri:

1.) N, + iglemine gore kapahdir.
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Béliim 10. Dogal Sayilarin Ingas: Hiiseyin BILGIC

2.) N, + iglemine gore birlesmeli ve degismelidir. (Ahstirma(1) ve Ahstirma(2))

3.) Etkisiz eleman 0 = (} dir; ciinkii her z = A € N icin

O+z=2+0=A+0=AUh=A=n2.
4.) Sadece 0'in tersi vardir.

Teorem 10.4 Her z,y, z,t € N i¢in

’x:yvez:t:>x+z:y+t.‘

Ispat: 2 = A,y = B,z = C,t = D diyelim. Ayrica ANC =0, BN D = () oldugunu kabul edelim.

r=y= f:A— B, 1-1 ve orten fonksiyonu vardir,

z=t=¢g:C — D, 1-1 ve 6rten fonksiyonu vardir.
Simdi h: AUC — B U D fonksiyonunu

h(z) = { f(x), x € Aise;
g(x), xe€C ise.

seklinde tamimlayalim. A'nin 1-1 oldugunu gosterelim. z,y € AU C i¢in h(z) = h(y) olsun.
Durum 1. z,y € A: f(z) = f(y) olup f 1-1 oldugundan x = y.
Durum 2. z,y € C: g(x) = g(y) olup g 1-1 oldugundan = = y.

Durum 3. x € A,y € C: f(x) = g(y) olup f(x) € B ve g(y) € D dir. BN D = () oldugundan béyle

bir durum olamaz.

Durum 4. x € C,y € A: g(x) = f(y) olup g(z) € D ve f(y) € B dir. BN D = ) oldugundan boyle

bir durum olamaz.

Sonug olarak h 1-1 dir. Simdi de A nin &rten oldugunu gosterelim. y € B U D verilsin.

y € B = f orten oldugundan, Jxg € A, f(xg) =y olup h(zo) = f(xg) =y

y € D = g orten oldugundan, 3z € C, g(x1) =y olup h(z1) = g(z1) =y

olup her iki halde de h 6rtendir.

Sonug olarak h 1-1 ve 6rten olup AUC ile BU D eggiicliidiir. O halde, ANC = BN D = () oldugundan;

t142=A+C=AUC=BUD=B+D=y+L

Teorem 10.5 Her x,y € N icin

r+y=0=—2x=0vey=0
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Béliim 10. Dogal Sayilarin Ingas: Hiiseyin BILGIC

Ispat: 2= A,y =Bve ANB="0olsun. 0 =0 oldugunu hatirlarsak:

r+y=0=A+DB=0
— AUB=0
= AU B ile 0 esgiiclii
— AUB =0 (Ciinki () sadece kendisiyle eggiiclii)
= A=B=

—r=y= 0=0
Ornek 10.6 =+ 3 = 0 6nermesinin N deki ¢oziimii yoktur, ciinkii
r+3=0=2=0ve3=0
olup 3 = 0 6nermesi her zaman yanligtir.

Tanim 10.7 z,y € Nve z = A ve y = B olsun.

z-y=A-B=AXB

seklinde tanimlanan igleme x ile y nin ¢arpima denir.

Ornek 10.8 2-3 = 6 oldugunu gosterelim. A = {a,b},B = {1,2,3} alalim. 2 = A, 3 = B diyebiliriz.
Simdi

2.3=A-B=AxB=1{(a,1),(a,2),(a,3), (b, 1),(b,2),(b,3) } = 6.

Carpma Isleminin Ozellikleri:
1.) N, ¢arpma iglemine gore kapahdir.
2.) N, carpma iglemine gore birlesmeli ve degigmelidir. (Alstirma(3) ve Ahstirma(4))

3.) Etkisiz eleman 1 = {a} dir; giinkii her x = A € N igin

lrx=2-1=A-{a}=Ax{a}=A=12.

Burada f: A — Ax {a}, hery € Aigin f(y) = (y,a) seklinde tanimlanan fonksiyonun 1-1 ve érten

oldugu gosterilebilir.

4.) Sadece 1'in tersi vardir.

Teorem 10.9 Her z € N igin

2-:0=0-2=0]

Ispat: z = 4 alahm.

2-0=A-0=Ax0=0=0

olur. Benzer gekilde 0 - x = 0 bulunur.
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Teorem 10.10 Her z,y, 2,t € N icin

’x:yvez:t:xz:yt.

ispat: r=Ay=DB,z=C,t=D diyelim.
r=y= f:A— B, 1-1 ve orten fonksiyonu vardir,

z=t=¢g:C — D, 1-1 ve 6rten fonksiyonu vardir.

Simdi h: A x C — B x D fonksiyonunu
h(a,c) = (f(a),g(c))

seklinde tanimlayalim. A’nin 1-1 oldugunu gosterelim.
h(ay, c1) = h(ag, c2) = (f(a1),9(c1)) = (f(a2), g(c2))
= fla1) = f(az) ve g(c1) = g(c2)
= f 1-1 oldugundan a; = a2 ve g 1-1 oldugundan ¢; = ¢
— (a1,¢1) = (az, c2)
olup h 1-1 dir. Simdi de h nin 6rten oldugunu gosterelim. y = (b,d) € B x D verilsin.
b € B ve f orten oldugundan Ja € A, f(a) = b
d € D ve g orten oldugundan e € C, g(c) = d.
Simdi de x = (a, ¢) segilirse h(z) = y olup h nin 6rten oldugu goriiliir.

Sonug olarak h 1-1 ve &rten olup A x C ile B x D eggiigliidiir. O halde,

12=A-C=AxC=BxD=B-D=yt.

Sonug 10.11 Her x,y € N ve z £ 0 igin

’x:y = mz:yz.‘

Teorem 10.12 Her z,y € N i¢in

’xy:0:>:z::0veyay:0.‘

Ispat: © = A,y = B diyelim.
ty=0=A-B=10
— AxB=10
= A x B ile ) esgiiclii
— Ax B=0 (Ciinkii ) sadece kendisiyle eggiiclii)
— A=0veya B=1
—s=A=0=0veyay=B=0=0
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Dogal Sayilarda Siralama

Tanim 10.13 x,y € N iki tane dogal say1 olsun. z’in kanonik temsilcisi A ve y nin kanonik temsilcisi
B olsun. Yani # = A,y = B. Buradan z = y <= A = B oldugu aciktir. Simdi z < y olmasim A ¢ B

seklinde tanimlayalim. Ayrica “z < y veya x = y” yerine kisaca z < y yazdigimizda
r<y < ACB

tanmimini veririz. Bu gekilde tanimlanan < bagintisinin bir siralama bagintist oldugu kolayca gorilir.

Ancak x < y tanimi agagidaki gibi de verilir ve bu tanim daha sik kullanilir:

r <y <= x+k =y olacak sekilde en az bir 1 < k € N var.

Teorem 10.14 Her z,y € Nicin z < y,x = y ve y < x 6nermelerinden sadece biri dogrudur. Dogal

sayilar kiimesinin en kii¢iik elemani sifirdir.
Teorem 10.15 Dogal sayilar kiimesinde tanimlanan < bagintisi bir tam siralama bagintisidir.

Teorem 10.16 Her z,y, 2z, w € N icin

@Qrz<y=z+z2<y+z b)r<yz<w=z+z<y+w
(c)z<y=zx+1<y d)r<y,z£20= z2<yz
(e) z<y,z<w= zz < yw

ispat (a):
r<y=3dkeNT z4+k=y
= x+k+z=y+=2
= (x4+2)+k=y+=z
— r+z2<y+z
Ispat (b):

r<y,z<w= Jk,kh e NT 2 +k=yvez+ky=w
= (x+k)+(z+k)=y+w
= (z+2)+ (k1 +k)=y+w

—x+z<y+w, cinkli ky +ko > 1

Ispat (¢): z <y = x + k = y olacak sekilde 1

< k € Nvardir. Eger k =1 ise x + 1 = y dir. Aksi
halde k£ > 2 olup (z+ 1) + k1 = y olup burada k; > 1

dir; yani z + 1 < y olur. Sonug olarak x +1 <y

olur.
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ispat (d): z # 0 olsun. Carpmann toplama tizerine dagilma 6zelligi oldugunu gostermek kolaydir
(Aligtirma (5)). O halde:

r<y=3keNT z2+k=y
= (z+k)z=yz
= 22+ kz =yz

= rz < yz, ¢linki kz > 1

Ispat (e):

:1:<y,z<w=>§|k1,k2€N+,x+k‘1:yvez—|—k2:w
= (x+ k1)(z + k2) = yw

= xz + ko + ki1z + k1ks = yw
S =~ =~

>0 >0 >1

= xz < yw, ¢linkii (zks + k12 + k1k2) > 1

Iki Dogal Sayimin Farki ve Boliimii

Tanmim 10.17 a,b € N olmak iizere a + x = b olacak gekilde bir x € N varsa bu sayiya b ile a’nin

farks denir ve x = b — a yazilir. Bu durumda a,b € N icin
a<b <= b—-acN
oldugu agiktir.

Tanim 10.18 a,b € N olmak {izere a - x = b olacak gekilde en az bir x € N varsa a, b’yt béler denir

ve a‘b yazilir. Bu durumda = dogal sayisina b tle a’nin bélimdi denir ve x = b+ a yazilir.
a‘b <~ b+acN.

Ornek 10.19 z,y,z € Nolsun. (z+2) — (y+2) E Nveya z —y € Nise (2 +2) — (y+2) =2~y

oldugunu gosterelim.

Durum 1. (z+z) — (y + ) = n € N olsun.

(z4+z2)—(y+zx)=n=z+zx=(y+z)+n
= z4+zx=(y+n)+z
—z=y+n

—n=z—-y
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olup esitlik gosterilir.
Durum 2. z —y =m € N olsun.
Z—y=m=—z=y+m
= z+zr=(y+m)+zx
= z4+zx=(y+x)+m
—m=(c+2)- (y+2)
olup esitlik gosterilir.
Ornek 10.20 2,9,z € Nolsun. (z —y) — 2 € Nveyaz — (y+2) € Nise (z —y) —z2 =2 — (y + 2)
oldugunu gosterelim.
Durum 1. (x —y) —z=n € Nve z — y = t diyelim.
(r—y)—2z=n, v-y=t=z=y+t, t—z=n
—cr=y+t t=z+n
e r =yt () = (y+2) +n
= n=z—(y+2)
olup esitlik gosterilir.
Durum 2. z — (y + z) = m diyelim.
r—(y+z)=m=z=m+y+z)=y+(z+m)
—=z+m=x—y
= m=(x—y)—=z
olup egitlik gdsterilir.
Ornek 10.21 a,b,c,d € N olsun.
alb ve c|d = (ac)|(bd) olup (bd) + (ac) = (b+a)(d + c)
oldugunu gosterin.
Coziim:
a’b = b = aky olacak gekilde k1 € N var, k1 = b+ a,
c!d = d = cky olacak gekilde ko € N var, ko =d + ¢
Taraf tarafa carparsak: bd = (ak1)(ck2) = (ac)(k1ks)
= kiks € N olup (ac)|(bd).
Ayrica (bd) + (ac) = kika = (b+ a)(d + ¢) elde edilir.

115



Béliim 10. Dogal Sayilarin Ingas: Hiiseyin BILGIC

Ornek 10.22 z,y, z,w € N icin agagidaki 6nermeyi ispatlayimn:

zly ve zlw = (y + ) + (w + 2) = (2w + yz) + (x2)

Coziim: x‘y —> y = xk; olacak gekilde bir k; € N vardir ve burada k1 = y + = yazilir. Yine,

z’w —> w = zko olacak gekilde bir ky € N vardir ve burada ke = w + z yazilir. Simdi
xw +yz = x(zke) + (xk1)z = xz(k1 + k2)
olup (z2)|(zw + yz) olur ve (zw + yz) + (xz) = k1 + kg yazihr. Buradan k; ve ks yerine yazihrsa:
(zw +yz) + (z2) = (y +z) + (w + 2)

elde edilir.

ALISTIRMALAR

1.) Dogal sayilarda tanimlanan toplama igleminin birlegme 6zelligi oldugunu gosterin.

Coziim: z,y,2 € Nvex = A,y = B,z = C olsun. Ayrica ANB = ANC = BN C = () olsun. Bu
durumda (AUB)NC =0 ve AN (BUC) =0 oldugu aciktir. O halde

(x+y)+2=(A+B)+C=(AUuB)+C=(AUuB)UC

=AU(BUC)=A+(BUC)=A+ (B+C)
=z+ (y+2)

olup toplama igleme birlesmelidir.

2.) Dogal sayilarda tamimlanan toplama igleminin degisme ozelligi oldugunu gosterin.

Coziim: z,y € Nve x = A,y = B olsun. Ayrica AN B = () olsun.

r+y=A+B=AUB=BUA=B+A=y+=z

olup toplama iglemi degigmelidir.

3.) Dogal sayilarda tamimlanan ¢arpma igleminin birlegme 6zelligi oldugunu gosterin.

Coziim: z,y,z € Nvex = A,y = B,z = C olsun. Simdi (A x B) x C kiimesi ile A x (B x C) kiimesinin

esgiiclii oldugunu gosterelim. Bu amagla
f:(AxB)xC — Ax(BxC), her ((a,b),c) € (Ax B) x Cigin f((a,b),c) = (a, (b,c))
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geklinde bir f fonksiyonu tammlayalim. §imdi X = ((a1,b1),c1) ve Y = ((a2,b2),c2) € (A x B) x C

alalim.
F(X) = f(Y) = f((a1,b1),c1) = f((a2,b2), c2) = (a1, (b1, 1)) = (az, (b2, ¢2))
= a1 = ag ve (b1, c1) = (ba,c2) = a1 = az, by = ba,c1 =3
= ((a1,b1),c1) = ((ag,b2),c0) = X =Y
olup f nin 1-1 oldugu gosterilmig olur. Simdi de verilen her Y = (ay, (by,¢o)) € A x (B x C) igin

X = ((ao,b0),¢0)) € (A x B) x C secilirse f(X) =Y oldugu goriiliir. Yani f 6rtendir. f hem 1-1 hem
orten oldugundan (A x B) x C kiimesi ile A x (B x C) kiimesi esgiicliidiir. O halde

AXxB)xC=Ax(BxC)=(x-y)- 2=z (y-2).

4.) Dogal sayilarda tanimlanan ¢arpma igleminin degisme 6zelligi oldugunu gosterin.

Coziim: z,y € Nve x = A,y = B olsun. Simdi A x B kiimesi ile B x A kiimesinin esgiiclii oldugunu

gosterelim. Bu amagla
f:Ax B — Bx A, her (a,b) € Ax Bicin f(a,b) = (b,a)
seklinde bir f fonksiyonu tamimlayalim. Simdi X = (a1,b1) ve Y = (ag,b2) € (A x B) alalim.
f(X) = f(Y) = flar,b1) = faz,b2) = (b1, a1) = (b2, a2)
= b1 = by ve a1 = ag = (a1,b1) = (ag,b2)
— X =Y

olup f nin 1-1 oldugu gosterilmis olur. Simdi de verilen her Y = (b,,a,) € B x A i¢in X = (a,,b,) €
A x B segilirse f(X) =Y oldugu goriiliir. Yani f 6rtendir. f hem 1-1 hem orten oldugundan (A x B)
kiimesi ile (B x A) kiimesi eggiicliiddir. O halde

AXxB=BxA=zx-y=y-x.

5.) N’de tanimlanan garpma igleminin toplama iglemi {izerine soldan dagilma 6zelligi oldugunu gosterin.

Carpmanin degigme 6zelligi oldugundan sagdan dagilma 6zelliginin oldugunu séyleyebilir miyiz?

Coziim: z,y,z € Nve x = A,y = B,z = C olsun. Ayrica BN C = ) olsun. Bu durumda A x B ile
A x C' de ayriktir, ¢linkii:

(AxB)N(AxC)=Ax(BNC)=Ax0=0.

Simdi

¢ (y+2)=A-(B+C)=4-(BUC)=Ax (BUC)=(AxB)U(Ax O

—AxB+AxC=(A-B)+(4.-0)

= (v y)+ (z2)
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olup soldan dagilma o&zelligi vardir. Carpma igleminin degigme 0Ozelligi ve toplama iizerine soldan

dagilma 6zelligi varsa, sagdan dagilma 6zelligi de vardir, ¢linkii her x,y, z € N i¢in:

(x4+y)-z=z (z+y) (carpmanin degisme ozelligi oldugundan)
=(z-x)+(z-y) (¢arpmanin soldan dagilma 6zelligi oldugundan)
=(x-2)+(y-2) (carpmanin degisme ozelligi oldugundan)

Sonug olarak; Aligtirma(4) ile birlikte, carpma igleminin toplama iizerine (soldan ve sagdan) dagilma

ozelligi oldugunu sdyleyebiliriz.

6.) a,b,c € N olsun. alb ve alc ise a|(b + ¢) oldugunu ve (b+c) +a = (b+ a) + (c + a) oldugunu

gosterin.

Coziim:

a‘b = b = aky olacak gekilde k1 € N var, k1 = b+ a,
a’c = ¢ = aky olacak gekilde k9 € Nvar, ko =c+a
Taraf tarafa toplarsak: b+ c = (ak1) + (ak2) = a(ki + k2)
= k1 + k2 € N olup al(b + ¢).

Ayrica (b4 c¢) +~a=ki + ka = (b+a) + (c+ a) elde edilir.

7.) z,y,z € Nve y # 0 olsun. Bu durumda (yz)‘(:py) ve z‘:z: ise (zy) + (yz) = & + z oldugunu gosterin.
Coziim:
(yz)}(xy) — zy = (yz)k; olacak sekilde k1 € N var, k1 = (zy) + (yz2),

z’x = x = zkg olacak gekilde ko € N var, ko =x + 2

Simdi, y # 0 oldugundan
xy = (y2)k1 = xy = (zk1)y = = = zk;

elde edilir. Yani k1 = = + z olmalidir. Buradan ki = ks, yani (zy) + (yz) = = + 2z bulunur.
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Bolum 11
Tiimevarim Ilkesi

Tiimevarim Ilkesi: a € N olmak iizere N, = {z € N : 2 > a } kiimesi {izerinde bir P(n) acik énermesi

tanimli olsun. Eger P(a) 6nermesi dogruysa ve P(k) dogru iken P(k+1) de dogruysa; bagka bir deyigle
P(k)= P(k+1)
onermesi dogruysa o zaman her n € N, icin P(n) dogrudur.

Ornek 11.1 Tiimevarim yontemiyle her 1 < n € N icin

n(n+1)
2

oldugunu gosterelim. P(n) énermesi “1 +2+---+n =n(n+1)/2” olsun. n = 1 i¢in esitligin her iki

1+2+---4n=

tarafi da 1’e egit oldugunudan P(1) dogrudur. Simdi de énermenin k& igin dogru oldugunu kabul edip

k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. P(k) dogru olsun.

k(k+1
1+2+---+k:w:>1—|—2—|-"'+k‘—|-(k‘+1):

2 D

= 1+2+-+(k+1)=(k+1) <§+1>
)

(k+1)(k+2)
2

olup P(k + 1) de dogrudur. Tiimevarimdan dolay: her 1 < n € N i¢in P(n) dogrudur.

= 1424+ (k+1) =

Ornek 11.2 Her n € N icin 3|(4™ — 1) oldugunu gosterelim. P(n) 6nermesi 3’(4” — 1) olsun. n =0

icin 3’0 olup 6nerme dogrudur. Simdi
3}(4’6 )= 3meN, 4 —1)=3m
— 4 1 =4.4F 1 =4Bm+1)-1=12m +3=34m+1)

olup 4m-+1 de bir dogal say1 oldugundan 3|(4*+!—1) dir. Yani P(k) = P(k+1) dogrudur. Tiimevarim-
dan, her n € N igin P(n) dogrudur.
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Ornek 11.3 Her 3 < n € N igin n? < 3" oldugunu gésterelim. P(n) énermesi n? < 3" olsun. n = 3
icin 9 < 27 olup 6nerme dogrudur. Simdi P(n)’in dogru oldugunu kabul edip P(n + 1)’in dogru
oldugunu gosterelim. n? < 3" olsun. Esitsizligin her iki tarafin1 3 ile carparsak 3n? < 3"*! elde ederiz.
(n+1)2=n%42n+1olup n > 3icin n? +2n+1 < 3n? yani 2n% — 2n — 1 > 0 oldugunu gdsterecegiz.

Simdi p(n) = 2n? — 2n — 1 polinomunun kokleri

2FVI2 1+V3
4 2

nig =

olup biiyiik kok 3 den kiiciiktiir.(v/3 ~ 1.7 alinirsa) Polinom kokler disinda pozitif oldugundan n > 3
i¢in p(n) > 0 dir. Yani P(n) = P(n+1) dogrudur. Tiimevarimdan, her 3 < n € Ni¢in P(n) dogrudur.

iyi Siralilik Tlkesi: Dogal sayilar kiimesinin bog olmayan her alt kiimesinin (bilinen < bagntisina

gore) bir en kiiciik elemani vardir.

Teorem 11.4 Tiimevarim ilkesi ile iyi siralilik ilkesi birbirine denktir.

Ispat: (Tiimevarim — Iyi siralihk) Tiimevarim ilkesinin dogru oldugunu kabul edelim ve () #

T C N alalim. Yeni bir S kiimesini agagidaki gibi tanimlayalim:
S={zeN: HerteTicinx <t}.

Her ¢t € T icin 0 < t olacagindan (¢lnkii 0, dogal sayilarin en kiigiik elemam) 0 € S dir. Eger S ile

T’nin ortak bir elemani varsa bu eleman 7' nin en kiiciik elemanidir ve tek tiirlii belirlidir.

Simdi SN T = () oldugunu kabul edelim. s € S ise ve t € T herhangibir eleman ise s < t olmalidir. O
halde s+ 1 <t dir. Yani s € S = s+ 1€ Solup; SNT =0 ise “P(n) : n € S” énermesi her n € N
icin dogru olur (tiimevarimdan). O halde S = N olmalidir. O zaman T = () olur ve bu da T"nin bos

olmamasiyla celigir. O halde SNT # () olup N iyi siralidir.

ispat: (iyi siralilk = Tiimevarim) Iyi siralilik ilkesinin dogru oldugunu kabul edelim. a € N
olmak tizere N, = {x € N:z > a} kiimesinde tamiml bir P(n) agk Onermesi verilsin. P(a) dogru
olsun ve P(k) = P(k + 1) dogru olsun. P(n) énermelerinin dogru oldugu dogal sayilarin kiimesine S
diyelim.

S={ne€ N,:P(n)dogru}.

S C N, oldugu aciktir. Biz S = N, oldugunu gosterecegiz. S # N, oldugunu kabul edelim. O zaman
No \ S # 0 olur. O halde, iyi siralilik ilkesinden, N, \ S’nin bir en kii¢iik eleman ¢ vardir. Yani P(t)
yanligtir. t —1 € S olup k = ¢t — 1 alinirsa P(k) = P(k + 1) olacagmndan P(t) dogru olur. Bu bir
celigkidir. O halde N, = S dir. g
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ALISTIRMALAR
n—1
. z" —1 o .
1.) Her n € N* igin Z x' = pog| oldugunu gosteriniz. (z # 1 bir reel sayidir.)
r=0

2.) Her n > 5 igin n? < 2" oldugunu gosteriniz. (n € N.)

3.) n € Nolmak iizere 6n+1 bigiminde yazilan bir dogal sayimin karesinin 1 eksiginin 24 ile boliindiigiinii
gosterin.

4.) {ay} dizisinin genel terimi a, = 32"** — 227 olsun. Her n € N i¢in 5|a, oldugunu gdsteriniz.
(Ipucu: any1 + a, ifadesini kullanin.)

n
1
5.) Her n € N igin Zr(r +1)= gn(n + 1)(n + 2) oldugunu gosteriniz.
r=1

. er n 1C111
T 2T 2373 nn+1) n+l

7.) a > —1 reel sayisi ve her n pozitif tamsayist i¢in (14a)™ > 1+na oldugunu gosterin. (Bu egitsizlige

oldugunu gosteriniz.

Bernoulli Esitsizligi denir.)
8.) Tiimevarimla n elemanh bir kiimenin 2" tane alt kiimesinin oldugunu gosteriniz.
9.) Tiimevarimla 35" =1 (mod 7) oldugunu gosteriniz.

10.) 3™ + 4" < 5™ 6nermesi n'nin hangi degerleri icin dogrudur. Ispatlayiniz.
2n

11.) Her n € Nt igin Z(—l)rr3 = n%(4n + 3) oldugunu gdsteriniz.
r=1

2 _ n(n+1)(n+2)(3n+5)

12.) Vn € Nigin 1-224+2-32+ ...+ n(n+1) midir? Neden?

12
13.) Vn > 0 dogal sayist icin 313 — 447*2 gayisinin 11°e tam béliindiigiinii gosterin.
n
2r—1 1 /2

14.) Tiimevarimla her n > 1 i¢in H ! = < n) oldugunu gosteriniz.

ST 2"\ n

T 2n .

15.) Tiimevarimla her n > 2 i¢in 71:[2 o oldugunu gosteriniz.

n
16.) Her n > 1 dogal sayis1 i¢in Z(k +1)2F1 = 2" oldugunu gosterin.

k=1
17.) n > 1 olmak tizere; 12" 4 10 sayisinin 11’e tam bolindigint tiimevarimla gosterin.
12 22 n? n(n+1)
18.) Her 1<neNigin — 4+ —+--- = ldug Osterin.
) Her n icin 1'3—1—3'54- +(2n—1)(2n+1) 22n 1 1) oldugunu gosterin

19.) Timevarinla her 1 <n € Nicin 6 |n(2n + 1)(7n + 1) oldugunu gosterin.

20.) Her 3<n e Nigin 2" >2n+1 oldugunu tiimevarimla gosterin.
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BAZI ALISTIRMALARIN COZUMLERI

n—1 n
-1
Coziim (1.) P(n) dnermesi Zxr _ olsun. n =1 i¢in
= z—1
0 1
—1
ZxT:wozlvex =1
: rz—1

<
Il
=)

olup P(1) dogrudur. Simdi P(n) in dogru oldugunu kabul edelim. §imdi n > 1 i¢in

014

3
—

n n n+1
- - n_x—l n_ T -1
%x—<gw>+x—x_l+x =1

olup P(n + 1) dogrudur. Ttmevarimdan dolay1 her 1 < n € N i¢in P(n) dogrudur.

Céziim (3.) (6n + 1)? — 1 = 36n? + 12n dir. O halde P(n) 6nermesi 24| (36n? + 12n) olsun. n = 0
icin 24| 0 olup P(1) dogrudur. Simdi P(n) in dogru oldugunu kabul edelim. O halde

36n® +12n =24k
olacak gekilde bir k € N vardir. Simdi

36(n 4+ 1)% +12(n + 1) = 36n> + 72n + 36 + 12n + 12 = 36n° + 12n +24(3n + 2) = 24(k + 3n + 2)
————
24k

olup k + 3n + 2 € N oldugundan P(n + 1) de dogrudur. Tiimevarimdan dolay1 her n € N i¢cin P(n)

dogrudur.

n

1
Co6ziim (6.) P(n) dnermesi E Y = :L_I olsun. n = 0 i¢in
r(r n

S g0
rir+1) — 0+1

r=1

olup P(0) dogrudur. P(n) in dogru oldugunu kabul edelim. Simdi,

1 [ 1 1 _n 1 _n+1
r(r+1) Zr(r+1) +(n+1)(n+2)_n+1+(n+1)(n+2)_n+2

r=1

olup P(n + 1) de dogrudur. Tiimevarimdan dolay: her n € N i¢in P(n) dogrudur.
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Co6ziim (7.) P(n) 6nermesi (1 +a)” > 1+ na olsun. 1 +a > 1+ a olup P(1) dogrudur. Simdi P(n)

in dogru oldugunu kabul edelim. Buradan:
(1+a)"™ =1 +a)"(1+a)
> (1+na)(1+a)

=1+ (n+1)a+na®
>14+(n+1)a (Ciinkii na* > 0)

olup P(n + 1) in dogru oldugu gosterilir. Ttimevarimdan dolay1 her n € N* i¢in P(n) dogrudur.

Coziim (8.) E,,n elemanh bir kiimeyi gostersin. P(E,) de E,, in kuvvet kiimesi olsun. Bu durumda
Q(n) onermesi |P(E,)| = 2™ olsun. Simdi n = 0 ise Ey = () olup bogkiimenin kuvvet kiimesi {{ } dir
ve |P(Ep)| = 1 = 2° oldugundan Q(0) énermesi dogrudur. Q(n) dogru olsun, yani |P(E,)| = 2" olsun.
Simdi a ¢ E,, olmak iizere E,+1 = E, U {a} yazalim. Bu durumda

P(Ent1) =P(E,)U{XU{a}: X € P(E,)}
esitligi vardir. Bu birlegim ayriktir ve bu iki kiimenin eleman sayilari aynmidir; yani 2" dir. O halde
|P(En+1)‘ —on 4 on _ 2n+1

olup Q(n + 1) in dogru oldugu gosterilir. Tiimevarimdan dolay: her n € N i¢in Q(n) dogrudur.

Coziim (10.) P(n) 6nermesi 3" + 4" < 5" olsun. n > 2 i¢in 6nermenin dogru oldugunu gosterelim.
olsun. n = 2 igin: 3% 4 42 = 25 < 52 olup P(2) dogrudur. P(n) dogru olsun; yani 3" + 4" < 5" olsun.
Simdi 3-3" < 5-3" ve 4-4™ < 5 - 4™ olacagindan

3L gt —3.3" 144" < 5.3" 454" =5(3"4+4") <5-5" = 5"

olup P(n + 1) in dogru oldugu gosterilmis olur. Tiimevarimdan dolayr her 2 < n € N icin P(n)

dogrudur.
2n

Coziim (11.) P(n) énermesi Z(—l)"r3 = n?(4n + 3) olsun. n = 1 igin
r=1

D (-1)rP=-148=7 ve 1°(4+3)=7
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olup P(1) dogrudur. P(n) dogru olsun. O halde:

2(n+1) on
> t= (Z(—l)’“r?’) + (=120 +1)° + (-1)*"2(2n + 2)°

r=1 r=1

= (4n3 +3nY) — (2n+1)3 + (2n +2)3
= (4n® 4 3n?) — (8n® + 12n% + 6n + 1) + (8n® + 24n* + 24n + 8)

— AN 152 18N A T (1)

ifadesi elde edilir. Simdi de n?(4n + 3) ifadesinde n yerine n + 1 yazilirsa:

(n+1)*Un+7) =0*+2n+1)(4n+7)
= AP+ 15n% 18N 4 T (I1)

olup (I)=(TI) oldugundan P(n + 1) dogrudur. Tiimevarimdan dolay: her n € NT igin P(n) dogrudur.

n
2r —1 1 /2
Co6ziim (14.) P(n) énermesi 1_11 TT = on ( :) olsun. n = 1 i¢in

r=
1
H2r—1:1:1:1 2

T 1 2\1
r=1

olup P(1) dogrudur. Simdi P(n) dogru olsun.

’ﬁ2r—1_ ﬁ?r—l 2(n+1)—1 1 (2n)\2n+1
ro T n+1 S2n\n ) n+1

_@2n)!@2n+1)
= Sratmi ) (1)

r=1

ifadesi elde edilir. Simdi de énermedeki egitligin sag tarafindaki ifadede n yerine n + 1 yazlirsa:

©2ntl(n 4+ 1)(n + 1)!
2(n+1)(2n+1)(2n)!

2-2"(n+1)(n+ 1)n!n!

_ (2n+1)(2n)! (1)

1 [(2n+2) (2n +2)!
on+1 n+1

~ 27(n+ 1)n!n!
olup (I)=(IT) oldugu goriiliir. Yani P(n 4 1) dogrudur. Tiimevarimdan dolay1 her n € N* i¢in P(n)

dogrudur.
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Tamsayilar

N x N kiimesinde her (a, b), (¢,d) € N x N igin

’(a,b)w(c,d) = a—i—d:b—i-c‘

geklinde tamimlanan ~ bagintisini ele alalim. Bu bagintinin bir denklik bagintis1 oldugu kolaylikla

gosterilebilir. O halde bu bagint1 N x N kiimesini denklik siniflarina ayirir. (a,b) elemaninin denklik

smifin1 (a, b) ile gosterelim. Bir kag 6rnek verelim:

ENXN: (z,3) ] (3,1)}
eENxN:z+1=y+3}

(
(
(2,0),(3,1),(4,2),...}.
(
(
(

e NxN:(z,y)](0,4)}
ENxN:z+4=y}
0,4),(1,5),(2,6),...}.

Tanim 12.1 (a,b) € N x N olmak iizere (a,b)’nin ~ bagmtisina gore olan (a,b) denklik simifina bir

tamsay: denir. Bu durumda, mesela, (1,0), (3,9) birer tamsayidir. Tamsayilar kiimesi Z ile gosterilir.

Tamsayilarda Toplama ve Carpma

Tanim 12.2 z,y € Z ve x = (a,b),y = (¢, d) olsun. Bu durumda

x+y=(a,b)+ (¢c,d) = (a+¢,b+d)

seklinde tamimlanan igleme ¢ki tamsayinin toplama denir. Ayrica

x-y=(a,b)-(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)

seklinde tanimlanan igleme ki tamsayinin ¢arpima denir.
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Toplama Isleminin Ozellikleri:

1.) Z,+ islemine gore kapalidir, ¢iinkii a,b,¢,d € Nise a + ¢,b+ d € N dir.

2.) Z,+ iglemine gore birlegmeli ve degismelidir. Ciinkii, z = (a,b),y = (¢, d) ise

x+y=(a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d) = (c+a,d+b)=(c,d)+ (a,b) =y + x.

Ayrica z = (e, f) € Z ise

(+y)+z=((at+c)+e (b+d)+[)=(at(ct+e)),(b+(d+[f))=z+(y+2)

3.) Z’de + igleminin birim eleman her y € N i¢in (y,y) dir. Ciinkii her (a,b) € Z i¢in

(a;b) + (y,y) = (a+y,b+y) = (a,b)

olur ¢iinkii (a+y)+b = (b+y) + a dir. Toplamanin birim eleman 0 ile gosterilir ve (0,0) alinabilecegi
gibi (1,1),(2,2),... almabilir.

4.) Her z = (a,b) € Z tamsayisinin + iglemine gore tersi (b,a) dir, ¢linkii

(a,b) + (b,a) = (a+b,b+a) = (0,0).
Bu eleman —x ile gosterilir.
Carpma igleminin Ozellikleri:
1.) Z,- iglemine gore kapalidir, ¢iinkii a, b, ¢,d € N ise ac + bd, ad 4+ be € N dir.

2.) Z,- iglemine gore birlegmeli ve degigmelidir. Ciinkii, x = (a,b),y = (¢, d) ise

z-y=(a,b)-(c,d) = (ac+ bd,ad + bc) = (ca + db,cb + da) = (¢,d) - (a,b) =y - z.

Ayrica z = (e, f) € Z ise

(xy)z = (ac + bd, ad + bc) - (e, f) = (ace + bde + adf + bef, acf + bdf + ade + bee) . .. ... (I)
z(yz) = (a,b) - (ce + df,cf + de) = (ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf ) ... ... (1)

olup (I)=(II) oldugu goriiliir.

3.) Birim elemamn bulalim. Her (z,y) € Z icin

(x,y) - (a,0) = (2,9)

olacak gekilde (a,b) € Z ariyoruz.

(z,y) - (a,b) = (z,y) = (za + yb,zb + ya) = (z,y)
= (xa + yb,zb + ya) ~ (x,y)
= (za+yb) +y = (vb+ya) +x
= za+ylb+1)=z(b+1)+ya
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Simdi en son denklemin her z,y icin dogru olmasi icin x ve y’'nin katsayilar: egit olmalidir. O halde

a =0+ 1 dir. Buradan birim eleman

(a,b) = (b+1,b) = (1,0)

bulunur.

4.) Carpma igleminin toplama tizerine dagilma 6zelligi vardir. x = (a,b),y = (¢, d), z = (e, f) alahm.

x(y+2)=(a,b)- (c+e,d+ f)=(ac+ae+bd+bf,ad+af +bc+be) ... ()

xy + xz = (ac+ bd,ad + bc) + (ae + bf,af + be) = (ac+ bd + ae + bf,ad + bc+af +be) ...... (I1)

olup (I)=(II) oldugundan soldan dagilma 6zelligi gosterilmig olur. Carpma iglemi degigsmeli oldugundan

sagdan dagilma ozelligi de vardir.
Teorem 12.3 x,y,z € Z olsun.

QA z+tz=y+z <= z=y (b)zz=yz,2#0 <= z=y

Ispat (a): 2 = (a,0),y = (¢,d),z = (e, f) alalm.

a,b) + (e, f) = (¢, d) + (e, )

rT+z=y+=z (c,
ateb+f)=(c+ed+f)
(

ateb+ f)~(c+ed+f)
ate)+(d+f)=0+f)+(c+e)
a+d=b+c < (a,b) ~ (c,d)

(
(
(
(

—
—
<~
<~
<~

!

(a,b) =(c,d) <= xz =4y

Ispat (b): z # 0 oldugundan e # f olmahdir.

vz =yz <= (ae +bf,af + be) = (ce + df,cf + de)
< (ae+bf,af +be) ~ (ce+df,cf + de)
< ae+bf +cf +de=af +be+ ce+df
< ela+d)+ f(b+c)=elb+c)+ fla+d)
— a+d=0b+c (Clinkii e # f)
— (a,b) ~ (c,d) <= (a,b) = (c,d) <= z=1y

Teorem 12.4 (a,b) € Z ve k € N olmak {izere:

(a) (a,b)=(x+k,z) < a=b+k
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(b) (a,b) = (z,2) <= a=b

(¢) (a,b) =(z,24+k) < b=a+k

Sonug 12.5 (a,b) € Z olsun.

(a) a > bise (a,b) = (a—b,0)

(b) a="bise (a,b) =(0,0)

(c¢) a<bise (a,b)=(0,b—a)

Tanim 12.6 (a,b) € Z olsun.

(a) a > bise (a,b) = (a—0b,0) tamsayisina pozitif tamsayr denir ve a — b ile gosterilir. Pozitif

tamsayilar kiimesi ZT ile gosterilir.

(b) a < bise (a,b) = (0,b — a) tamsaysina negatif tamsayr denir ve —(b — a) ile gosterilir. Negatif

tamsayilar kiimesi Z~ ile gosterilir.

Tanimdan da anlagilacagi gibi a ve b nin durumuna gore bir tamsay1 negatif, pozitif veya sifirdir; ama

bunlardan sadece bir tanesidir. O halde agagidaki ayrik birlesimi yazabiliriz:
Z=17"U{0}uzZ"

Tanim 12.7 z,y iki tamsay:1 ise x + (—y) tamsayisina x ile y nin fark: denir ve kisaca = — y ile

gosterilir.

Ornek 12.8 x + 4 = 3 denkleminin ¢oziimiiniin £ = —1 oldugunu gosterelim. z = (a,b),3 = (3,0) ve

4 = (4,0) alalm.

r+4=3= (a,b) +(4,0) = (3,0)
= (a+4,b) = (3,0)
= (a+4,b) ~ (3,0)

—a+4=b0+3= (a+1)+3=b+3=0a+1=b

=z =(a,b) = (a,a+1)=(0,1) = -1

Ornek 12.9 3z — 11 = 7 denkleminin ¢oziimiiniin z = 6 oldugunu gosterelim. = = (a,b),3 =
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(3,0),11 = (11,0) ve 7= (7,0) alalim. O zaman —11 = (0, 11) olur.

30 —11=7= 32+ (-11) =7
— (3,0) - (a,b) + (0,11) = (7,0)
— (3a,3b) + (0, 11) = (7,0)
— (3a,3b + 11) = (7,0)

—> (3a,3b+ 11) ~ (7,0)
— 3a=(3b+11)+7=3b+18=3a=3(b+6) = a=b+6
— 2 =(a,b)=(b+6,b) = (6,0)=6

Tamsayilarda Siralama

Tanim 12.10 Tamsayilarda kii¢iik olma bagimtisim x = (a,b) € Z ve y = (¢,d) € Z olmak {izere

<y = a+d<b+c‘

geklinde tamimlayalim ve “oz < y <= x < y veya x = y” geklinde yazalim. Bu durumda < bagintisinin

bir tam siralama bagintisi oldugu kolaylikla gosterilebilir. x < y yerine bazen y > x yazilir.

Not 12.11 Bir t = (a,b) € Z alalim.

t pozitif <= a>b < (a,b) > (0,0) <= t>0

Benzer gekilde

t negatif <= a<b < (a,b) < (0,0) <= t<0

Ayrica

t pozitif <= Jk € NT,t = (k,0) ve tnegatif <= 3k e N t=(0,k)

oldugu kolaylikla goriiliir.
Teorem 12.12 z,y, 2z, w,t € Z olsun.

@Q)z<y <= z+2<y+z D)r<yz<w=—z+z<y+tw

(c)t>0isext >yt < x>y (d)t<Oiseat >yt < z<y

Ispat: Ispat boyunca z = (a,b),y = (¢,d),z = (e, f),w = (g, h) alahm.
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Ispat (a)

<(c,d) <= a+d<b+c
at+d)+(e+f)<(b+c)+(e+f)

te)+(d+f)<b+f)+(cte)
at+eb+f)<(c+ed+f)
a,b) + (e, f) < (¢, d) + (e, f)

<y

ispat (b)

r<y,z<w= (a,b) <(c,d) ve (e f)<I(g,h)
—a+d<b+c ve e+h<f+g

= (a+d)+(e+h)<(b+c)+(f+9g) (Esitsizlikler topland)
= (a+e)+(d+h)<(b+f)+(c+g)

= (a+e,b+ f) <(c+g,d+h)

= (a,b) + (e, ) <(c,d) + (g, h)

— 4+ z2<ytw

Ispat (c) t > 0 oldugundan, en az bir k € N* icin t = (k,0) dir.

yt <t <= (c¢,d) - (k,0) < (a,b) - (k,0)
— (ck,dk) < (ak,bk)

< ck+ bk <dk+ak < k(c+b) <k(d+a)
< c+b<d+a (Qinkik#0)

— (c,d) < (a,b) <= y<=x

Ispat (d) t < 0 oldugundan, en az bir k € N* icin t = (0, k) dir.

yt <zt <= (¢,d)-(0,k) < (a,b)- (0, k)
- (dk,ck) < (bk, ak)

< dk+ak < ck+bk < k(a+d) <k(b+c)
< a+d<b+c (Qinkik #0)

— (a,b) < (¢,d) <= <y
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Béliim 12. Tamsayilar Hiiseyin BILGIC

ALISTIRMALAR

1.) Asagidaki 6nermelerden hangisi neden dogrudur?

(a) (0’0) € (070) (b) (070) € (1’ 1) (C) (0’0) = m (d) m € (2’ 1)

Coziim: (a) (0,0) € (0,0), ¢iinkii 040 =0+0.

Coziim: (b) (0,0) € (1, 1), ciinkii 0+1 = 1 +0.

Coziim: (c) (0,0) = (1,1), ¢iinkii 04+ 1 =1+0.

Coziim: (d) (2,1) € (2,1) yanligtir, ¢iinkii (2, 1) denklik sinifi olup (2,1) bir elemandur.

2.) a,b € N olduguna gore agagidaki énermelerin dogru oldugunu gosterin.
(a) (a,a) ~ (b,b) (b) (a+1,a) ~ (b+1,b) (¢) (a+1,b4+1)~ (a,b)
Coziim: (a) a+ b = b+ a oldugundan (a,b) ~ (a,b) dir.

Coziim: (b) (a+1)+b=a+ (b+1) oldugundan (a+ 1,a) ~ (b+1,b) dir.

Coziim: (c) (a+1)+b=(b+1)+a oldugundan (a +1,b+ 1) ~ (a,b) dir.

3.) Asagidaki tamsayilar en sade gekilde yazin.

(a) (a,b) + (b,a) (b) (a,0)+ (b,0) (¢) (a,a—1)-(a,a—2) (d) (0,a)-(0,a+1)
Coziim: (a) (a,b) + (b,a) = (a+b,b+a) = (0,0) =0.
Coziim: (b) (a,0) + (b,0) = (a+b,0) =a+ 0.

Coziim: (c)

(a,a—1)-(a,a—2)=(a®+ (a—1)(a—2),a(a—2) + (a — 1)a)

2a? — 3a + 2,2a? — 3a)

(
= (

Coziim: (d) (0,a) - (0,a + 1) = (a? + a,0) = a® + a.

4.) a,b,z,r € N olsun. Agagidaki egitlikleri gosterin

(a) (a+z,a) = (x+1,1)  (b) (a,0) + (r,7) = (a,0)  (c) (a,b)-(r;7) = (r,7)

Coziim: (a) (a+z)+1=a+(z+1) = (a+=z,a) ~(x+1) = (a+z,a) = (z+1,1)

Coéziim: (b) (a,b) + (r,7) = (a+r,b+ 1) = (a,b), ¢iinkil (a+7r)+b=(b+7)+a.

Cozim: (c) (a,b) - (r,r) = (ar + br,ar + br) = (r,r), ¢iinkii (ar +br) +r = (ar +br) +r.
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Boliim 12. Tamsayilar

Hiiseyin BILGIC

5.) (a,b) + (z,y) = (¢,d) ise (z,y) = (c+ b,d + a) oldugunu gosterin.

Coziim: (a,b) + (z,y) = (c,d) = (a + 2,0+ y) = (¢, d)
= (a+x,b+y) ~ (c,d)
— (a+z)+d=(b+y)+c
— x4+ (d+a)=y+(c+Db)
= (x,y) ~ (c+b,d+ a)

= (z,y) = (c+b,d+a)

6.) (a,b) ~ (s,m) ve (c,d) ~ (t,n) ise agagidaki denklikleri gosterin

(a) (a+c,b+d)~(s+t,m+n) (b) (ac+ bd,ad + bc) ~ (st +mn, sn + mt)

Coziim: (a) (a,b) ~ (s,m) = a+m=>b+s
(¢,d) ~ (t,n) = c+n=d+t
— (a+m)+ (c+n)=(b+s)+ (d+1)
— (a+c)+(m+n)=(b+d)+(s+1t)
= (a+c,b+d) ~ (s+t,m+n)

Coziim: (b) (a,b) ~ (s,m) = (a,b) = (s,m)
(¢,d) ~ (t,n) = (c,d) = (t,n)
= (a,b) - (¢,d) = (s,m) - (t,n)
= (ac + bd, ad + bc) = (st + mn, sn + mt)
— (ac+ bd,ad + bc) ~ (st + mn, sn + mt)

7.) (—=3) + (—2) = =5 oldugunu gosterin.

Coziim: 3 = (3,0),2 = (2,0) alahm. O zaman —3 = (0,3), -2 = (0, 2) olur.

(—=3) +(—2) =(0,3)+(0,2) = (0,5) = =5

olup sonuc¢ bulunur.

8.) (—3) - (—2) = 6 oldugunu gosterin.

Co6ziim: 3 = (3,0),2 = (2,0) alalim. O zaman —3 = (0, 3), —2 = (0, 2) olur.

(=3)-(=2)=(0,3)-(0,2) = (6,0) = 6

olup sonuc¢ bulunur.
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Béliim 12. Tamsayilar Hiiseyin BILGIC

9.) Her z,y € Z igin (=) + (—y) = —(« + y) oldugunu gosterin.

Coziim: = = (a,b),y = (¢,d) alahm. O zaman —x = (b,a), —y = (d, ¢) olur.

x+y=(a,b)+ (c,d) = (a+¢,b+d)
NS sy s S (Im)

olup (I)=(II) oldugundan esitlik dogrudur.

10.) Her z,y € Z i¢in (—z) +y = —(x + (—y)) oldugunu gosterin.

Co6ziim: = = (a,b),y = (¢,d) alahm. O zaman —x = (b,a), —y = (d, ¢) olur.

(—x)+y=(ba)+ (c,d) = (b+c,a+d) --------- (T)
z+ (—y) =(a,b) + (d,c) = (a+d,b+c)
— —(z+(-y)=0b+c,a+d) - (II)

olup (I)=(II) oldugundan esitlik dogrudur.

11.) Her =,y € Z igin = — (—y) = x + y oldugunu gosterin.

Coéziim: = = (a,b),y = (¢,d) alahm. O zaman —y = (d, ¢) olur. Ayrica —(—y) = (¢, d) olur.

r—(-y) =2+ (-(-y) = (a,b) + (¢,d) =z +y

elde edilir.

12.) Her z,y € Z igin (—z) - (—y) = x - y oldugunu gosterin.

Coéziim: x = (a,b),y = (¢,d) alahm. O zaman —x = (b,a), —y = (d, ¢) olur.

(—x)(—y) = (b,a) - (d,c) = (bd + ac,bc + ad) = (ac + bd,ad + bc) = (a,b) - (¢,d) = xy

elde edilir.

13.) =1 < (s,t) < 1 ise s =t oldugunu gosterin.

Coziim: —1 < (s,t) < 1 énermesi “—1 < (s,t) ve (s,t) < 1”7 anlamindadir. —1 = (0,1

~
<
4]
—_

I

—~
[a—
]

~

alalim. Simdi

1< (s,t) = (0,1) < (5,t) = t<s+1l=t+1<s+1

(s,t) <1=(s,t) < (1,0) = s<t+1=s+1<t+1
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olup buradan t +1 = s + 1, yani s = ¢ bulunur.

14.) Asagidaki agik 6nermelerin Z’deki ¢oziimlerini teoremleri kullanarak bulun.
(a)z+2<7 (byz+2>z (c) —x—2<4-—2x

Coziim: (a) zr+2< 7= 12+2<5+2 =z <5 olup ¢oziim kiimesi {x € Z : z < 5} dir.

Coziim: (b) z+2>2x =2+ 2> 2+ 0= 2> 0 olup bu énerme yanhgtir. Céziim kiimesi @ dir.

Coziim: (¢)  _;_ 9497 — 2+ (-2)+2<4-20+2= -2 < —22+6

— o+ (22)< 2x+6+2r = 2<6

olup ¢oziim kiimesi {x € Z : < 6 } dir.

15.) Her z,y € Z i¢in z -y = 0 = = = 0 veya y = 0 oldugunu gosterin.

Coziim: z = (a,b),y = (¢, d) alahm. Simdi

z-y=0= (a,b) - (¢,d) =0 = (ac+bd,ad + bc) = (0,0) = (ac + bd, ad + bc) ~ (0,0)

olup buradan ac + bd = be + ad elde edilir. Simdi a # b ise (yani x # 0 ise) ac + bd = bc + ad olmasi
icin gerek ve yeter sart ¢ = d olmasidir (yani x # 0 = y = 0 dir). Benzer gekilde ¢ # d ise (yani y # 0
ise) ac 4 bd = bc + ad olmas igin gerek ve yeter sart a = b olmasidir (yani y # 0 = x = 0 dir). Yani

z = 0 veya y = 0 olmalidir.
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Adi, Soyadi: Numarasi: MT
MT108 SOYUT MATEMATIK II DERSI ORNEK YARIYIL SONU SINAVI

1.) 5 elemanli bir kiimeden 2 elemanli bir kiimeye ka¢ tane érten fonksiyon yazlabilir? (ipucu: Sabit

olmayan fonksiyon ortendir.)

O 120 O 25 O 32 ® 30 O Hicbiri
2.) f:R— R, f(z) =cosz ve A= (0,27] ise f(A) =7
O <_17 1] Q [_17 1) O (_17 1) O (07 1] ® Higbiri

3.) Bir A kiimesinde a x b = (a+1)2(b+2)

OA=1Z OA=N ® A=0Q*F OA=Q- O Higbiri

iglemi kapali ise A agagidakilerden hangisi olabilir?

4.) Rasyonel sayilarda tanimlanan a * b = a® 4 b> — 1 iglemi icin hangisi dogrudur?

O Kapali degil Q) Birlesme 6z. yok O Birim eleman var () Baz1 elemanlarin tersi var ) Higbiri

5.) Biitiin kiimeler tizerinde tamimlanan A x B = AN B iglemi i¢in hangisi dogrudur?
O Kapali degil O Birlesme 6z. var () Degisme 6zelligi yok O Birim el. var ) Higbiri

6.) Asagidaki sistemlerden hangisi abelyen gruptur? (axb=a+b—3, alb= 2a+ 2b)
& (Z,) O (Z,) O QA1) O R\{1},+) O Higbiri

7.) p “Abelyen olmayan bir grup aym zamanda monoiddir” ve ¢ :“Monoid olup yarigrup olmayan

sistemler vardir” onermeleri igin:

O p,q: Yanlis O p,q: Dogru O p: Yanlig, ¢: Dogru ) p:Dogru, ¢: Yanlis O Higbiri

8.) A’da taniml bir * iglemi olsun. (A, x) monoid degil ise agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?
O (A, x) yangruptur O Birim el. vardir Q) (A, *) grup degil (O Birlesme 6z. vardir () Higbiri

9.) p “Sonsuz her kiime sayilamazdir” ve ¢ *“Iki sayilabilir kiimenin kesisimi sayilabilirdir” énermeleri
icin:
& p: Yanhg, ¢: Dogru O p,q: Yanlis (O p,q: Dogru O p:Dogru, ¢: Yanhg (O Higbiri

10.) A ¢ B & C olsun. A sonlu bir kiime ve C sayilabilir sonsuz ise B i¢in hangisi kesinlikle dogrudur?
(O sonludur ) sayilabilirdir (O sonsuzdur O sayilabilir sonsuzdur (O Higbiri

& seklinde isaretleyiniz. Bu sayfadaki her soru 5 puandair.

Do6rt yanlis bir dogruyu gotiiriir. Diger sayfaya geciniz
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Adi, Soyadi: Numarasi: MT

11 (a) Sayilabilir Sonsuz Kiime tanimimi yazin (5p).
(b) Tiimevarimla her n € N icin 11 | (4*"*2 — 37*3) oldugunu gosterin. (15p)

12.) Her 2,y € Nigin z -y = 0 = x = 0 veya y = 0 oldugunu gosterin. (15p)
13.) z,y,z € Z ve z # 0 olsun. xz = yz <= x = y Onermesini ispatlaym. (15p)
NOT: Siire 80 dakikadur. BASARILAR Yrd.Dog.Dr.Hiiseyin BILGIC

CEVAP 11
(a) Tanwm: Dogal sayilar kimesi ile esgiclic olan kimelere sayilabilir sonsuz kiime denir.

Ispat (b): P(n) énermesi 11 | (4%+2 — 373 olsun. n = 0 dgin 11| (16 — 27) yani 11| (—11) dogru
olup P(0) dogrudur. Simdi P(n) in dogru oldujunu kabul edelim. O halde 4*"+2 — 3"+3 = 11 -k olacak
sekilde bir k € Z vardwr. Simdi

44(n+1)+2 _ 3n+4 — 447’L+6 _ 3n+4 — 256 . 44n+2 o 3 . 3n+3 — (253 + 3) . 447’L+2 _ 3 . 3n+3
seklinde yazlir. 253 = 23 - 11 oldugundan son ifade:

2311 -44+2 4 34402 _ 3.3+ — 17(23 - 412 1 11 - k)
3-11-k eN

olup 23 - 4*"*+2 111 - k € N oldugundan P(n + 1) de dojrudur. Timevarimdan dolays her n € N igin

P(n) dogrudur.
CEVAP 12

Ispat: © = 4, y = B diyelim.

ty=0=A-B=0= Ax B=0= Ax B ile 0 esqiicli
= A X B =10 (Ciinkii ) sadece ) ile esgiiclii)
— A=Quveya B=0=2=A=0=0veya y=B=0=0

CEVAP 13

Ispat: = = (a,b),y = (c,d), z = (e, f) alalim. z # 0 oldugundan e # f olmalidur.

xz =yz <= (ae+bf,af +be) = (ce+df,cf + de)
< (ae+bf,af +be) ~ (ce + df,cf + de)
< ae+bf +cf +de=af + be+ ce+df
< ela+d)+ f(b+c)=elb+c)+ fla+d)
< a+d=b+c (Clinki e # f)
<~ (a,b) ~ (¢,d)
= (a,0) = (c,d)
= =y
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