Bolim 2

ONERMELER CEBIRI

2.1 ONERMELER

2.1.1 Onerme Nedir?

Tanim: Dogru ya da yanls bir hikim bildiren ama ayni zamanda hem dogru
hem de yanhs olmayan ifadelere 6nerme denilir. Her Onerme bir yargs, bir
bildirim, bir bilgi'dir. Onerme’nin dogru ya da yanhs olusu, onun dogruluk de-
geri’dir. Bir 6nerme, hem dogru hem de yanlig olamayacag1 gibi, biraz dogru,
biraz yanhs da olamaz. Tki-degerli mantigin temeli budur.

Bir bilgi vermeyen, bir hiikiim bildirmeyen ifadeler énerme degildir.
Ornekler

1. Londra, Ingiltere’nin baskentidir.
2. Konya I¢ Anadolu bélgesindedir.
3. 24+2=4

4. Pekin, Avrupa kitasindadar.

5. 29<12

6. Nereye gidiyorsun?

7. Eyvah!

8. Merhaba!

9. Kapuy ért.

10. Ahmet!
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Bu ifadelerden ilk begi birer hiikiim bildirir; dolayisiyla birer énermedir.
1 inci, 2 nci ve 3 iincii 6nermelerin dogruluk degeri dogru; 4 incii ve 5 in-
cinin dogruluk degerleri yanligtir. Geri kalan ifadeler birer hiikiim bildirmez;
dolayisiyla birer 6nerme degildir.

Mantik, dogru 6nermeden dogru 6nerme ¢ikarma sanatidir. Usavurma (akil
yiiriitme) kurallar1 denilen bu sanati, kiginin bilgisine, konugtugu dile, duygu-
larina, cevre kogullarmma, ... bagh olmaktan kurtarmak igin, soyut bir kiime
iizerinde tanimli matematiksel iglemlerle belirleyecegiz. Soyut matematiksel bir
yapi olarak ortaya konulan bu sistem evrenseldir ve istenilen her somut duruma
kolayca uygulamr. Bu sisteme Onermeler Cebiri, Boole Cebiri, Matematiksel
Mantik, Simgesel Mantik adlar verilir.

Onermeleri,

p7 q? T?"'

gibi harflerle; 6nermelerin dogruluk degerlerini de,
D =1 = Dogru Y = 0 = Yanbs

simgeleriyle gdsterecegiz; yani, bir p 6nermesinin dogru olmas1 D veya 1, yanlig
olmas1 Y veya 0 ile gosterilir. Burada 1 ile 0 her dile uyabilen gésterimlerdir;
sayisal degerleri yoktur. Yalnizca, 6nermenin dogru ya da yanlig oldugunu be-
lirten birer simgedir.

Yalin Onermeler

Yalnizca bir hiikiim iceren 6nermeye, yalin bir énerme, denilir.

Ornekler
p: Kar yagiyor.
q: Ankara’da yaz aylarinda hava ¢ok soguktur.

Onermeleri yalindir. p dnermesinin dogruluk degeri 1; ¢ dnermesinin dogruluk
degeri 0 dir. Daha kisa olarak, p 6nermesine dogru, ¢ 6nermesine yanls diyecegiz.

Bilesik Onermeler

Birden ¢ok hiikiim igeren 6nermeye, bilesik bir énerme, denilir.

Ornekler
p: Antalya, Akdeniz bolgesindedir ve Rize, Karadeniz bolgesindedir.
q : Bugiin hava sicak degildir veya ben digiiyorum.

onermeleri bilegiktir. p 6nermesinin dogruluk degeri, onu olugturan,
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p1: Antalya, Akdeniz bélgesindedir.
p2 : Rize, Karadeniz bélgesindedir.

Onermelerinin dogruluk degerlerine baghdir. Benzer olarak, ¢ nermesinin dogru-
luk degeri, ¢ yu olusturan,

q1 : Bugiin hava sicak degildir.
q2 : Ben dgtiyorum.

onermelerinin dogruluk degerlerine baghdir.
Bilegik 6nermelerin dogruluk degerlerinin nasil belirlenecegini, bundan son-
raki kesimlerde inceleyecegiz.

Denk Onermeler

Dogruluk degerleri ayni olan &nermelere, denk dnermeler ya da esdeger éner-
meler denilir. p ile ¢ nermelerinin denkligi, p = ¢ simgesiyle gosterilir ve "p
denk ¢" diye okunur.

Onermelerin denkligi arastirilirken, yalmizca onlarin dogruluk degerlerine
bakilir. Onermelerin anlamlar1 dikkate alinmaz. Ornegin,

p: (2% =8)ile q : Bir haftada 7 giin vardir Snermelerinin dogruluk degerleri 1
dir. Dolayisiyla, birbirlerine denktirler: (p = ¢). Ama bu iki 6nermenin anlamlar
farklidr.

2.1.2 Alistirmalar
1. Bildiginiz, tanimli ve tanimsiz terimler yaziniz.
2. Bunlar arasinda, matematik terimi olanlar1 ayiriniz.

3. Onerme, ondalik, kok, kiip, kesir, basamak, merdiven, hane, ev, biiyiik,
kii¢iik, dogru, yanhg, bélme, nokta, dogru, ¢izgi, egri, diizlem, 151n, agi,
dik, egik, dortgen, kare, masa sozciikleri veriliyor.

(a) Bu sozciikler arasinda matematik terimi olanlar1 ayiriniz.

(b) Matematik terimi olanlardan hangileri tek anlamhidir? Hangileri bir-
den cok anlama sahiptir?

(c¢) Bunlardan hangileri tanmimlidir? Hangileri tanimsizdir?

a : Merhaba! b : Adana Akdeniz bélgesindedir.
¢ : Pencereyi ac. d:54+7=12
4. e:H54+T7<5H p : Kedi evcil degildir.
q : Kopek evcildir. r: 8 tek bir sayidir.
s : 5 asal bir sayidir. t : 1 Ocak 2000

ifadeleri veriliyor.

(a) Verilen bu ifadeler arasindan 6nerme olanlar: ve olmayanlari ayirimz.
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(b) Onerme olanlarin dogruluk degerlerini bulunuz.
(c¢) Bu 6nermelerden birbirlerine denk olanlar1 s = ¢ simgesiyle belirtiniz.

(d) Bu 6nermelerden birbirine denk olmayanlar1 s # ¢ simgesiyle belir-
tiniz.

5. Asagidaki énermelerin dogruluk degerlerini belirleyiniz.
(a) (—5)® <125 (b) Ay bir gezegendir.
(¢) 5% =125 (d) Diinya bir gezegen degildir.
6. Yukaridaki onermeler arasinda birbirlerine denk olanlar: belirtiniz.
7. Asagidaki 6nermeler arasinda birbirlerine denk olanlar1 belirtiniz.
(a) (=3)%<9 (b) Tokyo, Japonya’nin baskentidir.
(¢) 3% =27 (d) 3 asal sayr degildir.
8. Onerme olan ve olmayan ifadeler yaziniz.
9. Yazdiklariniz arasinda, 6nerme olanlarin dogruluk degerlerini belirleyiniz.

10. Birbirine denk olan ve olmayan 6nermeler yaziniz.

2.2 ONERMELER CEBIRI

Onermeler kiimesi iizerinde { ve, veya, degil, ise } denilen iglemleri tanimlayarak,
verilen 6nermelerden yeni 6nermeler ¢ikarmayi 6grenecegiz. Bunu yapinca, dogru
Onermelerden, dogru 6nermeler ¢ikarmanin yontemlerini de ortaya koymus ola-
cagiz. Bu iglemlere, baz1 kaynaklarda, bagla¢ denilir. Bu deyim, dilbilgisindeki
"baglag" kavramindan farklidir ve verilen 6nermeleri, belli bir kural ile, birbirine
baglayarak yeni bir 6nerme olugturdugunu ifade eder.

Tanimlayacagimiz bu iglemler sonunda ortaya cikan 6nermelerin dogruluk
degerlerini, dogruluk tablosu denilen tablolarda daha kolay olarak gdrebiliriz.
Bu tablolar, ilgili islemle birlikte verecegiz.

Ve Iglemi (baglaci)

Tanim: p ile q birer énerme ise, p A q bilesik dnermesi,
1A1=1, 1A0=0, 0A1=0, 0AO0=0 (2.1)

kurallarwyla tanemlanir; p ve q diye okunur. Bu kurallari, agagidaki simgelerle
de tanimlayabiliriz.

DAD=D, DAY =Y, YAD=Y, YAY =Y (2.2)
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p ile ¢ 6nermeleri, p A ¢ bilegik énermesininin bilesenleri dir.

pAq bilesik onermesinin dogru olmasi i¢in, p ile q bilegsenlerinin her ikisinin
de dogru olmasi gerekli ve yeterlidir.

Plga|PNg

11 1

110 0 p A q bilegik 6nermesinin dogru-
01 0 luk tablosu, yanda gosterilmistir.
0o 0

Ornekler

1) -8 < 0 ve 0 < +8

2) 6 bir ¢ift saydir ve 4 bir tek sayidar.
3) 4 bir asal sayidir ve 4 < 5 dir.

4) 4 bir asal saydir ve 5 < 4 dir.

Bu bilegik 6nermelerden birincisinin dogru, otekilerin yanlhg oldugunu seze-
biliyor musunuz?

Bunlarin dogruluk degerlerini, tanima ve tabloya gore, ayr1 ayr1 belirleyiniz.

Teorem:
p,q,7 ii¢ dnerme ise, asagidaki 6zelikler saglanar:
1. pAp=p (A nin Esgiiclilik Ozeligi)
2. pAg=qAp (A nin Yer Degisim Ozeligi)
3. @AQAr=pA(gAr) (A nin Birlesme Ozeligi)

Ispat: Bunlarin ispatlari, sirasiyla, asagidaki dogruluk tablolarindan goriilebilir.
Bu tablolar inceleyiniz ve ispatlar1 aciklayiniz.

Plag|pPAg | gAp
PlP|PAD 11 1 1
1|1 1 110 0 0
010 0 01 0 0
T T 010 0 0
DP=DpAD T T

PAG=qADp
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plar|pAg|ghr [ (pAg AT | pA(gAT)
T[1]1] 1 1 1 1
11110] 1 0 0 0
t{ol1] o 0 0 0
1{ojol| o 0 0 0
ol1]1] o 1 0 0
ol1/0] o 0 0 0
olo|l1] o 0 0 0
ololo] o 0 0 0

) )

(pAg)Ar=pA(gAT)

” A7 nin birlegsme 0Ozeligini daha kisa gostermek igin, parantezleri

(PA@QAr=pA(gAT)=pAgAT

biciminde yazabiliriz.

Veya Islemi (baglaci)

Tanim: p ile ¢ birer dnerme ise, p V g bilesik 6nermesi,

1vi=1, 1v0=1, 0vl=1, 0vV0=0 (2.3)

kurallariyla tanimlanir; p veya ¢” diye okunur.
Bu kurallar, agagidaki simgelerle de gosterilebilir:

DvD=D, DVY=D, YvD=D, YVY=Y

p ile ¢ 6nermeleri, p V ¢ bilegik nermesininin bilesenleri dir.
pV q bilesik 6nermesinin yanlig olmasi i¢in, p ile ¢ bilegenlerinin her ikisinin
de yanlig olmas1 gerekli ve yeterlidir.

Plqg|pPVyg
111 1
110 1 pVq bilegik 6nermesinin dogruluk
0|1 1 tablosu, yanda gosterilmigtir.
010 0
Ornekler

1. 2<7)v(+5=6)

2. (2+42=4) VvV (Paris, Amerika kitasindadir.)

3. (242=5) Vv (Paris, Avrupa kitasindadir.)

4. (4+2=T7)V(3+1=6)
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Bu bilegik 6nermelerden ilk {i¢iiniin dogru, dordiinciiniin yanlg oldugunu seze-
biliyor musunuz?

Bu bilegik 6nermelerin dogruluk degerlerini, tanima ve tabloya gére, ayri ayri
belirleyiniz.

Teorem: p,q,r i¢ onerme ise, asagidaki ozelikler saglanar:
1. pVp=p (V man Esgiiclilik Ozeligi)
2. pVqg=qVp (V man Yer Degisim Ozeligi)
3. (pvq)Vr=pV(gVr) (V mn Birlesme Ozeligi)

Ispat: Bu 6zeliklerin ispatlari, sirasiyla, asagidaki dogruluk tablolarinda goriil-
mektedir. Bu tablolar: inceleyiniz ve ispatlar1 agiklayiniz.

Y Y
p p pVvVp Il) (11 plq qlp
1 1 1
10| 1 1
0 0 0
01| 1 1
T - T 0j0| 0 0
pPVP=p T 7
PVqg=qVp
Pla|r|pVg|gVvr | (@VgVr |pV(gVr)
T[1]1] 1 1 1 1
1]1]o] 1 1 1 1
1jo|1] 1 1 1 1
1]0]0] 1 0 1 1
01 |1 1 1 1 1
ol1|0| 1 1 1 1
0olo0f1| 0 1 1 1
0/0|0| O 0 0 0
t T

(pvgVvr=pV(gVvr)

Uyari: 7 V7 nin birlesme 6zeligini daha kisa gostermek igin, parantezleri
kaldirip, asagidaki bicimde yazabiliriz.

(pV@Vr=pV(gVr)=pVqVr

2.2.1 Dagilma Ozelikleri
Teorem: p,q,r ii¢ onerme ise asagidaki ézelikler saglanar:
1. A nin V dzerine soldan dagilma ézeligi:
pA(gVr)=(pAqgV(pAr)
2. V mn A idizerine soldan dagilma ézeligi:

pV(gATr)={@VaA(pVr)
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3. A nin V dzerine sagdan dagilma 6zeligi:
(Vg Ar=(pAr)V(gAr)

4. V mn A dzerine sagdan dagilma 6zeligi:
(pAgVr=(Vr)A(gVr)

Ispat: 1. Ozeligin ispat1, asagidaki tablodan goriiliir.

Pla|r|gVr |pAg|pAr | pA(gVr) | (pPAgV(pAT)
T]1]1] 1 1 1 1 1
1]1]0] 1 1 0 1 1
1]o]1] 1 0 1 1 1
1joflo]| o 0 0 0 0
o1 |1 1 0 0 0 0
0|10 1 0 0 0 0
0|o0|1| 1 0 0 0 0
olofo| o0 0 0 0 0
) 0
pA(@Vr)=(@AqV(pAT)

2. Ozeligin ispat1, agagidaki tablodan goriiliir:
plalr|gAr|pVg|pVr [ pVgAr) | (pVgAlpVr)
1111 1 1 1 1 1
11110 0 1 1 1 1
11011 0 1 1 1 1
110]0 0 1 1 1 1
0|11 1 1 1 1 1
0O(1]0 0 1 0 0 0
0011 0 0 1 0 0
0[0]0 0 0 0 0 0

) T

pVgAr)=p@VgA(pVr)

Degilleme

Bir Onermenin Olumsuzu (Degili)

Tanim: Bir p onermesinin dogruluk degerinin degistirilmesiyle elde edilen yeni
onermeye, p nin olumsuzu (degili) denilir; p', ~p ya da —p simgelerinden
birisi ile gésterilir ve "p nin olumsuzu (degili)", diye okunur.
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Ornekler_ .
p : Odevimi yaptim. = p' i Odevimi yapmadim.
q : Bir gyl 12 aydar. = q" : Bir yil 12 ay degildir.
r : 11 asal sayr degildir. = r’ 1 11 asal sayidar.
Teorem: Bir onerme dogru ise, degili
yanhstar.
p|p | @) Onermenin kendisi yanhs ise, degili
110 1 dogrudur.
01 0 Bir onermenin degilinin degili, kendi-
T T sine denktir; yani, p = (p')’ dir.

Bu ozeliklerin ispatlar: tablodan goriilmektedir.

Ornekler
Agagidaki 6nermeleri degilleyiniz.

p: Viyana, Asya kitasindadar.

qg: 2x3#£6

p: Berlin, baskent degildir.

r:7<£15
Coziim:

p': Viyana, Asya kitasinda degildir.

qd:2x3=6

p: Berlin, baskenttir.

. 7T<15
Burada suna dikkat edilmelidir. p : "Viyana, Asya kitasindadir” Snermesinin
degili, "Viyana, Asya kitasinda degildir.” onermesidir. p1 : "Viyana, Avrupa
kitasindadar.” 6nermesi p nin degili olamaz; o bagka bir énermedir. Bu olgu,

Onermelerin denkligi ve olumsuzlanmasi konularinda, anlamlariyla ilgilenmemek
gerektigini agiklikla ortaya koyar.

2.2.2 Uygulamalar

1. Onceki alistirmalarda verilen 6nermeleri degilleyiniz.
2. Bu 6nermeler ile degillerinin dogruluk degerlerini karsilagtiriniz.

3. p,q,s,t onermeleri ile degillerinin dogruluk degerlerini ayni1 tabloda gos-
teriniz.
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4. Bir p 6nermesi yaziniz. Bunu, sirayla, 1,2.3,4.5,. . . kere degilleyiniz. Her de-
fasinda buldugunuz onermelerin dogruluk degerlerini p ve p’ niin dogruluk
degerleri ile kargilagtirimz. Bir kural ¢ikarabildiniz mi?

5. p,q,r,s dort 6nerme ise, bu 6nermelerin;

(a) Birer birer,
(b) ikiser ikiser,
(c) Ucer iicer,

(d) Dérder dorder

dogruluk tablolarini yapiniz.

6. Dogru ve yanlig 6nermeler yaziniz. Yazdiginiz énermeleri degilleyiniz.

2.2.3 Bilesik Onermelerin Degillenmesi
De Morgan Kurallar:

p ile ¢ iki 6nerme ise, agagidaki egitlikler vardir.

(pva) =0 Nd)
pAg) =0 V)

Ispat: 1k esitligin ispat1, asagidaki tablolardan goriiliir.

plal|lp |d | pVe| Ve | NG
1l1lolo| 1 0 0
1lolo]1 1 0 0
ol1]1]0] 1 0 0
olol1|1] o 1 1
T 1)
(pva) =p N
plal|? |d | phg| A" [PV
1100 1 0 0
tlolo]1] o 1 1
ol1l1]lo] o 1 1
olol1 1] o 1 1
T )
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(phNg)' =p' VvV
Ornekler

1. (Bu giin hava sicaktir veya yaz mevsimindeyiz.) =
(Bu giin hava sicak degildir ve yaz mevsiminde degiliz.)

[pV(gAr)] = p'AlgAr) (De Morgan Kural)

2.2.4 Totoloji ve Celigki

Baz1 bilegik 6nermeler daima dogru, bazilari ise daima yanlig olabilir.
Bilegenlerinin bitin dogruluk dejerleri icin, daima 1 (dogru) degerini alan
bilesik onermeye bir totoloji (hepdogru) denilir.
Bilesenlerinin biitin dogruluk degerleri i¢in, daima 0 (yanlhs) degerini alan
bilesik onermeye bir celiski (hepyanhs) denilir.

Ornekler: Asagidaki ifadeleri ispatlayimniz.
1. p bir énerme ise, p V p’ bilegik 6nermesi bir totolojidir.
2. p bir énerme ise, p A p’ bilegik 6nermesi bir ¢eligkidir.
3. p bir 6nerme ise, p V 1 bir totolojidir.
4. p bir énerme ise, p A 0 bir celigkidir.
5. (p Aq)' Vv (pV q) bilegik 6nermesi bir totolojidir.

(Céziim: Birinci ve ikinci ifadelerin ispatlari agagidaki tablolardan cikar.

/ / /

p|p | pVp p|p | pAY
1]0 1 110 0
01 1 011 0

Buradan, pVp' =1 ve p Ap’ =0 qikar.
Beginci ifadenin ispatini, agagidaki dogruluk tablosundan goérebiliriz.

plalprAq | (pAg) | pVg ]| (pAg) V(pVa
11 1 0 1 1
1{o] o 1 1 1
ol1]| o 1 1 1
olo| o 1 0 1
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Biitiin dogruluk degerleri 1 oldugundan, (p A q¢)’ V (p V q) bilegik 6nermesi
bir totologidir.
Bazan, dogruluk tablosunu diizenlemek yerine, énermeler cebirinin uygun
kurallarim1 kullanarak da problemleri ¢6zebiliriz:
(pAg)V(pVa) ®'Vd)Vv(pVae (De Morgan)

= pVqgdVpVg (Birlesme)
= p'VpVqgVyg (Degisme)

= (p'vp)VvI(dVa) (Birlesme)
= 1vl1 pP'Vvp=1)
= 1 (lvi=1l)

(PAg)'V(pVe) =1

oldugundan, bu bilegik 6nerme bir totolojidir.
Bu yonteme énermeler cebiri ile ¢c6zme yontemi denilir.

2.2.5 Ise i§1emi

p: Bu ti¢ggenin iki kenary egittir.

q : Bu bir ikizkenar ticgendir.
Oonermelerini “ise" baglaciyla birbirine bagladigimizda,

p ise q : "Bu ticgenin iki kenar egitse, ikizkenar bir ii¢gendir. bilesik Gner-
mesini elde ederiz.

Tanim: p ile q birer énerme ise, p = q bilesik dnermesi,
1=1)=1 (1=0=0 ((O=1)=1 (0=0=1 (2.4)

kurallaryla tanimlanar ve "pise q” diye okunur. Bu kurallar, agagidaki simgel-
erle de gosterilebilir:

(D=D)=D, (D=Y)=Y, (Y=D)=D, (Y=Y)=D (2.5)

p ile ¢ 6nermeleri, p = ¢ bilegik 6nermesininin bilesenleri'dir.

p = q 6nermesine kogullu énerme, gerektirme adlar1 da verilir ve p gerektirir
g diye de okunur. Bu kogullu énermede, p ye énciil (varsayim, hipotez); q ya ise
sonu¢ (vargs, hiikiim) denilir.

p = q kosullu énermesinin yanlis olmasi icin, q vargisiman yanhs olmass
gerekli ve yeterlidir.

plalp=q|

111 1

110 0 p = ¢ bilegik 6nermesinin dogruluk
0|1 1 tablosu, yanda gdsterilmigtir.

0|0 1

Ornekler
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1. Dogru énerme, dogru énermeyi gerektirir:
p: Fiyatlar ve dcretler yikseliyor.
q: Enflasyon artiyor.
Onermeleri igin,
p = q: Fiyatlar ve icretler yikseliyor ise, enflasyon artiyor.
kosullu 6nermesini yazabiliriz.
2. Dogru énerme, yanhs dénermeyi gerektirmez:

p: Ankara’da hava soguktur. q : Ankara kuzey kutbundadir.
Oonermelerinden olusgan,

p = q: Ankara’da hava soguk ise, Ankara kuzey kutbundadr.
kosullu 6nermesi yanhgtir. O halde, p # ¢ dur.

3. Yanlis onerme, dogru onermeyi gerektirebilir:

p:(6=9)=0, ie g¢:(6<9) =1 onermelerini diigiinelim.
6 # 9 olmast 6 < 9 olmasma engel degildir. O halde (6 = 9) = (6 < 9)
gerektirmesi var olabilir. Demek ki yanlig bir 6nermeden, dogru bir 6nerme
cikarilabilir.

4. Yanhs onerme, yanhs bir énermeyi gerektirebilir:

p:(6#£6)=0, il q¢:(7+#7) =0 6nermelerini diigiinelim.
6 # 6 olmasi 6 + 1 # 6 + 1 olmasina engel degildir. O halde (6 # 6) =
(7 # 7) gerektirmesi var olabilir.

p = q kosullu 6nermesinde, p Onermesi yeterli kogul, ¢ Gnermesi gerekli
koguldur.

p = q kogullu 6nermesinde p 6nermesine hipotez, ¢ dnermesine hikiim denir.

q = p kosullu 6nermesine, p = ¢ 6nermesinin karsite denilir.

Bir kogullu 6nermenin kargiti bazan dogru, bazan yanlig olabilir.

Ornekler

l.p: z=3ileq:x+4=7
onermelerinden olusturulan,

p=q:[(z=3)=(z+4=7)
kogullu 6nermesinin kargiti,
g=p:lz+4=7) = (z=3)]

diir. O halde, bu 6rnekte, hem (p = ¢) kosullu 6nermesi, hem de (¢ = p)
kargit1 dogrudur.
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2. p:x=—-4ileq:2%2=16
onermelerinden olugturulan,

p=q:llz=-4)= (2* =16)]

kosullu 6nermesinin karsiti,
a=p: [ = 16) = (x = —4)

diir. Ancak, her zaman (22 = 16) = (¢ = —4) olmaz. (2 = 16) =
(x = +4) de olabilir. O halde, bu érnekte, (p = ¢) kogullu énermesinin
dogrulugu, (¢ = p) karsitinin dogrulugunu gerektirmeyebilir.

3. p: AABC ikizkenar bir dik i¢gendir.

q: ANABC dik iicgenin kenarlar arasinda a? + b = c? bagintisy vardar.
onermeleri igin

p = q: AABC ikizkenar bir dik ig¢gen ise, NABC dik ii¢geninin ke-
narlar: arasinda a® + b*> = ¢ bagintist vardar.

qg=p: ANABC dik iicgenin kenarlar arasinda a® + b*> = c2 bagintist var
ise, NABC ikizkenar bir dik ii¢gendir.
olur. Ama, bu 6nerme her zaman dogru degildir.

Tamim: p = q kosullu onermesinin karsit tersi, ¢ = p’ onermesidir.

Teorem: Kogullu bir énerme karsit tersine denktir:

P=q = ¢ =7

Ispat: Asagidaki dogruluk tablosu isteneni verecektir.

~

/

pla|? |d |p=aq|d =P
1100 1 1
1lolo]1 0 0
ol1]1]o0 1 1
00| 1]1 1 1
) )
p=q=q =7

Teorem: p ile q iki dnerme ise, asagidaki denklik saglanar.

p=q = p'Vg
pla|p |p=q|DP Vg
11110 1 1
(1) (1) (; (1J (1) Ispat: Yandaki dogruluk tablosundan
olol 1 1 1 Grkar.
) T
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p=>q=p Vg

Ornekler

1. p: AABC ii¢geni eskenardr.
q: NABC ii¢geninin a¢ilary egtir.
p = q: NABC ii¢geni eskenar ise, NABC ti¢geninin agilary egtir.
q = p' : ANABC ii¢geninin acgilar: es degil ise, NABC' 1ii¢geni eskenar

degildir.
2. p= q = p'Vgdenkligini kullanarak, (p = ¢)Vp = 1 oldugunu gosteriniz.
Céziim:
(p=q)Vp ®Vvavp (p=q=p'Vaq)

(qVp)Vp V nin Degisme Ozeligi)
gV (p'Vp) (V nin Birlesme Ozeligi)
qVv1 (PVvp=1)

1 (gvli=1)

2.2.6 Uygulamalar

1. p = q kosullu 6nermesi yanhg iken ¢ = p Gnermesinin dogru ve yanlig
oldugu durumlara 6rnekler veriniz.

2. p' = ¢ kosullu 6nermesine p = ¢ kosullu énermesinin tersi denilir. Bunun
dogruluk tablosunu diizenleyiniz.

p:x=3ileq:2>=9
onermelerinden olugturulan
p=q:(r=3=2>=9)
kogullu 6nermesinin tersini yaziniz.
3. (p = q)' A g bilegik 6nermesinin bir celigki oldugunu gosteriniz.
2.2.7 Ancak ve Ancak i§lemi
Tanim: p ile q birer énerme ise, p < q bilesik onermesi,
pea=@=aAN(a=p)
bagintisiyla tanimlansr ve p ancak ve ancak g diye okunur. Bu tanim,
lel)=1, 1e0=0 (0e1)=0, (0e0)=1

kurallariyla da verilebilir. Neden?
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p ile ¢ 6nermeleri, p < ¢ bilegik Gnermesininin bilesenleri'dir.

p < q Onermesine iki yonli kosullu dnerme, ¢ift gerektirme adlart da verilir
ve "p ¢ift gerektirir ¢" diye de okunur.

p & q ki yonli kosullu onermesinin dogru olmasi i¢in, p ile q bilesenlerinin
ayne degerli olmasiy gerekli ve yeterlidir.

p < q bilegik 6nermesinin dogruluk tablosu, agagida gosterilmigtir.

Pl la|lp=qla=p | p=9N(@=p) | peq
111 1 1 1 1
110 0 1 0 0
01 1 0 0 0
00 1 1 1 1
0 0

peqg=@=q AN(q=>Dp)

Ornekler
1. d, e iki dogru ve || simgesi paralelligi gostersin.
p:dfe q: el d
onermelerinden ve paralellik 6zeliginden,
p=q:d|e = eld
g=p:e|d = dje

pEeqg:dle < eld

cikar. Oyleyse, bu 6rnek icin, (p < ¢) iki yonlii kogullu Snermesi dogrudur;
yani, bir ¢ift gerektirmedir. Bu sonucu,

reqg=1

bi¢iminde gosterecegiz.

p: LA=4B q: LA ile /B yondestir.

Onermelerinden,

p=q: (LA = 4B) ise, LA ile /B yindestir.

q=p: (LA ile /B yondes ise, (LA = £B)dir.
yazabiliriz. O halde,

p<eq: (LA = 4B) ancak ve ancak LA ile £B yondegtir.

olur.

Oysa, biitiin es agilar yondes olmak zorunda degildir; yondes olmadig:
halde eg olan aglar da vardir. O halde, (p = ¢) Onermesi yanlgtir; yani,
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[(p = ¢) = 0] dir. Ote yandan, biitiin yondes agilar estir. Dolayisiyla,
(¢ = p) kogullu 6nermesi dogrudur; yani, [(¢ = p) = 1] dir.

Oyleyse, bu érnek igin, (p < ¢) iki yonlii kogullu gerektirmesi yanlstir;
yani, bir ¢ift gerektirme degildir. Bu sonucu,

(req)=0, yada(p=4q)#(q=0p)

bigimlerinden birisiyle gdsterebiliriz.

Buraya kadar elde ettiklerimizi 6zetlersek, agagidaki tabloyu diizenleyebiliriz.
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2.2.8 Onermeler Cebirinin Kurallar:

Esqiicliilik Kurallar::
la. pAp=p

Birlesme Kurallar:
2a. (pA@QATr=pA(gAT)

Yer Degisme Kurallari:
3a. pAgq=qADp

Dagilma Kurallar::
da. (pAQAT=pA(gAT)

Esgiicliilik Kurallar::
5a. pAN1=p

Esgiiclilik Kurallars:
6a. pAN0O=0

Timleme Kurallars:
Ta. pAp =

Timleme Kurallars:
8a. (p') =p

De Morgan Kurallar::
9a. (pAq)=(Vq)

Gerektirme Kurallar::

10a. [(peq=[p=q9A(q=D)

Geciskenlik Kurallara:

1la. [(p=Alg=7)]=(p=r)

Karsit Ters Onerme:
12a. (pe=q)=(d =)

2.2.9 Alstirmalar

1b.

2.

3b.

4b.

5b.

6.

7b.

8b.

9b.

100.

110.

pVp=p

(Vg Vvr=pV(gVvr)

pVqg=qVp

(Vg vr=pV(gVvr)

pvl=1

pVO=p

pVyp =

(pva)=@N])

(peq) =(gep)

p=q9 = =p)

1. z=5 < 22 =25 énermesinin dogru olup olmadigini bulunuz.

2. p=1lise pA(p = q) dnermesi neye esittir?

3. "Ates olmayan yerden duman titmez. " atasdziini biraz degigtirerek, "Ates
yoksa, duman titmez."” bicimine sokalim. Bu bilegik 6énermenin bilegen-
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10.

11.

12.
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lerini bulunuz ve harflerle ifade ediniz. Sonra, karsit, ters ve ters kargit
Onermelerini yaziniz.

. Asagidaki bilegik 6nermelerin dogruluk tablolarini yapimz.

a) (pAhq) Vr b) (P’ Va)Ar
o) (V)N d) (rAd)V(pAT)
e) (gvr)A(d Vp) f) (pvd)np

. Asagidaki bilegik 6nermeleri degilleyiniz.

a) (pVdq)Ap b) pA(qgVp)
c)p'AgVr') d) (pAg)V(gAr)
e) pAllgnhr)V (p' V)] f) pAg) V(P AT

. Agagidaki denkliklerin gegerli olup olmadgini gdsteriniz.

a)0Vv0=0 b)0A0=0
c)lvli=l d)inl=1
e)pvO0=p f)pA0=0
g pvli=1l hypAl=p
i) Ag) =pVvd DAl ANg) Ve =p

. Agagidaki denklikleri gosteriniz.

a)[p=N(r=q9]=@Vr) =g
b)p=q¢gVp=r)]=p=(qVr)
o (pva =0 =9

. Agagidaki bilegik 6nermelerin dogruluk degerlerini bulunuz.

a) [IVO)AOAL]V(0VI) b) [(I'A0) A(1VO)]A[0 VO) V1]
)IAOVI)VOVIIAAAD)] d) AIVOAOVLVIADIAQLVI)

. Agagidaki denklikler dogru mudur?

a) pAgQV(P'Vg =p b)pA(p' Vg =pAq
)pA(gVvg)=p d) (Ve Ve=pVyq
e) (Vg n(pVva) =q £y [pAn(@ v =p' Vignar)

Asgagidaki bilegik 6nermeler, birer totoloji midir? Neden?
a) [(pAq) AplV(gAp)

b) [(pva npVd)Vy

) [(pvs) V' ADIA(pV )

Agagidaki bilegik 6nermeler, birer ¢eliski midir? Neden?

a) [(pva ApVd)np b) [(pAG) ApIA(pAG)

(p' V q) V1’ = 0 olduguna gore (p' V q) A [(' V p) A r] bilegik dnermesinin
dogruluk degerini bulunuz.
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13.

14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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(pVr) Ag=1olduguna gore [(pV ') V q]' A (¢’ Ar) bilegik Gnermesinin
dogruluk degerini bulunuz.

p: "Bardak yere diiser.” ve q : "Bardak kirilir.” énermeleri icin

p=q q=p, P=q ¢=p
onermelerini sozle ifade ediniz.

"Aynar dogruya dik olan iki dogru birbirine paraleldir.” bilegik 6nermesini,
bilegenlerine ayirarak, simgelerle ifade ediniz.

"Yondes agilar birbirine egtir.” bilegik 6nermesini, bilegenlerine ayirarak,
simgelerle ifade ediniz.

p:x =7, q:x%=49 dénermeleri veriliyor.

a) p = q ve p < ¢ 6nermelerini yaziniz ve her birinin dogruluk degerlerini
bulunuz.

b) p = ¢ teoremini dogrudan ve olmayana ergi yontemleri ile ayr1 ayri
ispatlaymiz.

¢) p & ¢ nun bir ¢ift gerektirme olup olmadigim nedenleri ile agiklayiniz.
p = q = p' V¢ denkligini kullanarak, p = ¢ bilegik dnermesini degilleyiniz.
p < q bilegik 6nermesinin degilini bulunuz.

"Bir dortgenin kare olmast i¢in, kenarlarinin birbirlerine es olmasi gerekir.”
bilegik Onermesini, bilegenlerine ayirarak, simgelerle ifade ediniz. Oner-
menin tersini, kargitini ve karsit tersini bularak dogruluk degerlerini belir-
tiniz.

"Kenarlarimin birbirlerine es ve agilariman birbirlerine es olmast bir dért-
genin kare olmast i¢in yeterlidir. " bilesik 6nermesini, bilegenlerine ayirarak,
simgelerle ifade ediniz. Onermenin tersini, kargitin1 ve kargit tersini bularak
dogruluk degerlerini belirtiniz.

"Bir dortgenin kare olmasy i¢in, kenarlarinin birbirlerine es ve ac¢ilarimin
birbirlerine es olmasi gerekli ve yeterlidir. " bilegik 6nermesini, bilesenlerine
aywrarak, simgelerle ifade ediniz.

"2 den farkl her asal say tektir. " bilegik Gnermesini, bilegenlerine ayirarak,
simgelerle ifade ediniz. Onermenin tersini, kargitim ve kargit tersini bularak
dogruluk degerlerini belirtiniz.

"Yalancinin mumu yatswya kadar yanar.” ataséziini "Yalanciysa, mumu
yatsiya kadar yanar."” bilegik 6nermesi bigimine getirip, bilegenlerine ayiriniz.
Onermenin tersini, kargitin1 ve kargit tersini bularak dogruluk degerlerini
belirtiniz.
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25. Agagidaki bilegik 6nermeleri degilleyiniz.

a) (pAg) = (pVa) b)(p=q) AN(g&r)
olpegnd=q d) (phqg)=(p=q)
e)pA(ge) f) (pAng) = (pVa)
g) (peg=r h) (p=q)Ar

26. Agagidaki 6nermelerin dogruluk tablolarini diizenleyiniz.
a)pV(qg=p) b)(pAg)=r=(p=r)V(ig=r)
ollpegrgd=(Va d (peqvVvr
e Ap=q V(=19 f)(p=q) Ar
g) pANg)=(pVa) h) (p'veg)={p=q9) =pAd
i) (pAg) = (rVg) D=9 =q¢=1

k) [pA (g =)

27. Agagidaki 6nermelerden hangileri dogrudur?

a) @' Vd)Vvpnrd)=p b) (pva)=(prd)=¢
o)p=9 ANV =q d) (p=q)=[pAr) & (gAT)]
e)[pAlp=9l=pr=p"Vq f) Nilp=arnd=7p

g llpeang=(prq h) (o' =q)vr=0

)pVv@ Ag=({Vq)

28. Agagidaki 6nermelerin dogruluk tablolarini diizenleyiniz.

a)[(p=(g=r)=lprg) =T7] b) (pAg)=(Ar) =0
)@ eq=rVpvr) d)pV(g=r)=0
e) [P =(rvgle(pvr) fyra(d =p) =1

/

g) pA(g=n)] e[ Vr)A]d] h)(p'=q¢)= 0@ =d¢)=p



