Boliim 2

GRUPLAR

Bu boliimde cebirsel yapilarin ilk 6nemli 6rnegi olan gruplar1 tanimlayacagiz ve ilgili
orneklerle deyaylarini inceleyecegiz.
2.1 Gruplar

Tamm (Cebirsel yap1): G bos olmayan bir kiime ve * , G de bir ikili islem olsun. (G, *)
ikilisine tek islemli bir cebirsel yap1 denir.

Tamm (ikili islem): G # ® bir kiime, GxG — G bir fonksiyona G de bir ikili islem denir.

Tanim (Grup): (G,*) cebirsel yapis1 asagidaki 6zelliklere sahipse bu cebirsel yapiya grup
denir.

Gl: = islemi G de kapalidir.
Va,beG igin (a*b)eG ise,
G2: = islemi birlesme 6zelligine sahiptir.
Va,b,ceG igin (a*b)*c=ax*(b=*c) ise,
G3: G, * islemine gore bir e birim (etkisiz) elemanina sahiptir.
VaeG icin axe=e*xa=a ise,
G4 : G deki her elemanin * islemine gore ters (invers) eleman1 mevcuttur.
VaeG icin a*a'=a'*a=e ise.
Tamm (Grupoit): G kiimesi o islemine gore kapali ise, (G, 0) yapisina grupoit denir.

Ornek: G= {ZL 2 } kiimesi izerinde tanimlanan 101=1,102=2,201=1 v 202=2
olarak tanimlanan (G, 0) yapisi bir grupoittir.

Tamm (Yari-grup): Eger (G, *) cebirsel yapisi sadece G1 ve G2 6zelliklerini sagliyorsa bir
yari-grup olarak adlandirilir.

Tamm (Monoid): Eger (G, *) cebirsel yapisi sadece G1 , G2 ve G3 6zelliklerini sagliyorsa
bir monoid (birimli yari-grup) olarak adlandirilir.



Tamm (Abel grubu): (G,*) bir grup ve = isleminin degisme (komiitatif) 6zelligi de varsa
grup, degismeli grup yada Abel grubu olarak adlandirilir.

G5: Va,beG icin axb=b=*a dir.

Ornegin; i) Kompleks sayilar kiimesi C, toplama islemine gore degismeli (Abel) gruptur.
i) Q" =(Q-— {0} .) kiimesi, carpma islemine gore degismeli gruptur.

iii) Pozitif reel sayilar kiimesi R", carpma islemine gore degismeli bir grup
olmasina ragmen toplama iglemine gore bir grup degildir. (Clinkii birim eleman
mevcut degildir ve her elemanin toplamsal tersi yoktur.)

Onerme 2.1.1 Bir grupta birim eleman varsa tektir.
Ispat: (G,*) bir grup ve e ve e’ iki birim eleman olsun. e birim eleman oldugundan,
VaeG igin a*xe=e*a=a
dir. Burada a=¢" alinirsa,
e'xre=exe'=¢'
olur. Benzer gekilde €’ birim eleman oldugundan,
VaeG icin axe'=e'*a=a
yazilabilir. Burada a =¢€ alinirsa,
exe'=e'xe=e

elde edilir. Boylece, e=e' elde edilmis olur.

Onerme 2.1.2 Bir grupta ters eleman varsa tektir.

Ispat: (G,*) bir grup ve a G nin iki ters eleman1 a; Ve a, olsun.
a*a, =a, *a=€ e a%*a,=a,*a=¢e

esitlikleri saglanir. Burada birlesme 6zelligini kullanarak,

a,*(a*xa;)=a, *e
(a, *a)*a, =a,
al=8.2



elde edilir.

Onerme 2.1.3 (G,*) bir grup olsun. Va,b,ceG igin
i) ar*b=a*c=b=c

i) ax*c=b*xc=a=b

ozellikleri saglaniyorsa kisaltma kurali gegerlidir.

ispat: i) G bir grup oldugundan aeG mn ters elemam a* mevcuttur. Soldan a ™ ile
isleme konursa,

a*b=axc=a‘*(@xbh)=a'*(axc)
= (a*t*a)*b=(a"*a)*c
—exb=b=exc=c

i) G bir grup oldugundan ¢ e G nin ters eleman1 ¢ mevcuttur. Sagdan ¢ ile isleme
konursa,

axc=bxc=(axc)*ct=(b*c)*c’
—ax*x(c*ct)=b=*(cxc™)
—a*e=a=bxe=b
elde edilir.
Onerme 2.1.4 (G,*) bir grup olsun. Ya,beG igin
)} ax*x=»Db ve
i)  yra=b

olacak sekilde X,y e G mevcuttur ve tektir.

ispat: i) aeG nnters elemam a™* mevcuttur. a*Xx=b esitliginin her iki tarafi soldan

a* ile isleme konursa,

al#(@axx)=atxb=(@**a)xx=a'=xb
—exx=a'xb

—x=at*beG

bulunur. Simdi a* X =Db esitligini saglayan X € G ’in tek oldugunu gosterelim:



Kisaltma kurali ile,
b=a*x; =a*x, —a ! ka*X] =a~! ka*Xy) =X =X, elde edilir.

Benzer sekilde ii) ispatlanir.

Onerme 2.1.5 (G,*) bir grup olsun. Va,beG igin

)} VaeG igin (a_l)_1 =a

i)  Va,beG icin (a*b) L =b"lxa”l dir.

1

ispat: i) a'#a=axa’!

-1

=¢ oldugundan (a_l) =a dr.

b lxaHx@*b)=(b 1 *aH*a)*b=(b"Tx@ ' #a)*b

i)
=(b~' xe)xb=b"xb=¢

@xb)x(b ' xay=ax(bx(b " *a ) =axr((brb)xa")

='c1>l<(e>l<al_1)='c1>l<a_1 =e

Sonug olarak, (a * b)_1 =b~ ' «a~! elde edilir.

Ornek: G birgrupve Va,beG igin (ab)? =a’b? ise G grubu degismelidir.
Coziim: (ab)® =(ab)@@ab)=a’b*=abab
Son esitligin heriki tarafini soldan a ile carparsak

ab®=bab

Bu esitligin heriki tarafin1 sagdan bt ile carparsak
ab=ba

elde edilir. O halde G degismelidir.

Ornek: G= {e, a,b } ii¢ elemanli bir grup olsun. Bu grubun degismeli oldugunu gosteriniz.



Coziim: ab=ba oldugunu gostermeliyiz. G grup oldugundan kapalilik 6zelligini saglamas1
i¢in li¢ durum s6z konusudur:

1.Durum: ab=e=a=b?*=blb=bbl=e=ab=ba
2.Durum: ab=a=>b=e—>ae=ea=a—=ab=ba
3.Durum: ab=b—=a=e—=>eb=be=b—=ab=ba

elde edilir.

Ornek: Bir grubun her elemaninin tersi kendisine esit ise grubun degismeli oldugunu
gosteriniz.

Coziim: G birgrupve Va,beG i¢in a=a™ w b=Db™" olmakiizere (ab)™=ab
oldugunu gostermeliyiz.

(ab)*=b*a'=ba = ab=(ab)?* =ba

Dolayisiyla ab=ba olup, G degismelidir.

Tamm (Bir elemanin n kuvveti): (G, .) ¢arpimsal bir grup ve ae G olsun. Vn e Z i¢in
bir aelemaninin n kuvveti

ada---a n>=0 ise
n
a" = e n=0 ise
atal...al n<0 ise
\_g/_—d

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.1.6 (G, .) ¢arpimsal bir grup ve a,beG olsun. vm,ne N igin
)} a .
”) (am)n =amn =(aﬂ)I'T‘I

iii) G degismeli grup ise (a.b)" =a".b" dir.

Ispat: i) a™. a"=aa---a.aa---a=am™"
QY—J QY—J
m n
ii) @m)"=amam---a"



—aa---aaa...a....aa---a=a " dir.
T - —
m m m
n

i) G degismeli grup olsun.

(ab)" = (ab)(@ab)---(ab) =a.(ba)b.(ab)--(ab)

=a.(a.b).(ba)b---(a.b) =a.a.(b.a)b.(a.b)---(a.b)

—aaa---abbb---b=a"b"
—_
n n

dir.

Tamm (Bir elemanmin n kati) : (G, +) toplamsal bir grup ve a< G olsun. ¥V n e Z igin bir a
elemaninin n kat1

a+a+---+a n>0 ise
%f—/
o .
na= 0 n=0 1se

(-a)+(-a)+--+(-a) n=<0 ise

—-n

seklinde tanimlanir.Ayrica,

(G,+) toplamsal bir grup ve a,be G olsun. Vm,n € Z i¢in bir a elemaninin n kati
i) ma+na=(m+n)a

i) m(na)=(mn)a

ii) m@+b)=ma+mb

ozelliklerine sahiptir.

2.2 Grup Ornekleri

Ornek 1 G birgrupve a,be G olsun. o(a)=5 ve a*b*at=b? ise o(b) vibulunuz.

Coziim: a*b*al=b? = ax*b?+al=(axb*al)?=b*=a%xb*a?



a*b*+al=(a*xbra ) =p®=ad«pxas
axb®xat=(axb*xa 1) =p® =a*«pxa?
axb®xat=(axbxa™)® =b¥ =a’xbrxa>=b =b¥ =¢

bulunur. O halde o(b)|31 olacagindan, o(b)=31 veya o(b)=1, (b=e)

Ornek 2 G birgrupve a,beG olsun. Herhangi bir pozitif n tamsayis1 i¢in
(aba™)" =ab"a™ oldugunu gosteriniz.

Coziim:
(aba™)" =aba'aba'a...aba™
—_— e
e e
=abbb...ba™
=ab"a™
elde edilir.
-- . . . - a+b
Ornek3 G ={ae R|—1<a<1} olmak iizere * islemi Va,beG i¢cina*xb= a0
+4al
seklinde tanimlansin. (G, *) mn degismeli bir grup oldugunu gosteriniz.
Coziim: G1 Kapahlik ozelligi:
. a+b g a+b
Va,beG igin a*xb= eR ve —1<a,b<1 oldugundan, —1< <1
1+ab 1+ab

dir. Gergekten, —1<ab <1 = 1+ab >0 oldugundan,
a<lw 1-b>0 = a(l-b)<l-b = a+b<l+ab
-1l<a ve 1+b>0 = —-(1+b) <a(l+b) = -(@Q+ab)<a+Db

esitliklerinden istenen elde edilir.

G2 Birlesme Ozelligi:

a+b
a+b* B m+c _a+b+c(l+ab) a+b+c+cab

Va,b,ceG igin (a*xb)*c= c= = =
1+ab 1+a+bc (L+ab)+(a+b)c 1+ab+ac+hbc
1+ab




b+c
b+c _ a+1+bc _a(l+bc)+(b+c) a+abc+b+c
1+bc b+c  (L+bc)+a(b+c) 1+bc+ab+ac
1+bc

a*(b*c):a*

l+a+

G3 Birim Eleman:

- a+e
VaeG icin a*xe= :a<:>a+e:a(1+ae):a+a2e

1+ae

oe=a’e <e(l-a%)=0

olmalidir. 1—a% # 0 oldugundan, e=0 bulunur. O halde birim eleman 0eG dir.

G4 Ters Eleman (invers eleman):

a+Xx
1+ax

=0 x=-a

aeG olsun. aeG igin a*x=0<

dir. —1<a<1 ve —-1<-a<1 olur. Yani, —aeG a nin ters elemanidir. O halde G de her
elemanin tersi vardir.

GS Komiitatiflik (Degisme 6zelligi):

a+b b+a
ve b*xa=
1+ab 1+ ba

Va,beG icin axb=

O halde (G, *) degismeli bir gruptur.

Ornek 4 (G;,*) v (G,,0) ikigrupolsun. . islemi V(a;,b;),(@,,b,)eG;xG, igin
(@1,b1).(a5,b5) =(a; *a,,b;0b,) seklinde tanimlansin. G; xG, nin bir grup oldugunu
gosteriniz. Bu grup Direkt Carpim grubu olarak adlandirilir.

Coziim: G1 Kapahlik ozelligi:

V(al,bl),(az,bz)GG]_XGz lgll’l (al,bl).(az,bz)=(al*az,b10b2)€G1XG2 dir.

G2 Birlesme ozelligi:

V(ar,b1).(az,b3),(a3,b3) €Gy xG, igin



[(311 bl)-(321b2)]'(a3’ bs) =(a; *a,,b;0b,).(az, b3)

=((ag *a,) *ag,(by0by)obs)
ve

(al,bl).[(az,bz).(a3,b3)]= (a1,b1).(a5 *az,b,0b3)
= (a1 *(a, *a3),b;0(b,0b3))

bulunur.

G3 Birim eleman:

e; v e, sirasiile (G, *) ve (G,,0) gruplarinin birim elemanlari olmak iizere
V(a,b) e Gy xG, igin (a,b).(e;,e,)=(a*e;,boe,)
(e1,€2).(a,b) = (e, *a,e,0D)

elde edilir.

G4 Ters eleman:

1

V(a,h)eG;xG, icin aeG; ve beG, elemanlarmin tersleri a* ve b~ olmak

lizere
(ab).(a b ™) =@"b™).(ab)=(e.e,)
esitligi saglanir.

O halde G| xG, bir gruptur.

Ornek 5 G={x | x reelsay, x#1} ve G deki ikili islem V a,beG icin
a ob=a+b—ab seklinde tanimlansin. (G, o) nin bir grup oldugunu gdsteriniz.

Coziim: G1 Kapahlik ozelligi:

Va,beG icin a ob birreel sayidir. a cbeG i¢cin aocb=a+b—-ab=#1 olmaldir.
a,be G oldugundan, a=#1, b=1 dir.
l-a

aob=a+b—ab=1 olsun. a#1 oldugundan a+b(l—-a)=1=b= =1 elde edilir.

l1-a
Bu bir ¢eligkidir. Clinkii b1 idi. Sonug olarak G, o islemine gore kapalidir.

G2 Birlesme ozelligi:



Va,b,ceG icin (a cb)oc=(a+b—ab)oc
=a+b—-ab+c—(a+b—-ab)c
=a+b—-ab+c—ac—bc+abc
=a+b+c—ab—ac—bc+abc

ao(boc)=ao(b+c—bc)=a+b+c—bc—a(b+c—bc)
=a+b+c—bc—ab—-ac+abc

Sonug olarak, Sonug olarak G, o islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

G3 Birim eleman:

V aeG icin ace=a olacak sekilde bir e € G bulunmalidir.
ace=a+e—ae=a=>e—ae=0=>(1—-a)e=0, a=1 oldugundan 1—a =0
olacagindan e =0 bulunur. O halde birim eleman 0 dir.
G4 Ters eleman:

V aeG igin acx=xca=0 olacak sekilde bir X € G bulunmaldir.
aox=O:>a+x—ax=0:>X(1—a)=—a:>X=l_—a olup, a#1 oldugundan
—a

daima mumkiindur.

—a

xoa=0=>x+a-xa=0=>x(l-a)=—-a=>x= bulunur. O halde ters eleman

l—-a

_ -a
x=a = dir.
1-a

G5 Komiitatiflik (Degisme ozelligi):

V a,beG i¢in aob birreel sayidir. aob=a+b—-ab=boa olup, boa da bir reel
sayidir.

O halde (G, o) degismeli bir gruptur.

Ornek6 S=R\ {- 1 } ve S lizerinde a *b=a+b+ab seklinde * islemi tanimlansin.
(S, *) 1m bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim: G1 Kapahlik ozelligi:
a,beSicin a*b=a+b+abeS

olup, kapalidir.



G2 Birlesme ozelligi:

a,b,ceSi¢in (a *b)*c=(a+b+ab)*c
=a+b+ab+c+(a+b+ab)c

=a+b+ab+c+ac+bc+abc

a*(*c)=ax(b+c+bc)=a+b+c+bc+a(b+c+bc)
=a+b+c+bc+ab+ac+abc

Sonug olarak, * islemi birlesme 6zelligine sahiptir.

G3 Birim eleman:
VaeS icin a*e=e*a=a olacak sekilde bir 3e € S bulunmalidir.

a*e=a+e+ac=a=>e+ae=0=>(1+a)e=0=¢e¢=0

ex*ra=c+a+eca=a=>e+ca=0=>c(l+a)=0=e=0

bulunur. O halde birim eleman 0 dir.

G4 Ters eleman:
V aeS igin a*x=x*a=0 olacak sekilde bir x €S bulunmalidir.

a*x=0:>a+x+ax=0:>x(1+a)=—a:>x=1
+a

X>!<a:0:>x+a+xa:0:>X(1+a):—a:>X:1
+a

_ —a
bulunur. O halde ters eleman x =a ™' = T a dir.
—a

O halde (S, =) bir gruptur.



Boliim 3

ALT GRUPLAR

Bu boliimde bir G grubunun alt kiimelerinin hangi kosullar altinda grup olacagi sorusuna
cevap arayacagiz.

3.1 Alt Gruplar

Tamim (Alt Grup): (G, *) bir grup ve @#H c G, G nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi
olsun. Eger (H,*), G deki * islemine gore bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir.
H <G seklinde gosterilir.

Onerme 3.1.1 (G,*) birgrupve @#HcG olsun. H<G olmasi i¢in g.v.y.k

) Va,beH i¢in axbeH

i) VaeHi¢in ateH

olmasidir.

Ispat: H<G olsun. H, G nin islemine gore bir grup oldugundan i) ve ii) saglanir.

Karsit olarak; H alt kiimesi icin 1) ve ii) sartlar1 saglansin. 1) den kapalilik, i1) den ters
eleman 0zelligi saglanir. Hipotez geregince H # @ oldugundan, a € H vardir. 1) den

a*a ' =eeH dir. Yani H birim eleman icerir. G deki tiim elemanlar i¢in birlesme 6zelligi

saglandigindan, H alt kiimesi icin de saglanir. O halde H, G deki igleme gore bir gruptur. Bu
nedenle H<G dir.

Onerme 3.1.2 (G,*) bir grup ve @ #HcG olsun. O zaman H nin bir alt grup olmas1
icin g.v.y.k

Va,beH icin a*b'eH (veya a'*beH)
olmasidir.

Ispat: H <G oldugunu kabul ederek, a*b™" € H oldugunu gosterelim:

H, bir alt grup oldugundan VbeH igin b eH vardir. Va,beH igin a*xb™' eH
olur.

Karsit olarak ; @#HcG, Va,beH icin a*b™' H olsun.



JaeH iginaxa™

1

=e e H dir. (6zdes eleman)

—aleH du. (ters eleman)
a,beH icin bteH w (b)) ™" =b oldugu gozoniine alinarak,
a,beH icina,bteH veax(b') " =a*beH bulunur. (kapallik)

® = H < G oldugundan G deki birlesme 6zelligi H alt kiimesinde de vardir.
Va,b,ceH icin a*(b*c)=(a*b)*c saglanir. (birlesme 6zelligi)

g,aeH ve exa”

Boylece grup olma kosullar1 saglanmis oldu. O halde H < G dir.

Onerme 3.1.3 Sonlu bir (G, .) grubunda bir H alt kiimesinin alt grup olmasi igin g.v.y.k H
nin G deki isleme gore kapali olmasidir. Yani, Va,beH i¢in abeH ise H<G dir.

Ispat1: H<G ise. islemine gore kapalidir. G sonlu oldugundan H da sonludur.
) . islemine gore kapalidir.

i) H c G oldugundan G de gegerli olan birlesme 6zelligi H da da gegerlidir.
iii) H c G oldugundan G de gegerli olan kisaltma 6zelligi, H da da gegerlidir.

O halde H< G dir.

Ispat2: Onerme 3.1.1 i) sikkindan Va,beH igin abeH saglanr. ii) sikki igin
Iki durum gozoniine alinmalidar:

1)Eger a=e ise a*=eeH olur.
2) e=acH kabul edelim. YaeH igin a™eH oldugunu gostermeliyiz.

acH, a’=a.acH, a®=a’.aeH,....ameH,...

H sonlu bir kiime oldugundan a nin biitiin pozitif kuvvetleri birbirinden farkli olamazlar. O

halde
r,seZ icin 0 <s<r olmakiizere a' =a* dir.
a"™®=eeH w a=zeicgn r-s>1 = r—-s—1>0 olup,

a™t=ateH bulunur.

Tersine, H< G ise kapalilik 6zelligi saglanir.
Ornekler:

1) Cift sayilar kiimesi 2Z , (Z,+) grubunun bir alt grubudur.
2) Z tam sayilar kiimesi , (Q,+) grubunun bir alt grubudur.
3) (Z,+) sonsuz bir gruptur.

4)  G={1,-1} ise (G, .) mertebesi 2 olan bir gruptur.
5) ({ e }, *) ve (G,*) gruplan trivial (asikar) alt gruplardir.

Ispat5) e.e=cve e l=¢ oldugundan Onerme 3.1.1 ‘e gore {e }, G nin bir alt



grubudur.

Tamm (Asikar alt grup): Bir (G, *) bir grup ve e, (G,*) grubunun birim elemani olmak
lizere ({e}, *) ve (G, *) 1n kendisi asikar alt gruplar adin1 alir.

Tanmm (Oz alt grup): Bir grubun kendisinden ve biriminden farkli her alt grubuna grubun
Ozalt grubu ya da hakiki alt grubu denir.

Tamm (Grubun Mertebesi ): G sonlu bir grup ise G nin eleman sayisina grubun mertebesi
denir.

Tamm (Sonsuz Grup): Bir G grubunun eleman sayisi sonlu degilse grup sonsuz grup olarak
adlandirilir.

Ornek: (C,+), (Q',+) w (R",.) sonsuz grup 6rnekleridir.

Tamm (Sonlu Mertebeden Eleman ): G bir grup, ¢, G nin birim elemani ve a € G olmak
iizere a" =e olacak sekilde bir pozitif n tamsayisi varsa, a elemanima sonlu mertebedendir
denir. Boyle bir n e Z* tamsayisi yoksa elemana sonsuz mertebedendir denir.

Tamm (Bir Elemanin Mertebesi): Eger a€G sonlu mertebeden olmak iizere a" =e
olacak sekilde en kiigiik pozitif n tamsayisina a nin mertebesi denir ve 0o(a) =n yada

|al=n seklinde gosterilir.

Eger grup islemi toplama ise n.a =e =0 olacak sekilde en kii¢iik pozitif n tamsayis1 aranir.
Eger grup islemi ¢arpma ise a" =e =1 olacak sekilde en kiiciik pozitif n tamsayisi aranir.

Ornek: (Z,+) grubunun bir elemani sonsuz mertebedendir. Ornegin + islemine gore

n.2=0 olacak sekilde bir en kii¢iik pozitif n tamsayis1 bulunamayacagindan 2 elemant
sonsuz mertebedendir.

Ornek: Z, = {0,1, 2 } kiimesi + islemine gore bir gruptur. Bu gruptaki elemanlarin
mertebeleri n.a =e sartin1 saglayacak sekilde mertebeleri

n0=0 igin n=1 = o0(0)=1
nl1=0 i¢cin n=3 = o0(@)=3
n2=0 icin n=3 = 0(2)=3

elde edilir.

Ornek: Gbirgrupve a,b,ceG icin a'? =b® =c® =e olsun. abc elemanimin mertebesini
bulunuz. o(abc)="?



Coziim: (abc)" =abcabcabc...abc seklinde yazilabileceginden, G grubu degismeli

degil ise bu ¢carpimin birim eleman1 vermesi miimkiin olmadigindan sonsuz mertebeye
sahiptir.

Halbuki G grubu degismeli iken ekok (12,8, 6) =24 olup,

(abc)* =a?* b* c* = (@)% (b®)3(c®)* =e?e®e* =e oldugundan abc elemanmin
mertebesi 24 diir.

Ornek: G birgrup ve aeG olsun. Eger a®® =e ise a elemanmin ve G grubunun
mertebeleri neler olabilir? Ac¢iklaymiz.

Coziim: a?® =e ise a nin mertebesi 20 nin bir pozitif boleni olmalidir. Yani 1, 2, 4, 5, 10
veye 20 olabilir. G grubunun mertebesi de elemanin mertebesine boliineceginden bu
sayilardan birine boliinebilen bir dogal sayidir.

Ornek: G bir grup olsun. a,b e G igin a nm ve b nin mertebesi sirasiyla 3 ve 6 ise ab
elemaninin mertebesi hakkinda ne sdylenebilir? Aciklayimiz.

Coziim: G grubu degismeli degilse ab elemaninin mertebesi sonsuzdur. Ciinkii

a® =b® =e oldugunu kullanabilmek i¢in 3 tane a elemanini ve 6 tane b elemanini yanyana
getirmek gerekir. Bu ise miimkiin degildir.

Halbuki G grubu degismeli ise ab elemaninin mertebesi 6 dir. Ciinkii ekok (3,6) =6 olup,

(ab)® =abababababab=aaaaaaabbbbbb=(a®)?b® =e?e=e elde edilir.

Tanim (Grubun Merkezi): (G,*) bir grup olmak lizere,
M(G)zmeer{aeG| VxeG igin X*a=a#*Xx }

seklinde tanimlanan M kiimesine G grubunun merkezi denir.

Onerme 3.1.4 (merG, *), (G,*) grubunun bir alt grubudur. merG< G dir.

Ispat: M kiimesi bos kiimeden farklidir. Ciinkii en azindan birim eleman icerir.Yani,
eemerG dir.

a,bemerG olsun. VxeG igin a*xx=x*a wve b=xx=x=b dir.
a*b' emerG oldugunu gostermeliyiz.



(@xb™)xx=ax*(b"*x)
—ax(x*b™)
—(a*x)*bt
—(x*a)*b™
=x=*(axb™?)

bulunur. O halde merG< G dir.

Tanm (Carpim Kiime): (G, *) birgrupve @ =H,Kc G olsun. H ve K kiimelerinin
garpimi

HxK={h+k | heH, keK |
seklinde tanimlanir ve H * K ile gosterilir.

Tamm (Toplam Kiime): Eger G toplamsal bir grup yani, gruptaki islem (+) ise, H ve K
kiimelerinn toplami1

H+K={h+k|heH, keK |

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.1.5 Eger (G, *) niniki alt grubu (H,*) ve (K,*)olsun. H*K =K *H olmasi
icin g.v.y.k (H#*K, *) <G olmasidir.

Ispat: Va,beH=*K olsun. 3h,h; eH v 3k,k; eK igcin a=h*k w b=h, *k,

olmak iizere a*b™ eH =K oldugunu gostermeliyiz.

axb™ =(h*k)*(hy k)7 = (xR * (! *h)
—h* (k*kl_l)*hl_l

eK*H
Koseli parantez i¢indeki ifadede H * K =K * H hipotezi kullanilirsa,

=h# [h" #(kx kD] =(h=h )= (k=k; e H*K
eH*K eH eK

elde edilir. (H,*) ve (K,*) gruplart (G,*) grubunun alt gruplaridir ve * islemine goére
kapalidir. a*b™ e H*K oldugundan (H=*K, *) <G dir.



Tersine, (H* K, *) <G olsun. H*K =K *H oldugunu gostermeliyiz.

xeH*K alalm.x ' =h*k e H*K dir. X:(h*k)_1 =k '+hlTek+H oldugundan
H*K cK#*H elde edilir. Boylece H* K=K *H yazabiliriz.

3.2 Alt Grup Ornekleri

1

Ornek 1 G birgrup, H<G ve acG olsun. a*H=*a~ ={a*h*af1|heH} kiimesinin

de G nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

1

oziim: Her axh,*a' v a*h,*a‘ea*H=*a’ icin,
1 2 ¢

-1

-1 ~1y-1 _ -1 -1
(@axhy*a")*x(a*xh,*a™") " =axhy*a ~*xa=*xh, " *a

e
—axh;xhy**ateaxH=*a™
%/_/
eH
oldugundan, a*H=*a 1 <G elde edilir.

Ornek 2 G birgrup ve aeG olsun. G nin H= {a” | neZ } alt kiimesinin G nin bir alt
grubu oldugunu gosteriniz.

Coziim: e=a° olacak sekilde 0eZ oldugundan eeH dir. Yani H=® dir.
X,yeH ise x=a™ v y=a" olacak sekilde m,neZ vardir.

m-n

xyt=am"@")t=ama"=a oldugundan xy™teH dur.

Ornek 3 3Z= {3k | ke Z} kiimesini gézoniine alalm. 3Z < Z oldugunu gosteriniz.

Coziim: 0=3.0 olacak sekilde 0 e Z var oldugundan, 0 € 3Z dir. Bu nedenle 3Z= ® dir.

X,y €3Z i¢in X =3k, ve y=23K, olacak sekilde k,,k, € Z vardir.
x—-y=3k; -3k, =3(k, —k,)e3Z

oldugundan 3Z< Z dir.

H={1,2,4}<G altgrup mudur?
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Ornek 5 (S(A),0) grubunu gozoniine alalim. ( S(A), A = ® olmak iizere A dan A ya giden
1-1 ve orten fonksiyonlarin kiimesi bileske islemine gore bir gruptur.)

aeAicin H, = {f eS(A) | f(a)=a }< S(A) oldugunu gosterelim:
H, #® olup, f,geH, icin fg'(@)=f(g"@)=Ff@@)=a

oldugundan fg™ eH, dir. Onerme 2.1.2 geregince H, <S(A) dur.

Ornek 6 G bir degismeli grup ve H:{aeG | bir xeG igin x" :a} olsun.H nin G

nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

Coziim: a,beH icin a=x" v b=y" olacak sekilde G grubunda iki tane x ve y
eleman1 mevcuttur.

ab=(xy)" w a’=(x")"oldugunu gostermeliyiz.
ab=x"y" olup, G degismeli oldugundan ab=x"y" =(xy)" eG dir.

xyeG ve abeH olur.

al=(x"T=(x""eG dir. x'eGve a*eH olur.

Yani H<G dir.

Ornek 7 G bir degismeli grup ve H= { aeG | a’=e } olsun. H nin G nin bir alt grubu
oldugunu gosteriniz.
—1)2

Coziim: a,beH igin (ab =e oldugunu gostermeliyiz.

a’=b%?=e =a=a! w b=b"? olup, degisme 6zelligi kullanilarak,



(ab?)?=abab™? =abab=aabb=a’b%*=ee=e

elde edilir. O halde H< G dir.

Ornek 8 G bir degismeli grup ve H = { aeG | a’=e } olsun. H nin G nin bir alt grubu

oldugunu gosteriniz.
Coziim: a,beH icin (ab™)*=e oldugunu gostermeliyiz.
3

a®=b3=e olup, degisme Szelligi kullanilarak,

(ab™?)*=ab?abrab?=abtaab?b*=aabtab?b™?

—aaab?b b t=a’b? =a’(b®) t=eet=e

elde edilir. O halde H< G dir.

Ornek 9 Bir G grubundave VaeG icin a®=a ise G nin degismeli oldugunu
gosteriniz.
Coziim: a,beG igin (ab)®>=ab oldugunu gostermeliyiz.

a’=a—=a’=e—a=a’t w b’=b=b*’=e=b=b"? kullanilarak,

(ab)*=ab —ababab=ab =—abab=e
—ab=(ab)*=b'a? = ab=b'a'=ba

elde edilir. O halde G degismelidir.

Ornek 10 G={1i, j,k,—1—i,—j,—k} grubunun merkezini bulunuz.

Coziim: merG = {a eG | VxeG igin Xxa=a.x } seklinde tanimlandigina gore,

G nin dyle elemanlarini se¢gmeliyiz ki bunlar G nin diger tiim elemanlar ile degismeli
olmalidir. Bu kosulu saglayan elemanlar ise sadece 1 ve -1 dir.

O halde merG={1-1} dir.



