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Grup Tanimi ve Temel Ozellikler

Tanim 1.1 G bog olmayan bir kiime ve - (nokta) da G iizerinde tamimli bir ikili iglem olsun. Eger
asagidaki gartlar saglaniyorsa (G, -) cebirsel yapisina bir grup denir.

(i) Her a,b € G icin a - b € G dir. (Kapalilik 6zelligi)

(ii) Her a,b,c € G i¢in (a-b) -c=a- (b- ¢) dir. (Birlesme 6zelligi)

(iii) Her a € G igin a - e = e - a = a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim eleman 6zelligi)

(iv) Her a € G i¢in a - b = b - a = e olacak sekilde bir b € G vardir. (Ters eleman 6zelligi.)

Burada (iii)’deki e elemanina grubun birim (etkisiz) elemans denir. Ayrica (iv)’deki b elemanina a

nin tersi denir ve genelde b = o~ ile gosterilir. Bu 4 sarta ilaveten eger
(v) Her a,b € Gigin a-b=10"a ise (Degigme zelligi)

bu gruba Abelyen' (degismeli) grup denir.

Not 1.2 Bu tanimda kullanilan notasyona ¢arpimsal notasyon ve - islemine grup ¢carpmast denir.
Bu yiizden a - b ifadesi “a carpr b’ geklinde okunur. Bir de, genelde abelyen gruplar icin kullanilan,

toplamsal notasyon vardir. Bu notasyonda a - b yerine a + b ve a~! yerine de —a yazilir.

Ornek 1.3 (Z,+),(Q,+), (R, +) birer abelyen gruptur. Bilinen -+ islemine gére grup olan ve sonlu
olan tek kiime {0} kiimesidir. Bilinen ¢arpma islemine gére: (Q\ {0},),(R\{0},-),(C\{0},-)
birer abelyen gruptur. Ayni igleme gore {1},{1,—1} kiimeleri de gruptur. (Z,-) bir grup degildir,
ciinkii 27! ¢ Z.

'Norvecli matematikci Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Ornek 1.4 A ={1,—1,i,—i} kiimesi kompleks sayilardaki bilinen carpma iglemi ile bir gruptur.

Tablodan goriildiigii gibi kapalilik 6zelligi vardir. Birlesme 6zelligi kompleks sayilarin genelinde vardir.

-1 _ 1

Birim eleman 1 dir. Ayrica 17! = 1,(=1)"! = —1,i7! = —i ve (—i)~! = i olup her elemanin tersi

vardir. Yani (A4, -) bir gruptur.

Ornek 1.5 GL,(R) ile n xn boyutunda ve tersi olan (determinant: sifir olmayan) gercel haneli matris-
lerin kiimesini gdsterelim. Bu kiime bilinen matris ¢arpiumi ile bir gruptur. Bu gruba n-inct dereceden

genel lineer grup denir. Benzer sekilde GL,(Q), GL,(C) tanumlamr.

Tanim 1.6 M =# () bir kiime olsun. M den M ye birebir ve drten bir déniigiime M nin bir permii-

tasyonu denir. M nin biitiin permiitasyonlarinin kiimesi P(M) ile gosterilir.

Ornek 1.7 M # () olsun. P(M) kiimesi bilinen fonksiyon bileskesi iglemi bir gruptur.

(i) f,g € P(M) olsun. Birebir ve orten iki doniigiimiin bilegkesi birebir ve oérten olup fog € P(M).
(ii) f,g,h € P(M) ise fo(goh) = (fog)oh dir.

(iii) Ips : M — M birim déniigimit P(M) in birim elemamdir: Vf € P(M), folpr = Injof = f.

(iv) f € P(M) ise f birebir ve 6rten olup f~! bagmntisi da 1-1 ve drten bir fonksiyondur. f,f~! =
fef=1m.

Tanim 1.8 n pozitif bir tamsay1 olsun. a,b € Z i¢in
a=b (modn) < n‘(a—b)

sekline tamimlanan “= (modn)” bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore olan denklik
siniflarina modiilo n kalan swiniflart denir ve Z, ile gosterilir. Bir n > 0 tamsayisina gore kalan-
lar 0,1,...,n — 1 sayilarndan birisi olacagindan Z, = {0,1,...,n— 1} oldugu goriilmektedir. Z,

kiimesinde & ve © iglemleri

adb=a+b ve aob=a-b

seklinde tanimlanir. Bu islemlerin @ ve b temsilci siniflarindan aliman temsilcilere bagh olmadig; yani

205=2+5=7=1veya2®5=80—-T7=8-7=1.
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Simdi; (Zy,, @) bir gruptur fakat; n > 2 ise (Zy, ®) bir grup degildir. (Z,,, ®) grubuna modiilo n kalan

stniflart grubu denir ve (igslem adi yazilmadan) kisaca Z,, ile gosterilebilir.

Ornek 1.9 (Zg, @) ve (Zg, ®) sistemlerinin tablosunu yapalim.

@0 1 2 3 4 5 ©|0 1 2 3 4 5
0|0 I 2 3 45 0/0 0 0 0 0 O
1|1 2 3 450 110 1 2 3 45
212 3 4501 210 2 40 2 14
3/!3 45 01 2 310 30 3 0 3
414 5 0 1 2 3 4/0 4 2 0 4 2
5|5 01 2 3 4 5/0 5 4 3 2 1

Temel Ozellikler

Teorem 1.10 (G,-) herhangibir grup olsun.

(i) G nin birim eleman yegéanedir.

(ii) Her elemanin tersi tektir.

(iii) Her a € G igin (a!)™1 = a dir.

(iv) Her a,b € G igin (a-b)"t =b"1 . a ! dir.

Ispat (i): e ve f,G nin iki birim elemani olsun. e birim eleman oldugu i¢in e - f = f dir. Ayrica f
birim eleman oldugundan e - f = e olup e = f oldugu goriiliir.

Ispat (ii): a € G olsun. b ve ¢ de a mn tersleri olsun. Yani a-b=b-a=evea -c=c-a = e dir. O
zaman

b=b-e=b-(a-c)=(b-a)-c=e-c=c

olup b = ¢ oldugu goriiliir.

Ispat (iii): = a !,y = a diyelim. -y =y -z = e olup 2! = y olur. Yani (¢~ )~! = a elde edilir.
Ispat (iv):

(a-b)-bt-aH=a-b-bY) al=a-e-al=e,

b t-ahH-(a-b)=bt-(at-a)-b=bt-eb=e
olup (a-b)"!' =b"1.a"! elde edilir. O

Not 1.11 Teoremde (iii) ve (iv) de ifade edilen 6zellikler toplamsal notasyonda sirasiyla —(—a) = a

ve —(a+b) = (—=b) + (—a) seklini alir.
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Not 1.12 Bundan sonra grup iglemi séylenmemigse - kabul edilecek ve grup iglemi - ise kisalik agisindan

a - b yerine ab yazilacaktir.

Lemma 1.13 Bir G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar vardir. Ayrica a,b € G ise G'de

ax = b ve ya = b denklemini saglayan sadece bir tane x ve y vardir.
Ispat: Her a,b,c € G icin:

ab=ac = a"'(ab) = a '(ac) = (¢ ta)b= (¢ ta)c = b=,

ba = ca = (ba)a™! = (ca)a ™! = blaa™ ') = claa™) = b=c

olup soldan ve sagdan kisaltma kurali vardir. Simdi, az = b denkleminin bir ¢oziimii ; = a~'b dir
¢iinkii :
a(a™'b) = (aa™')b = eb = b.

Bu denklemin bagka bir ¢oziimii zo olsun. O halde axs = b dir. O zaman axq = axs olup soldan

kisaltma kurali geregince x1 = 3 elde edilir. Benzer gekilde ya = b denkleminin ¢éziimii de tektir. O

Not 1.14 Bu Lemma’nin bir sonucu olarak, grup tablosunda bir elemanin bir satirda veya bir siitunda

sadece bir defa yer alacagini sdyleyebiliriz. (Neden?)

Tanim 1.15 Bir G grubunun elemanlarinin sayisina (eger G sonlu ise) G nin mertebesi denir ve |G|

ile gosterilir. Eger G sonsuz bir kiime ise |G| = oo yazilir.

Ornek 1.16 M = {a,b,c} olsun. P(M)’in bilegke iglemi ile bir grup oldugunu biliyoruz. Bu gruba

Sz diyelim. |S3| = 6 dir. S5 iin elemanlar:

a—a a—a a—b a—b a—>c a—c
fiz:b—b, fo:b—c, fz3:b—a, fr:b—c, fs5:b—a, feo: b—b .

c—c c—b c—c c—a c—b c—a

Bu grupta f ile ¢ nin ¢arpimini (yani bilegkesini) f - g seklinde gosterelim. Dikkat edilirse f-g =go f
seklinde yazilmahdir (Neden?). Buna gore grubun ¢arpim tablosu agagidaki gibidir.

fi fo fs fa f5 Jo
folf o fs fo fs fe
oo i Ja f3 fo [5
fs|fs fs fi fo fa Ja
Jo|fa f6o fo f5 i fs
Is|fs f3 fo [1 Ji [2
fe|fo fo f5 fo [f3 fi
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Ss3 grubu degismeli degildir, ciinkii fo f3 = f4 fakat fsfo = fs.
Tanim 1.17 G bir grup ve a € G olsun.

(i) a® = e olarak tanimlanir.

(i)1<neNina"=g-a...q
n—tane

(iii) 1 <n €Nigina™ = (a=H)"

Not 1.18 Toplamsal notasyonda ayni tanimlar, sirasiyla, 0 -a = e, n-a = a+a+---+ a ve

—n)-a = (—a) + (—a) + --- + (—a) seklinde yazilabilir. Ayrica, a=" = (a™)~! oldugu gosterilebilir:
gu g

-n

—
S
3
~—
L
I
—
S
S
S
~—
L
I
Q\
Jun
Q\
=
Q‘
Jan
|
—
IS
L
~—
S
I

a
n—tane

Teorem 1.19 G bir grup, a,b € G ve n,m € N olsun.
(i) a"a™ = a"*™ dir. (n,m € Z i¢in de dogrudur.)
(ii) (a™)™ = a™ dir. (n,m € Z igin de dogrudur.)
(iii) ab = ba ise (ab)™ = a™b"
T 1. n m e e = oo — n+m
Ispat (i): a"a™ =(a---a)(a---a) a---q a™tm,

n—tane m-—tane n+m—tane
Ispat (ii): (¢")” = (a™)(a") - (a") = a---a = a™™.

m—tane nm-—tane
Ispat (iii): ab = ba ise (ab)™ = (ab)(ab) - - - (ab) = (aa---a)(pb---b) = (a™)(b").
n—tane n—tane n—tane

Not 1.20 n,m nin tamsay1 olmasi durumundaki ispatlar yapilabilir. Mesela, n = —2,m = 3 ise:

(a72>3 — a72a72a72 — aflaflaflaflaflafl — (afl)G — (aﬁ)fl — CL76.

Tanim 1.21 G bir grup, a € G olsun. a’ = e olacak sekilde bir en kii¢iik pozitif n dogal sayis1 varsa

bu sayiya a nin derecesi denir ve |a| ile gosterilir. Boyle bir n sayisi yoksa |a| = oo yazilir.

Ornek 1.22 S5 grubunu ele alalim. Bu grubun birim eleman: f; dir. Her grupta birim elemanin
derecesi 1 dir. (f2)* = f1 dir fakat fo nin derecesi 4 degildir, ciinkii (f2)? = f1 olup |f2| = 2 dir.
‘f1| =1ve ’f4‘ = 3 diir.

Ornek 1.23 (Z,+) grubunu ele alalm. 3 {in derecesi sonsuzdur, giinkii n-3 = 0 olacak gekilde n € N*

yoktur. Bu grupta |0] = 1 dir ve diger elemanlarin derecesi sonsuzdur.
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Devirli Gruplar

Tanim 1.24 G bir grup, a € G olsun. (a) = {a” : n € Z} kiimesine a tarafindan tretilen (dogu-
rulan) grup denir. (Toplamsal notasyonda (a) = {na:n € Z}). a elemamna (a) grubunun dretici

elemant denir. Eger G = (a) olacak sekilde bir a € G elemam varsa G ye devirli grup denir.
Ornek 1.25 A= {1,—1,i,—i } grubunu ele alahm.

<1>:{1}a <_1>:{17_1}3 <i>:{1a_1aia_i}a <_i>:{1>_1ai _i}
olup A grubu devirlidir ¢iinkii ¢ ve —i tarafindan iiretilmigtir. Yani A = (i) = (—1).

Ornek 1.26 (Z,+) grubunda (5) = {5n:ne€Z} =1{...,-10,-5,0,5,10,...} = 5Z dir. Z devirlidir,
¢iinkii (—1) = (1) = Z dir. (Z,, ®) gruplar1 devirlidir ¢iinkii her zaman 1 tarafindan iiretilir. Mesela
Z'da:

Ornek 1.27 S5 devirli degildir, ¢iinkii hicbir elemam tarafindan iiretilemez: Ss’de
(fo={ft.{f)={f. Lot . {(fs)={f.fs},{fu) =) ={fi.fe. fs }.(fo) = { fr. fo }.
S3’iin devirli olmamasinin sebebi derecesi 6 olan bir eleman olmamasidir.

Sonug 1.28 Bir G sonlu grubunun devirli olmasi igin gerek ve yeter sart |G| = |a| olacak sekilde en

az bir a € G elemaninin olmasidir.

Not 1.29 Bir grupta |a| = oo ise

seklinde yazilir. Fakat eger |a] = n sonlu ise a nin negatif bir kuvveti pozitif bir kuvvetine egit ola-

cagindan
(a) = {e7a,a2,...7a"71}

seklinde yazilabilir.
Teorem 1.30 (B6lme Algoritmasi) a ve b iki tamsay1, b # 0 olsun. Bu iki say1 ¢ifti igin
a=bqg+r, 0<r<|b

sartin1 saglayan sadece bir tane ¢, r say1 ¢ifti vardir.
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Teorem 1.31 G bir grup a € G ve |a] = n olsun. p,q € Z olsun.
(a) n < oo ise, a? = a? olmasi igin gerek ve yeter sart p = ¢ (mod n) olmasidir.
(b) n = oo ise, a? = a? olmas i¢in gerek ve yeter sart p = ¢ olmasidur.

ispat (a): p — q € Z olup, Bolme Algoritmasi geregince, p — ¢ ve n say1 ¢ifti icin p — g = nky + ko,
0 < ko < n olacak sekilde kq, ko € Z vardir.

d =adl=ad""=e
— gtk — ¢
= (an)klak2 =e
— a2 =
olup ko < n ve |a| = n oldugundan bu durum sadece ko = 0 olmasiyla miimkiindiir. O halde p — ¢ =

nky = p=¢q (mod n). (p = ¢ (mod n) = a? = a? oldugunu gostermek kolaydir.)

ispat (b): p > ¢ olsun. |a| = co oldugundan her 1 < k € N icin a* # e dir. a? = a7 = P~ = ¢ dir.
p—q € Nolup p — ¢ = 0 olmahdir. Yani p = ¢ dur. (p = ¢ = af = a? oldugu agiktir.) ]

Not 1.32 |a| = n < oo olsun.
Bir k € Z i¢in af = e < nlk.

Teorem 1.33 G = (a) ve |a| = oo olsun. G grubu sadece a ve a~! tarafindan iiretilir.
Ispat: Bir b € G elemam G nin iiretici elemani olsun.
G ={(a) = {...,a_Q,a_l,e,a,aQ,...}

olup bir m € Z i¢in b = a™ olmalidir. Ayrica, b bir {iretici eleman oldugundan her n € Z i¢in o™ = b*

olacak gekilde bir « € Z vardir. Simdi, a” = a"* = n = mx olup n = mz denkleminin her n € Z igin

¢oziimiiniin olmasi m = F1 olmasiyla miimkiindiir. O halde b = a veya b= a~! dir. U
Carpimsal Notasyon Toplamsal Notasyon
a-bveya ab a+b
a*=a-a----- a na=a+a+---+a

n n
a1a2...an=Hai a1+a2—|—-~+an=E a;
i=1 i=1

1

a nin tersi a~— a nin tersi —a

(a) ={ad":nelZ} (a) ={na:neZ}

Sekil 1.1: Carpimsal ve Toplamsal Notasyonlar
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ALISTIRMALAR

x
1. Q" pozitif rasyonel sayilar kiimesi iizerinde z xy = Ey islemi tamimlaniyor. (Q1, %) bir gruptur,

gosterin.

2. n € N olmak iizere G = {nk : k € Z } kiimesi bilinen toplama iglemine gore abelyen bir gruptur,

gosterin.

3. A={a,b,c},B={bc},C={b}olsun. G = {0, A, B,C} alahm. (G,N) ve (G, V) sistemlerinin

birer grup olup olmadigini inceleyin.

a b
4. M**2? = { [ d] ta,b,c,d e R} kiimesi matris toplami ile bir gruptur. Gésterin.
c

5. G = R\ {—1} kiimesinde axb = ab+ a+b iglemi tamimlanmyor. (G, *) n bir grup oldugunu gosterip

2% x % 3 = 5 denkleminin ¢oziimiinii bulunuz.

6. G = Z x Z kiimesi iizerinde (a,b) o (¢,d) = (a + ¢, (=1)°b + d) iglemi tammlamyor. (G, o) bir grup
olur mu? Abelyen grup olur mu?

8. (Q,+) grubunun devirli olmadigim gosteriniz.
9. (Z,+) grubunda 6 elemanimin iirettigi grubu bulunuz.

10. (Q\ {0},") grubunda % elemaninin {irettigi grubu bulunuz.

1

11. G bir grup, « € G olsun. z" = e olacak gekilde bir 1 < n sayis1 varsa 7 = =™ olacak gekilde bir

1 < m sayis1 vardir. Gosterin.

12. G sonlu bir grup ise her z € G i¢in 2™ = e olacak sekilde bir n pozitif sayis1 vardir. Gosterin.
13. Bir G grubunda her a,b € G icin (ab)? = a?b? ise G nin abelyen oldugunu gosterin.

14. G bir grup olsun. G de a,a~! ve bab~! elemanlarinin derecelerinin ayni oldugunu gosteriniz.

15. G mertebesi cift olan bir grup olsun. G de a? = e olacak sekilde e’den farkli bir a elemaninin

oldugunu gosteriniz.

16. Bir G grubunda her x € G icin 22 = e ise bu grubun abelyen oldugunu gésterin.

1

17. G bir grup olsun. a,b € G i¢in 7 ax = b olacak sekilde bir z € G varsa a ile b elemanlarina

esleniktir denir. “Eglenik” olma bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gdsteriniz.
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18. a,b € G ve |a| = 5 olsun. a®b = ba® = ab = ba oldugunu gosterin.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

cOzZUM 1.
(i) Her z,y € Q1 igin x xy = % € QT olup * islemi kapalidir.
(ii) Her z,y,2 € Q* i¢in

(x*y)*z:%y*z:%zg %zg(y*z):x*(y*z)

olup x iglemi birlegme &zelligine sahiptir.

(iii)

x*e:x:>§:x:>e:2olabilir
2x
Q2*xx = — =
T 5 x
olup e = 2 birim elemandir.
(iv)
xy 4 .
m*y:2:>7:2:>y:folab1hr
T
4 %ZL‘
= —z7 _9
:c*w 2

4
olup z in tersi = = — dir.
x

cOzUM 2.
(i) k1, ko € Z olsun. nky,nks € G = nky + nke = n(k1 + k2) € G olup islem kapaldir.
/
€

(i) nk1 + (nka + nks) = n(ky + (ke + k3)) = n((k1 + k2) + k3) = (nk1 + nke) + nks olup birlesme

ozelligi vardir.

(iii) 0 =n -0 olup 0 € G birim elemandir: 0 + nk = nk + 0 = nk.

(iv) nk nin tersi —(nk) = n(—k) = —nk € G dir. nk + (—nk) = (—nk) + nk = 0.
(v) nky + nko = n(ky + ko) = n(ka + k1) = nko + nky olup degisme 6zelligi vardr.

cOzUM 3.
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QA% » =D
= s = s
QB =|C
QWO o=
o SO SO SO N

QW e s>
QT =W
Q Q Q=sQ

W W
QW= QQ

Tablolardan her iki iglemin de kapalilik 6zelligi vardir. Kesigme ve birlegme iglemleri her zaman degigme
ve birlesme 6zelligine sahiptir. Tablodan anlagildigr gibi N ve U islemlerinin birim elemanlar: sirasiyla

A ve () dir. Fakat her iki iglemde de ters eleman 6zelligi yoktur, mesela B € G i¢in

BN X = A olacak gekilde X € G yoktur,
BU X = () olacak gekilde X € G yoktur.

Dolayisiyla her iki sistem de grup degildir.
cOzUM 4.

b1 b

bs b3

(i) ai,b; € R olmak iizere A = o ,B =

asz a4

] € M?*2 olsun. a; +b; € Rolup A+ B =

a1 +b1 as + by
ag+bs aq+ by

e M?*2 dir.

C1 C2

(ii) C =

] € M?*2 olsun. a; + (b; +¢;) = (a; +b;) + ¢; oldugundan A+ (B+C) = (A+B)+C

c3 ¢4
olur.

(iii) 0 € R oldugundan O = € G olup bu matris birim elemandir:

B R A

b —a —b
iv _ | matrisinin tersi —A4 = “ matrisidir:
A
c d —c —d
a b —a —b —a —b a b 00
+ = + = :
c d —c —d —c —d c d 0 0
CcOzZUM 5.

(i) a,be G=R\{—-1}iseaxb=ab+a+ b€ G olur, ¢linki
ab+a+b=-1 <= ab+a+b+1=0 < (a+1)(b+1)=0 < a=—-1veyab=—1.

10



Béliim 1. Grup Tanimi ve Temel Ozellikler Hiiseyin Bilgig

Yani * iglemi kapalidir.

(ii)
a*x(bxc)=ax(bc+b+c)=abc+ab+ac+a+bc+b+c,
(axb)xc=(ab+a+b xc=abc+ac+bc+ab+a+b+c

olup a * (b ¢) = (a*b) x ¢ oldugu goriiliir. Yani birlesme 6zelligi vardur.
(iii) Her a € G igin
axe=ae+a+e=a=ae+a=-e(l+a)=0=e=0olabilir.

Oxa=0a+04+a=a
olup e = 0 birim elemandir.

(iv) Her a € G i¢in

axb=ab+a+b=0=—=b=— —T—l ters eleman olabilir.
a

2
- - - 1
< a>*a: @t o +a(cH—):O

a—+1 a+1 a+1 a+1

olup a™ ! = — a 1 elde edilir. —a/(a + 1) = —1 olsayd1 0 = —1 ¢eligkisi elde edilirdi; yani her a € G
a
icin a=! € @ dir.

(v) Simdi de 2 x x * 3 = 5 denklemini ¢ozelim.

-3 15 -3 1
*T*k3=0=2xx=5%3 D * 1 1 + 5+ 1 5
1
:}2 = —
* X 9
gr L2012 -2 1
:}LE: —_— = — —_ = — JRN— —
2 3 2 6 3 2
1
— = ——
T

CcOZUM 6.
(i) a,b,c,d € Z ise (a,b) o (¢,d) = (a + ¢, (—1)°b+d) € G dir ¢iinkii a + c € Z,(—1)°b+d € Z dir.
(ii) (a,b), (c,d), (e, f) € G olsun.

[(a,b) o (c,d)]o(e,f)=(a+c,(—1)b+d)o (e, f)=(a+c+e (—1)((-1)D+d)+ f)
=(a+c+e, (=1)b+ (=1)d + f).

11



Béliim 1. Grup Tanimi ve Temel Ozellikler Hiiseyin Bilgig

Ayrica
(a,b)o[(c,d)o (e, f)] = (a,b) o (c+e,(—1)°d+ f)
=(a+c+e (-1)"b+ (-1)°d + f)

olup birlesme 6zelliginin oldugu goriiliir.

(iii) Birim eleman (0,0) € G dir ¢iinkii 0 € Z ve

(a,b) 0 (0,0) = (a+0,(—=1)° 4 0) = (a,b),
(0,0) 0 (a,b) = (0 +a, (=1)*0 4+ b) = (a,b).

(iv) (a,b) o (z,y) = (0,0) = (a + z,(—1)*b+y) = (0,0) olup buradan a +x =0 ve (—1)*b+y =0

bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse 2 = —a ve y = ——— bulunur. Ayrica

1)
(—a, (__f)> o (a,b) = <—a +a, (—1)0(__5@ 4 b) — (0,0)

olup (a,b)~! = (—a,—(_bl)a> dur.

v) Degisme 6zelligi yoktur, ciinki
(v) Degis giy ' G
(1,1)0(1,2) = (2, (-1)' - 1+2) = (2,1), fakat

Dolayisiyla Abelyen grup degildir.

COZUM 8. Bir an icin (Q, +) mn devirli oldugunu kabul edelim. O halde Q = (g) olacak sekilde bir
q € Q vardir. Yani her t € Q i¢in t = nq olacak gekilde bir n € Z mevcuttur. a,b € Z ve b # 0 olmak

iizere ¢ = % seklinde yazilabilir. Simdi ¢ = % € Q olup t = ng olacak sekilde n € Z vardir. O halde
L S R
— =ng=n— = 2na
2 T

elde edilir. n,a € Z oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde (Q, +) devirli degildir.
COZUM 9. (Z,+) grubunda (6) = {6k :kcZ} ={...,—18,-12,-6,0,6,12,18,...} = 6Z dir.
COzZUM 10. (Q\{0},) grubunda % elemanmmun iirettigi grup:

1 \" 1 11
- )= - Zy=9...,—,—,,1,416,64,... ;.
<4> {<4> ne } { 764’16’4’ )y 6767 }

12



Béliim 1. Grup Tanimi ve Temel Ozellikler Hiiseyin Bilgig

COZUM 11. 2" =e = 2™ ! =z ! olup m = n — 1 deresek m > 1 olur ve 2™ = z~ ! dir.

COZUM 12. G sonlu olsun. 2" = e olacak sekilde bir n pozitif tamsayis: olmasin. O halde A =
{:1:, 22,23, ... } kiimesindeki elemanlarin hepsi G nin elemanlaridir. Ayrica bu elemanlar birbirinden
farklidir; ciinkii en az bir ¢ # j,4 > j icin 2 = 27 olsaydi 27 = e olurdu. Bu da kabuliimiizle celisirdi
¢iinkii 4 — j € Z". O halde A sonsuzdur. Simdi de A sonsuz kiimesi G sonlu kiimesinin alt kiimesi

olamaz. O halde 2" = e olacak sekilde en az bir n € Z* vardir.

COZUM 13. Her a,b € G icin

(ab)? = a’b?* = abab = aabb
= bab = abb (soldan a kisalir)

= ba = ab (sagdan b kisalir)

olup G abelyendir.

COZUM 14. |a| = n olsun. (a™H)" = (a")"' = ¢! = e dir. Fakat bu |a~!| = n anlamma gelmez.

Simdi 1 < k < n olsun.

-1 1

(aYW=e= (")'=e=d"'=e'=¢

olup bu durum |a| = n olmasiyla celigir. O halde |[a~!| = n dir.
Simdi,
(bab™ 1" = (bab™ ) (bab™ 1) --- (bab™') = ba"b™t = beb ™! = ¢

n—tane

olur. Simdi 1 < k < n olsun.
(bab Y =e=bad"b ' =e=baF =b=d" =¢
olup bu durum |a| = n olmasiyla geligir. O halde |bab™!| = n dir.

COZUM 15. G = {e,a1,az,...,a, } olsun. |G| = n+1ift olsun. f: G — G, f(z) = 2! doniigiimii

1-1 ve ortendir, ¢linki

f@)=fly) ==y =2a=y,

yeG =z =1y !secilirse f(z) = f(y~!) =y olur.

Simdi f(e) = e oldugu agikardir. Biz f(a;) = a; olacak sekilde a; € G olacagim gosterecegiz. G \ { e}
kiimesinde f(x) = y <= f(y) = x oldugundan tersi kendine esgit olmayan elemanlar f altinda
eslendiginde geriye tek tane eleman kalacag agikardir, ¢linkii G \ { e } kiimesi tek elemanhdir. Bu da
tersi kendine eglenecek en az bir tane eleman oldugu anlamina gelir. Yani, en az bir i i¢in f(a;) = a;

2

olup (a;)™! = a; = (a;)* = e dir.
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Béliim 1. Grup Tanimi ve Temel Ozellikler Hiiseyin Bilgig

COZUM 16. Bir G grubunda her z € G icin #? = e ise = 2~ ! dir, yani her elemann tersi kendisidir.

O halde her a,b € G icin (ab)? = e olmaldir. Burada a~! = a,b~! = b oldugu unutulmamalidir. O

halde

(ab)> =e = abab=e¢ = aba=b"' = ab=b"la"! = ba

olup G nin abelyen oldugu goriiliir.
COZUM 17. Bagintinn yansiyan, simetrik ve gecisken oldugunu gosterecegiz.

(i) Her a € G icin e tae = a olup a ile a esleniktir. Yani bagint1 yansiyandir.
(ii)
aile b eslenik = Iz € G,z tax =b= az = zb
= zbz ' =a

— y =g ' dersek y by =a

= b ile a eglenik.

y =2~ ! € G olup bagmntimiz simetriktir.
(iii)
aile b eglenik = 3z € G,z tax = b,
bile c eslenik = Iy e G,y by =c
— y Yz ax)y = ¢
= (xy) lalzy) = c
— z = (xy) dersek 2z laz = ¢

—> a ile c eslenik.
z = xy € G olup bagintimiz geciskendir.
cOzZUM 18.

a®b = ba® = a®(a®b) = a®ba®

— ab= a’b a’
—~—
ba3

— ab = ba*a® = ba® = ba

14



Altgruplar, Kosetler ve Lagrange Teoremi

Tanim 2.1 G bir grup ve H de G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H kiimesi G de

tanimlanan grup iglemi ile bir grup oluyorsa H ye G nin bir altgrubu denir ve H < G yazlir.

Ornek 2.2 A = {1,-1,4,—i} grubunda B = {1,—1} olsun. B kiimesi kapalidir, birlesme ozelligi
vardir, e =1 € B dir ve 17! = 1,(—1)"! = —1 olup her elemanin tersi yine B dedir. O halde B < A

yazilabilir.

Ornek 2.3 (Q\{0},-) grubu (R\ {0},-) grubunun altgrubudur.

Ornek 2.4 a € Z sabit bir tamsay1 olmak {izere (aZ, +) grubu (Z, +) grubunun altgrubudur.
Ornek 2.5 (Z,+) grubunda tek tamsayilar kiimesi bir altgrup degildir, ¢iinkii 3 4+ 5 = 8 ¢ifttir.

Tamm 2.6 Bir G grubunda {e} ve G kiimeleri her zaman bir altgruptur. Bu altgruplara trivial

(asikdr) altgruplar denir.

Not 2.7 Degigmeli bir grubun biitiin altgruplar: degismelidir. Degigmeli olmayan bir grubun degigmeli

olan bir altgrubu olabilir.

Teorem 2.8 G bir grup () # U C G olsun.
(a) U nun altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart her a,b € U icin ab~! € U olmasidur.
(b) U sonlu ise, U nun altgrup olmasi i¢in gerek ve yeter gart her a,b € U i¢in ab € U olmasidir.

ispat (a): U bir altgrup olsun. a,b € U olsun. b=! € U dur, ¢iinkii U bir gruptur. U kapal oldugundan
ab~! € U dur. Simdi U nun bos olmayan bir alt kiime oldugunu ve her a,b € U icin ab~! € U oldugunu
kabul edelim. b = a secersek aa™! = e € U elde edilir. Simdi de a = e secersek her b € U icin b~ € U

15



Boliim 2. Altgruplar, Kosetler ve Lagrange Teoremi Hiiseyin Bilgig

elde edilir. a,b € U olsun. b= € U olup a(b~)"! = ab € U elde edilir, yani U kapalidir. Birlesme
ozelligi G de oldugundan U’da da vardir. Sonug olarak U bir altgruptur.

Ispat (b): U bir altgrup olsun. U kapali oldugundan her a,b € U i¢in ab € U oldugu kolayca goriiliir.
Simdi U nun bog olmayan sonlu ve kapali bir altkiime oldugunu kabul edelim. G’de birlesme 6zelligi
oldugundan U da birlesmelidir. U = { a1, as,...,a, },n elemanh bir altkiime olsun. a; € U olsun.
Simdi
a10f, A20k, - . ., AnQk

elemanlarim diiglinelim. U kapali oldugundan bu elemanlarin hepsi U nun elemanlaridir. Bu elemanlarin
hepsi birbirinden farkhdir. Ciinkii eger bir ¢ # j icin a;ar = ajay olsaydi sagdan kisaltma kurali
geregince a; = a; olurdu. ¢ # j olup bu miimkin degildir. O halde U = {a1ag, asax, ..., anay } dir.
ar € U olup en az bir 1 <7 < n icin ap = a;a; olmalidir. Yani a; = e olur ve e € U dur. Simdi de, en
az bir 1 < j < nigin a; = ajag olmalidir. O zaman (ag) ™! = a; bulunur. k nin segimi keyfi oldugundan

U daki her elemanin tersi vardir. Yani U bir altgruptur. g

Not 2.9 Bir GG grubunda sonsuz elemanh bir U alt kiimesinin kapali olmag: altgrup olmasi i¢in yeterli
degildir. Mesela G = (R\ {0},) grubunda U = {1,2,3,...} kiimesi kapalhdir fakat bir altgrup
degildir.

Ornek 2.10 G = GLy(R),2 x 2 tipinde tersi olan reel matrislerin grubu olsun.

oo{f

0
d] € H alalim. O zaman ab # 0, cd # 0 dur.

1 1 a
= 0 01z 0 =2 0
v = [C 1] olup XY = [a ] [C 1] = [c b].
0 1 0 b/ l0o L |03
1 o ab ab . .
XY~ € H dir ¢linkii ab # 0, cd # 0 olup 1= # 0 dir. Teorem 2.8 geregince H < G Lo(R) dir.
c ¢

Teorem 2.11 Bir G grubunun sonlu sayidaki altgruplarinin kesigimi de G nin bir altgrubudur.
n
Ispat: Hi, Ho, ..., H,, G nin altgruplari olsun ve H = Hi N HyN---NH, = ﬂ H; diyelim.
i=1
a,be H=— her1<i<nicna,be H;
— her 1 <i< nigin ab~' € H; (Clnkii H; < G)

=—ab e HHNHyN---NH,=H

olup Teorem 2.8 geregince H bir altgruptur. g
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Not 2.12 Benzer sekilde; sonsuz gokluktaki altgruplarin kesigiminin de bir altgrup oldugu gosteri-
lebilir. Altgruplarin birlegimi altgrup olmayabilir; mesela, (Z,4) grubunda 2Z ve 3Z altgruplarinin
birlesimi altgrup degildir, ¢iinkii 2,3 € 2Z U 3Z olup 2+ 3 = 5 ¢ 27 U 3Z dir. (Yani kapalilik 6zelligi
yoktur.)

Tanmim 2.13 G bir grup, H ve K da G’nin bog olmayan iki alt kiimesi olsun.

(i) HK = {hk:h € H,k € K } kiimesine H ile K mn g¢arpims denir. Toplamsal notasyonda ise,
H+K={h+k:heH,ke K} kiimesine H ile K nin toplams denir. Eger H = {a } bir elemanh

kiime ise { a } K yerine kisaca aK, benzer sekilde K { a } yerine kisaca Ka yazlr.
(ii) H' = {h™': h € H } kiimesine H nin ters kidmesi denir.

Lemma 2.14 G bir grup A,B,C,D C G olsun. Bu kiimeler iizerinde tamimlanan c¢arpma iglemi

agagidaki ozelliklere sahiptir:

(i) A(BC) = (AB)C

(ii) (AB)"' =B~1A™!

(iii) {e} € AA~! dir. Eger A bir elemanl ise AA™! = {e}.
(iv) ACBve C C Dise AC C BD.

(v) ACBise A7t C B~ L,

ispat: Aligtirma olarak birakiyoruz.

Sonug 2.15 Bir G grubunun bog olmayan bir U alt kiimesinin bir altgrup olmas i¢in gerek ve yeter
sart UU~! C U olmasidir. (Eger U sonlu ise bu sart UU C U seklini alir.)

Ispat: UU1 CU <= Va,beUabtecU oldugu agiktir. Bu da Teorem 2.8’in gartidir. O

Teorem 2.16 Bir devirli grubun her altgrubu devirlidir. G = (a) mertebesi n olan bir devirli grup
ise G'nin altgruplarinin sayisi n’nin pozitif bélenleri kadardir. n yi bélen her m pozitif tam sayisi i¢in

mertebesi m olan sadece bir altgrup vardir ve bu altgrup <a”/ m> dir.

Ornek 2.17 G = (a) mertebesi 24 olan bir devirli grup olsun. Yani G = {e,a,aQ,...,a23 } 24
sayisinin bolenleri 1,2,3,4,6,8,12,24 olup G’nin 8 tane altgrubu vardir. Buna goére G nin n-elemanh

altgrubunu C), ile gosterirsek bu altgruplar sunlardir:

C1 = (a1 = (e) = {e}
Cy = <a24/2> = (a'?) = {¢,a2}
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Cs = (/) = (a) = { e,a", 0" }

C1 = (/) = (a%) = {e.a%, a2, 0™ }

Co = (a*/0) = (a*) = { ;0" 0%, 0%, a0, }

Cs = (/%) = (a%) = { e.a*,a ", a'2, 0", 0%, 0!}

Cro = (a*/12) = (a?) = { e, 0% a*,a% a®, a0, a2, ', 0%, 0%, 0, 02}
Cu = (/') = (a) = {e,0,0%, ... ,a® } = G

Tanim 2.18 G bir grup, ) # K C G olsun. G nin K y1 igeren biitiin altgruplarimin ara kesitine

K tarafindan dretilen altgrup denir ve (K) ile gosterilir. Yani

(K>:ﬂ{H:H<G,KCH}.

Tanimdan anlagildig1 gibi, (K) altgrubu K’yi iceren en kiigiik altgruptur. Eger (K') = G ise bu durumda

K’ya G'nin tretici ktimesi veya doguray kiimesi denir.

Ornek 2.19 Z, = {6, 1,2,... ,ﬁ} grubunda baz1 kiimeler tarafindan iiretilen altgruplar sorulmak-
tadir. Bunun i¢in Zjo nin biitiin altgruplar: hesaplanmalidir. Z15 devirli oldugundan, bir énceki teoreme

gore, bu altgruplar 6 tanedir:

= {6},H2 {0 2 4 6 8 10} H3 = {ﬁ,g,g,g} ,H4 = {6,1,g} ,H5 = {6,6} ve HG = Z12.
Buna gore K kiimeleri ve (K) altgruplar goyle hesaplanir.

(K) =

(K) =

<K> Ho N HyN Hs = Hj
>:

o
ool
N
m

2

HoNHy=Hy

8}
8}

B
ool

= xR R
I

AN
S

}

Lemma 2.20 G bir grup, 0 # K C G olsun. (K) altgrubu K daki elemanlarin tamsayi kuvvetlerinin

N

2.

)

biitiin muhtemel carpimlarindan olusan kiimedir; yani

(K) ={k{"k3* ... kg ki€ K,a;, € Z,neN}.
Ispat: U = { K9'KS> .. kO : k; € K, a; € Z,n € N} diyelim ve U = (K) oldugunu gosterelim. u € U
alalim. O halde u, K’daki elemanlarin ¢arpimi geklindedir. K’y1 igeren her H altgrubu K'daki ele-

manlarin ¢arpimlarint da icereceginden u € H olmahdir. (K) ise K’y1 iceren altgruplarin kesigimi
oldugundan v € (K) olur. Yani U C (K) dir. Simdi de z,y € U alalim. O halde

ai.a an _ 4bi4b bm
x=ki{"k5? ..k, ve y =1t ...t
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seklindedir. Simdi zy=! = k{'k32. ..kz"t;@bmt;ﬁi’l ...tl_b1 olup xy~! € U oldugu aciktir. O halde
Teorem 2.8 geregince U < G dir. Ayrica her k € K icin k = k' € U olup; U, K’y1 iceren bir altgruptur;
yani K C U < G dir. Bu durumda (K)nin tammindan (K) C U olur. O

Not 2.21 Eger K = {a} bir elemanl ise (K) = ({a}) = (a) = {a"” :n € Z} olup bu tamm “bir
eleman tarafindan iiretilen altgrup” tamim ile aym olur. K = {kq, ko, ... ky } ise ({ k1, ko, ..., kn})

yerine kisaca (ki, ko, ..., k,) yazilabilir.

Ornek 2.22 S; grubunda K = { f3, f4} tarafindan iiretilen altgrubu bulalim. (f3)% = f1, (f4)?> = fs
dir. Ayrica f3fs = fo ve fafs = fo olup f3 ve f4 kullanilarak S3 deki biitiin elemanlar elde edilebilir.
Yani (f3, f4) = Ss olup { f3, f1 } kiimesi S3 i¢in bir doguray kiimesidir.

Tanim 2.23 G bir grup, H < G olsun. Bir a € G igin
Ha={ha:heH} ve aH={ah:heH}

kiimelerine sirasiyla H nin G deki sag ve sol kosetleri denir. Koset kelimesi yerine yansinsf veya

eskiume terimleri de kullanilmaktadar.
Ornek 2.24 S; grubunda H = (f5) = { f1, f2 } alahm. H nin sag kosetlerini bulalim.

Hfi={fifv, it ={fi,f2}
Hfy={fifo, fof2} ={f2 f1}
Hfs={fifs, fofs} ={fs,fa}
Hfs={fifs, fofa} ={fs,f3}
Hfs={fifs: fofs } ={fs. fo }
Hfe={fife, fofs} ={f6,f5}
Burada 3 tane farkli sag koset vardir. Sag kosetlerin herbirinde ayni sayida eleman olup bu sag kosetler

ayni veya ayriktirlar. Ayrica * € H = Hx = H ve x ¢ H = Hx # H olduguna dikkat edin.

Bunlarin bir tesadiif olmadigini gésterecegiz.

Teorem 2.25 H < G olsun. Ha = H <= a € H. Ayrica Ha = Hb <= ab™' € H.

ispat: Once Ha = H oldugunu kabul edelim. O zaman 3hy,hy € H icin hia = ho olup H altgrup
oldugundan a = hflhg € H.

Simdi ¢ € H kabul edelim ve Ha = H oldugunu gosterelim. x € Ha alalim. O halde 3h € H icin
x = ha geklindedir. h,a € H olup H kapal oldugundan x = ha € H oldugu agktir. Yani Ha C H
dir. Simdi de x € H alalm. x = (xa~!)a € Ha dir, ciinkii H altgrup oldugundan za~' € H dir. Yani
H C Ha dir. O halde Ha = H elde edilir.
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Sonug olarak “Ha = H <= a € H” 6nermesi ispatlanmigtir. Son olarak
Hao=Hb <= Hab'=H <= ab ' € H

bulunur. 0
Teorem 2.26 Bir G grubunda bir H altgrubunun iki sag koseti ayni ya da ayriktir.

Ispat: Ha ve Hb iki sag koset olsun. Ha N Hb = () ise ispat yapilmis olur. Ha N Hb # ( olsun. O
zaman x € Ha N Hb alalim. Bu durumda 3hy, ho € H icin x = hja ve x = hob seklindedir. O zaman

hia = hob => a = hy 'hob = ab™' = hy 'hy € H = Hab™' = H = Ha = Hb

olup Ha ile Hb ya aymdir ya da ayriktir.
Teorem 2.27 G bir grup, H < G olsun. H nin iki sag (sol) koseti arasinda birebir bir iligki vardir.

Ispat: Ispati sag koset i¢in yapacagiz. a,b € G ve Ha ve Hb de H’nin iki sag koseti olsun. f: Ha —
Hb déniisiimii f(ha) = hb geklinde tanimlansin.

f(hla) = f(hga) — hlb = hgb — hl = hQ — hla = hga

olup f birebirdir. Simdi, hb € Hb verilsin. © = ha secilirse f(x) = f(ha) = hb olup f ortendir. O

Sonug 2.28 Eger G sonlu ise H'nin iki sag (sol) koseti ayni sayida elemana sahiptir. H = He olup H
ile sag (sol) kosetlerin eleman sayilari aymdir. Aym zamanda iki sag koset ya aymidir ya da ayriktir,

yani Ha = Hb veya Ha N Hb = (. Sag kosetlerin birlesimi de G yi verir:

G=HUHa UHayU---UHa,,.

Tanim 2.29 G bir grup, H < G olsun. H nin G deki farkli sag kosetlerinin sayisina H nin G deki
indeksi denir ve |G : H| seklinde gosterilir. Ornegin, |Ss : (f2) | = 3 diir.

Teorem 2.30 (Lagrange') G sonlu bir grup ve H < G olsun. O zaman H nin mertebesi G nin
mertebesini béler; yani |G| = |G : H||H| dir.

Ispat: H’nin G’deki indeksi |G : H| = n olsun. Buna gore
H H, ,H,,,...,H,, ,

kiimeleri H nin n tane farkh sag koseti olsun. Bu kosetler G nin parcalanigini verirler. Ayrica herbir

kosetteki eleman sayis1 |H|’ye egittir. O halde
G:HUHMUHGQU"'UHan—l = |G| = ‘H‘+’Hal|+‘Ha2|+..'+’Han—l‘ = ‘G| :n|H|

olup |G| = |G : H||H| elde edilir. Buradan |H| | |G| yazlabilir. O

! Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
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Sonug 2.31 Eger G asal mertebeli bir grup ise G nin { e} ve G den bagka altgrubu yoktur.
Not 2.32 Eger H ={e}ise her a € Gicin Ha={a} olup |G| = |G| =|G: H||H| = |G : H| dir.
Ornek 2.33 Z; grubunun altgruplar: sadece {6} ve Z7 dir, ¢iinkii Z7 asal mertebeli bir gruptur.

Ornek 2.34 (Z,+) grubunda U = {3k:k € Z} altgrubunu ele alahm. Bu altgrup icin Lagrange

teoremi uygulanamaz, ¢iinkii Z’nin mertebesi sonlu degildir.
Teorem 2.35 G sonlu bir grup ve a € G olsun. O zaman |a|‘|G\ dir. Ayrica al®l = e dir.

Ispat: H = (a) alahm. a tarafindan iiretilen altgrubun mertebesi a’'nin derecesine esittir; yani | (a) | =

|a| dir (Neden?). Lagrange teoremini uygularsak \a|‘|G| elde edilir. |G| = k|a| diyelim. O zaman
alCl = gk = (glohyk = b = ¢
olur ve ispat tamamlanir. O

Ornek 2.36 G en az 2 elemanh bir grup olsun. G nin trivial olmayan altgrubu yoksa G nin asal

mertebeli oldugunu gosteriniz.

Co6zilim: G nin trivial olmayan altgruplar: olmasin. |G| nin asal oldugunu gosterecegiz. Bir e # a € G
icin U = (a) altgrubunu diisiinelim. U = {e} olamaz, o halde U = G olmalidir. Yani G devirlidir.
Devirli gruplarin, grubun mertebesini bélen her sayiya kargilik bir altgrubu vardir. (bkz. Teorem 2.16).

G nin trivial olmayan altgrubu olmadigindan |G| asaldir.

Ornek 2.37 G bir grup, a € G olsun. 0 # m icin a™ = e ise |a| | m oldugunu gosterin.
Coéziim: |a| = n olsun. n < |m| oldugu agiktir. Bélme algoritmasindan dolayr m,n say1 ¢ifti igin

m=nq+r,0<r <n olacak sekilde ¢q,r € Z vardir. Simdi
" =e=ad"""" == (a")ld" =e=¢cld" =e=a" =c¢

olup r < n = |a| oldugundan r = 0 olmahdir. (Aksi halde bu durum |a| = n olmasiyla celigirdi.) Yani

m = ngq olup n‘m dir.
Teorem 2.38 Asal mertebeli her grup devirlidir.

Ispat: G mertebesi asal olan bir grup olsun. |G| = p diyelim. Bir e # a € G i¢gin U = (a) devirli
altgrubunu diigiinelim. Lagrange teoreminden dolay: |U||p olmalidir. p asal oldugundan |U| = 1 veya
|U| = p olabilir. e # a secildiginden |U| > 1 dir. O halde |U| = p olmalidir. Yani G = U olup G
devirlidir. 0

Tanim 2.39 m ve n iki tamsay1 olsun. Eger m ile n nin en biiyiik ortak bdleni 1 ise bu iki sayiya

aralarinda asaldir denir ve (m,n) = 1 yazlr.

21



Boliim 2. Altgruplar, Kosetler ve Lagrange Teoremi Hiiseyin Bilgig

Lemma 2.40 (m,n) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart mq+nr = 1 olacak gekilde ¢, r tamsayilarinin

var olmasidir.

Tanmim 2.41 n pozitif bir tamsay1 olsun. n den kii¢iik ve n ile aralarinda asal olan pozitif tamsayilarin
sayist ¢(n) ile gosterilir ve ¢ fonksiyonuna Euler-¢ fonksiyonu denir. Ornegin, ¢(10) = 4, $(9) = 6
dir. p asal ise ¢(p) = p — 1 oldugu agiktur.

Teorem 2.42 n pozitif bir tamsay1 olsun. Z,’de n ile aralarinda asal olan sayilarin kalan simiflari

modiilo n garpim ile bir abelyen grup olustururlar. (Bu grubu Z} ile gosterecegiz.)

ispat: @,b € Z* alahm. O halde (a,n) = 1 ve (b,n) = 1 dir. @ ® b € Z* oldugunu yani (ab,n) = 1

oldugunu gostermeliyiz.

(a,n) =1 = aq1 +nry = 1 olacak gekilde ¢1,7m € Z vardir,

(b,n) =1 = bga + nre = 1 olacak gekilde g9, 79 € Z vardir,

= ab(q1q2) + n(aqira + bgary + nriry) =1
~—~ ~
q r

= (ab)g+nr =1 (q,7 €Z)

= (ab,n) =1
olup ab ile n aralarinda asaldir.

Modiilo n garpmasinin birlesme ve degigme 6zelligi vardir ve 1 bu grubun birim elemamdir. (Her n € Z*
icin (1,n) = 1 dir.) Simdi ters elemanin varligini gésterelim. @ € Z} alalim. O zaman (a,n) = 1 olur.
Bu durumda aqg + nr = 1 olacak gekilde ¢,r € Z vardir. Bu durumda ag = 1 (mod n) olup (H)f1 =7
olur. (¢,n) =1 oldugundan g € Z dir. O

©|1 2 4 5 7 8
1|11 2 4 5 7 8
2|12 4 8 1 5 7
414 8 7 2 1 5
5/5 1 2 7 8 4
77T 5 1 8 4 2
8|8 7 5 4 2 1

Dikkat edilecek olursa, bu grubun mertebesi 6 oldugundan her elemanin 6. kuvveti birim elemana esit
olur. Gercekten de 16 = 1,26 = 64,45 = 4096, 5% = 15625, 76 = 117649, 8 = 262144 olup bu sayilarin

hepsi 9’a béliiniince 1 kalani verirler.
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Teorem 2.44 (Euler?) n pozitif bir tamsay: olsun. (a,n) = 1 ise a®™ =1 (mod n) dir.
Ispat: G = (Z*,®) grubunu diisiinelim. Bu grubun mertebesi ¢(n) dir. Her @ € G icin (6)‘G| =e

olacagindan a?™ =1 (mod n) dir. O

Teorem 2.45 (Fermat?) p bir asal say1 ve a € Z ise aP? = a (mod p) dir.

Ispat: ¢(p) = p — 1 oldugundan Euler teoremi geregince a?~* =1 (mod p) yani a” = a (mod p) elde
edilir. (a,p) # 1 ise a, p’'nin kat1 olup a”? = a =0 (mod p) olur. O

Ornek 2.46 p =7 alahm. (—2)7 = —128 = (=19) - 7+ 5 olup —128 =5 = —2 (mod 7) dir.

Teorem 2.47 G bir grup H ve K, GG nin iki altgrubu olsun. HK nin altgrup olmasi igin gerek ve
yeter sart HK = K H olmasidir.

Ispat: («<=)HK = KH olsun. HK nm altgrup oldugunu gisterecegiz. x = hik, € HK ve y = hoks €
HK alalim. ( h; € H, k; € K dir.)

xy~ = hyky(hoka) ™ = hy kiky ' byt
N——
k3
= hy (kshy') = hi(hsks) = (h1h3) ks
——— N——
ceKH=HK €eH
= hgks € HK

olup Teorem 2.8 den H K altgruptur.
(=) Simdi de HK nin altgrup oldugunu kabul edip HK = K H oldugunu gosterelim.

x=kh€ KH=>a2"'=h""k"" € HK
— HK altgrup oldugundan (z7!)"' =z € HK
= KHCHK

Ayrica,

r € HK = HK altgrup oldugundan z~' € HK
— Jhe H ke Kicinz ! =hk
—z=k'hleKH
= HK C KH.

Sonuc olarak HK = K H elde edilir. O

’Leonhard Euler (1707-1783)
3Pierre de Fermat (1601-1665)
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ALISTIRMALAR

1. (Z19,®) grubunda 5 elemaninin derecesini bulunuz. 5’in derecesi grubun mertebesini béler mi? 5’in
(Z,+) daki derecesi kagtir?

2. G bir abelyen grup olsun. H = { reG:r’=e } kiimesinin G nin bir altgrubu oldugunu gésteriniz.
3. Hy, Hy bir G grubunun iki altgrubu olsun. Hy U Hy < G <= H; C Hs veya Hy C H;. Gosterin.
4. (Q\{0},-) grubunda A = {3, } ise (4) nedir?

5. G bir grup ve a € G olsun. C(a) = {x € G : ax = za } kimesine a’nin merkezleyeni denir.
(C(a) ashinda a elemani ile degigsmeli olan elemanlarin kiimesidir.) Her a € G i¢in C(a) < G oldugunu

gosterin. Ayrica |a| =5 ise C'(a) = C(a®) oldugunu gosterin.

6. G={1,—-1,i,—i} grubu verilsin. H = {1, —1} olsun. H nin G deki biitiin farkh sag kosetlerini ve

indeksini bulunuz.

7. H ve K, G nin sonlu altgruplar ise

[H||K]

HEK| =110
HE| = TR

oldugu bilinmektedir. G = (C\ {0},) ve H ={1,-1,i,—i },K = {1,—1} alarak bu egitligin dogru
oldugunu gériiniiz. Ayrica bu esitligi kullanarak |H| > /|G| ve |K| > /|G| ise HNK # { e} oldugunu

gosteriniz.
8. (Z,+) da 4Z altgrubunun tiim farkl sag kosetlerini ve indeksini bulunuz.

9. K ={a,b,c,d} grubunun ¢arpim tablosu agagida verilmigtir.

a b c d
ala b ¢ d
b|b d c
clc b a
dld ¢ a

K degigmeli midir? K nin tiim altgruplarini ve bunlarin sag kosetlerini bulunuz. K devirli midir?

10. G bir grup olsun. ) # H C G olsun. H bir altgrup = HH = H oldugunu gosterin. Eger H

sonsuz elemanli ise bu 6nermenin tersinin dogru olmadigini gosterin. (Ipucu: Bir ters 6rnek verin.)

11. G bir grup H < G olsun. §(zH) = Hx~! seklinde tanimlanan fonksiyonun 1-1 oldugunu gdsterin.

(Once iyi tanimlandigini gostermek gereklidir.)
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12. G bir grup; H < G, K < G olsun. |H| =75 ve |K| =57 ise H N K nn devirli oldugunu gosterin.

13. G bir grup a € G olsun. H = {z € G:3In € Zigin x = a"} kilmesi G nin bir altgrubudur,

gosterin.

14. 77, grubunun carpim tablosunu yaziniz. Bu grup devirli midir? Bu grubun trivial olmayan bir

altgrubunu bulunuz.

15. (C\ {0},-) grubunda H = {z +iy: z,y € R,zy > 0} bir alt grup mudur?

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. Zyy da5&5 =0 olup |5| = 2 dir. 2|10 olup 5'in derecesi grubun mertebesini béler. 5’in

7 deki derecesi sonsuzdur, ciinkii n - 5 = 0 olacak sekilde n € N* yoktur.

OZUM 2. z,y € H olsun. O halde 22 = y? = e dir.
C y y

(zy™1)? =2y tay™!

= 2%(y™H)? (G degismeli oldugundan)
=e(y’)™

:eilze

olup zy~! € H dir. O halde Teorem 2.8 geregince H bir altgruptur.

COZUM 3. (<) H, C Hy veya Hy C Hy = H, U Hy = H; < G veya H; UH, = Hy < G olup her
iki halde de H; U Hy bir altgruptur.

(=) Simdi Hy U Hy < G oldugunu kabul edelim. Hy C Hy veya Hy C Hj oldugunu gosterecegiz.
Aksini kabul edelim. Yani Hy € Hy ve Hy € Hj olsun. (Bu iki kiime ayrik olamazlar, ¢iinkii e € H1NHy
dir.) Simdi
a € Hi \ Hy = a € H; fakat a ¢ Hy
bEHQ\H1:>b€H2fakatb¢H1.

Bu durumda a,b € Hy; U Hy olup ab € H; U Hy dir. ab € H; olabilir, fakat

ab€ Hy = a ' (ab) = b€ H,
~~
€H,
celigkisi elde edilir. O halde ab € Hs olmalidir, fakat

ab € Hy = (ab) b! =a € Hy
cHo
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geligkisi elde edilir. Bu da H; U Hs nin altgrup olmasiyla geligir. O halde H; C Hs veya Ho C H;

olmalidir.

COzZUM 4. (Q\{0},) grubunda (3,3) = {3" - 5% : n,m € Z } kiimesidir. Baz1 elemanlarm yaza-

Lim:
1 1 1 1132
— = ...777777...2 1 P .
<3,2> { 724712787474797 773767 87 }

COZUM 5. C(a) ={z € G :azx =za}. z,y € C(a) alahm. O halde az = za ve ay = ya dir.

1

ay=ya=—=a=yay ' =y la=ay ' =y €C(a).

Simdi zy~! € C(a) oldugunu gosterelim:

1 -1

(zy Na=z(y 'a) =x(ay™") = (za)y " = (az)y ™"

= a(zy ™)
olup zy~! € C(a) dir. Teorem 2.8 geregince C/(a) bir altgruptur.
Simdi de |a| = 5 olsun.
z € C(a) = ra = ax = zad® = aza® = a(za)a = a(ax)a = a*(za) = a®(az) = ax
— 2 € C(d®),
r € C(a®) = xad® = a®r = zd® = a®xad® = a3 (xa®) = a®(a>2)

:>a:a:a6x:aac

=z € C(a)
olup C(a) = C(a®) oldugu goriiliir.
COZUM 6. Farkh sag kosetler
Hl=H(-1)={1,-1}

Hi=H(—i)={i,—i}

COZUM 7. HK = {1,-1,i,—i} ve HN K = {1, -1} olur. Bu durumda

[H|| K| _ 4-2
|HNK| 2

|[HK| =4 ve =4

olup esitlik saglanir. Simdi |H| > /|G| ve |K| > /|G| oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Gl = VIGIVIG| < [H||K| = [H N K[|HK].

Simdi, HNK = {e}ise |G| < |HK| olur. HK C G oldugundan bu bir ¢eligki olur. O halde |H N K| #
{e} dir; yani H N K en az iki elemanhdur.
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COZUM 8. (Z,+) dad4Z = {...,—8,—4,0,4,8,...} altgrubunun farkli sag kosetleri:
AZ40={...,—8,-4,0,4,8,...}
AZ41={...,-7,-3,1,5,9,...}

A7 +2=1{...,—6,-2,2,6,10,...}
AZ+3=1{...,—5,-1,3,7,11,...}

olup |Z : 4Z| = 4 diir.

COZUM 9. K nimn grup tablosu ana diyagonale gore simetrik oldugundan K abelyen bir gruptur.

Birim eleman a dir. K nin altgruplar::
H:<a>:{a}, G:<b>:{aab}v K:<C>:{a,6,b,d}.

Ayrica (d) = {a,d,b,c} = K olur. Buradan K nin devirli oldugu soylenebilir. H nin farkli sag kosetleri
4 tanedir:
Ha={a}, Hb={b}, Hc={c}, Hd={d}.

G = {a,b} nin farkli sag kosetleri 2 tanedir:
Ga=Gb={a,b}, Ge=Gd={cd}.
K ={a,b,c,d} nin sag koseti bir tanedir:

Ka=Kb=Kc=Kd={a,b,c,d}.

cOzZUM 10.
x € HH = 3 hy,he € H,x = h1hy € H(Cinki H < G) — HHCH
reH—x= x - e €¢HH — HCHH
<~~~

€ed ecH
olup HH = H oldugu goriiliir.

Simdi G = (Z,+) ve H=1{0,1,2,3,...} olsun. H + H = H dir fakat H bir altgrup degildir. Boylece
“H+ H = H = H altgruptur” énermesinin dogru olmadig1 gdsterilmig olur.

OZUM 11. 6 nin iyi tanimh oldugunu géstermek icin zH = yH = Hz ! = Hy ! 6nermesi
y g g G ] Y

ispatlanmalidir.

1

tH=yH =y 'eH=H=—y 't e H= Hy 't =H = Hy ! = Hz!
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olup # iyi tamimlanmigtir. Ayrica
O(zH)=0(yH) = Hz ' =Hy '=—= Hos 'y=H—2"'yc H— H=2"'yH — zH = yH
olup # nin 1-1 oldugu goriiliir.

COZUM 12. |H|=75=3-52ve |[K| =57=3-19olup HNK < H ve HN K < K olacagindan
Lagrange Teoremi geregince |H N K| hem 75’1 hem de 57’yi bolmelidir. Bunu saglayan sadece 1 ve 3
sayilar1 vardir. |H N K| =1 ise H N K trivial grup olup devirlidir. |H N K| = 3 ise 3 asal olup H N K

devirlidir.

cOzZUM 13.

v,yeH—=3dnmeZx=a",y=a"
1 n,_—m n—m

= xy  =a a =a

— 2y ' € H (Ciinkii n —m € 7Z)
olup Teorem 2.8 geregince H < G dir.

cOzZUM 14. 7y, = {1,3, 5,9, 11,@} diir. Bu grubun ¢arpim tablosu:

o1 3 5 9 11 13
11 3 5 9 11 13
3/3 9 1 13 5 11
5/5 1 11 3 13 9
919 13 3 11 1 5
mfir 5 13 1 9 3
(13 11 9 5 3 1
Simdi (3) = {1,3,9,13,11,5 } = Z}, olup grup devirlidir. (9) = {1,9,11 } bu grubun trivial olmayan

bir altgrubudur.

COZUM 15. 2z = 141,29 = 0+ 5i olsun. 21, 20 € H oldugu aciktir. Simdi 2,20 = —5 + 5i ¢ H dir
¢linkii (—5)5 < 0 dir. Yani; H kiimesi kapali olmadigindan bir altgrup degildir.
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Normal Altgruplar ve Faktor Gruplan

Daha 6nce S3 grubunda H = { f1, fo } altgrubunun sag kosetlerini bulmusgtuk. Aym grubun sol koset-

lerini de hesaplayip kargilagtiralim:

Sol Kosetler | Sag Kosetler

fH={fi,f2} | Hfi={f1, f2}
fH={fufi}t | Hfr={f2 f1}
fsH={fs.fs} | Hfs ={fs fa}
foH ={fa, fo} | Hfs ={ [, f3}
fsH={fs,f3} | Hfs ={f5,f6}
feH ={fo,fa} | Hfs ={fe, 5}

Tablodan goriildiigii gibi sol kosetlere parcalanig ile sag kosetlere parcalanig birbirinden farklidir. Eger
Ss abelyen olsaydi sol kosetler ile sag kosetler egit olurdu. Acaba; sol kosetler ile sag kosetlerin esit

oldugu bagka altgruplar var midir?

Tanim 3.1 G bir grup ve N < G olsun. Her ¢ € G ve her n € N icin gng~! € N ise N ye G nin

1 1

normal altgrubu denir ve N < G yazilir. gNg~ 'n € N} oldugundan, “N nin normal

= {gng~
altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart her g € G icin gNg~! C N olmasidir” diyebiliriz.

1

Not 3.2 {e} ve G, G nin normal altgruplaridir. (Neden?) G abelyen ise gng~" = n € N olup abelyen

bir grubun her altgrubunun normal oldugu goriiliir.

Teorem 3.3 G bir grup, N < G olsun. Agagidakiler birbirine denktir.
() NG
(ii) Her g € G icin gNg~ ' = N
(iii) Her g € G i¢gin gN = Ng
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iIspat: (i= ii) N < G olsun. Tamimdan dolay1 gNg~! C N dir. Simdi

N=gg 'Ngg ' CgNg!
——
CN

1:

olup sonucta gINg— N oldugu goriiliir.

1:N:gNg_1g:Ng:>gN:Ng

Ispat: (ii= iii) gNg~
ispat: (ili= i) gN = Ng= gNg ' = N = gNg ' C N = N <G. O

Ornek 3.4 Ss’de H = { f1, fo } olsun. Hf3 # fsH olup H nin normal olmadigi goriiliir. Simdi N =
(f1) = { f1, fa, f5 } olsun.

Nfi=fIN=Nfi=fuN=Nfs=fsN={f1,fs, 5}
Nfy=faN=Nfs= f3sN=Nfs= foN ={fo. f3, f6 }

olup N < G dir.

Normal Altgrup Kullanarak Faktor Grubu Elde Edilmesi

Bu béliimde bir G grubunun bir H altgrubunun sag kosetleri arasinda (Ha) * (Hb) = H(ab) seklinde
bir * iglemi tanimlamak istiyoruz. Ancak eger H normal degilse bu * iglemi iyi tanimlanmamigtir. Yani
Ha = Hx ve Hb = Hy iken H(ab) # H(xy) olabilir. Mesela G = S5 ve H = { f1, fo } ise Hfs = H f4
ve Hfs = Hfs olup H(f3fs) = Hfa={f1, fo} dir, fakat H(fafs) = Hfs ={ f3, fa } dir.

Ayrica (Ha) * (Hb) ile (Ha) - (Hb) ¢arpimimin ayni sonucu vermesini istiyoruz. Yani Ha kiimesi ile Hb
kiimesinin ¢arpimimin H (ab)’ye egit olmasini istiyoruz. Fakat; H normal degilse iki sag kosetin ¢arpimi

bagka bir sag kosete esit olmayabilir; mesela S3 grubunda H = { f1, fo } alinirsa:
(Hfs)(Hfs)={fs, fa} {fs,fe } ={ fo. fa, [, f3 }
olup bu kiime bir sag koset degildir.

Teorem 3.5 G bir grup ve N < G olsun. Na = Nx ve Nb = Ny esitliklerinden her zaman N (ab) =
N(zy) elde edilir.
Ispat: Na = Nz ve Nb = Ny olsun.

N(ab) = (Na)b= (Nz)b = (zN)b=x(Nb) = 2(Ny) = z(yN) = (zy)N = N(zy) O

Teorem 3.6 G bir grup ve N < G ise N nin iki sag kosetinin ¢arpimi yine bir sag kosettir.
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Ispat: Na, Nb iki sag koset olsun.
(Na)(Nb) = N(aN)b= N(Na)b= (NN)ab = N(ab)
olup iki sag kosetin carpimi bagka bir sag kosettir. O

Boylece, N normal ise N nin sag kosetleri iizerindeki carpma igleminin iyi tanimlandigini ve x ile -

iglemlerinin ayni oldugunu gosterdik.

Tanim 3.7 G bir grup ve N < G olsun. N nin G deki farkli sag kosetlerinin kiimesini G/N =
{Ng: g€ G} ile gosterelim. Bu kiime tizerinde, Na, Nb € G/N i¢in

(Na) * (Nb) = N(ab)

seklinde bir islem tamimlayalim. Bu iglemin iyi tammlandigim Teorem 3.5’de gosterdik. (G/N,*) ce-
birsel yapisinin bir grup oldugunu goésterecegiz. Bu gruba G nin N ile olan faktér grubu denir. (Faktor
grubu yerine béliim grubu terimi de kullanilmaktadir.) Ayrica; Teorem 3.6’nin ispatinda goriildiigi
gibi, % yerine - kullamilmasinda bir sakinca yoktur. Bu yiizden G grubunun iglem sembolii ile G/N

faktor grubunun iglem sembolii ayni olacaktir.
Teorem 3.8 G bir grup, N < G olsun. G/N yukardaki tanimda verilen iglemle bir gruptur.
Ispat: (Na)(Nb) = N(ab) olup iki sag kosetin carpimi bir sag kosettir.
Na(NbNc) = NaN(be) = N(a(bc)) = N((ab)e) = N(ab)Nc = (NaNb)Ne¢
olup birlesme ozelligi vardir. Her Na € G/N igin
NaNe = Na ve NeNa = Na
olup Ne = N bu grubun birim elemanidir. Na'nin tersi (Na)~! = Na™! dir, ¢iinkii
NaNa™'=Ne=N ve  Na 'Na=Ne=N.

Sonug olarak G//N bir gruptur. g

G
Not 3.9 Lagrange Teoremi geregince eger |G| sonlu ise |G/N| = ||N‘\ dir.

Ornek 3.10 G = (Z, +) grubunda U = 47 altgrubunu ele alahm. G abelyen oldugundan her altgrubu
normaldir. U nun G deki farkli sag kosetleri G/U = {U 4+ 0,U + 1,U + 2,U + 3 } seklinde yazlabilir.
Bu grubun tablosu g6yledir.
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+ |1 U+0 U+1 U+2 U+3
U+0|U+0 U+1 U+2 U+3
U+1|U+1 U+2 U+3 U+0
U+2|U+2 U+3 U+0 U+1
U+3|U+3 U+0 U+1 U+2

Burada, mesela (U +2) 4+ (U +3) =U + 5 = U + 1 seklinde hesaplanr.

Ornek 3.11 G bir grup olsun. Z(G) = {g € G : her z € G i¢in gz = xg } kiimesine G nin merkezi
denir. Bir grubun merkezi, gruptaki biitiin elemanlarla degismeli olan elemanlarin kiimesidir. e € Z(G)
olup Z(G) # 0 dir. Z(G) < G oldugunu gosterin.

Coziim: Once Z(G) < G oldugunu gostermeliyiz. g,h € Z(G) alalim. O halde her z € G icin gz =
xg, hx = xh dir. Simdi

hr=2h=—=2=h"tah = 2h ' =h 12

olur ve
(gh™"a = g(h™'2) = g(zh™") = (g2)h™" = (zg)h™" = z(gh™")
olup gh™! € Z(G) elde edilir. Teorem 2.8’den Z(G) < G olur. Simdi z € Z(G) ve g € G alalm.

gzg~' € Z(G) oldugunu gostermeliyiz. 2z elemani gruptaki biitiin elemanlarla degismeli oldugundan
gzg ' =2 € Z(G) olup Z(G) < G dir.

Tanim 3.12 En az 2 elemanli bir G grubunun { e } ve G’den bagka normal altgrubu yoksa G’ye basit

grup denir.

disidir. O halde Zs basit gruptur. Aslinda asal mertebeli her grubun basit oldugunu Lagrange Teo-
reminden soyleyebiliriz. Acaba bunun tersi dogru mudur? Yani; basit her grup asal mertebeli midir?

Bunun cevabi olumsuzdur. Fakat; basit ve abelyen her grup asal mertebelidir.
Teorem 3.14 Bir abelyen grubun basit olmasi igin gerek ve yeter sart asal mertebeli olmasidir.

Ispat: (=) G abelyen ve basit bir grup olsun. O halde |G| > 2 dir. Bir e # a € G secelim. |a| = n
sonludur. Ciinki eger |a| = oo olsayd: (a) devirli altgrubu da sonlu olmayip G nin (en az 2 elemanl)
normal altgrubu olurdu. G basit oldugundan (a) = G olmaldir. Bu durumda G sonsuz devirli grup
olurdu. Bu durumda G’nin trivial olmayan bir altgrubu (yani normal altgrubu) olurdu (Mesela <a2>
gibi). O halde n sonludur. Oyleyse bir p asal béleni vardir. Buna gore <a”/ p > altgrubu mertebesi p olan
bir normal altgruptur. G basit oldugundan G = <a"/ p> olmalidir. O halde |G| = p dir; yani G asal

mertebelidir.

(«<=) p bir asal say1 olmak iizere |G| = p olsun. U <1 G olsun. Lagrange teoremi geregince |U||p dir. p
asal oldugundan |U| =1 veya |U| = p dir. O halde U = { e} veya U = G olabilir. Yani G basittir. [
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Ornek 3.15 G bir grup ve H de indeksi 2 olan bir altgrup olsun. H < G oldugunu gésterin.
Co6ziim: H nin G de iki farkl sag koseti vardir. Bunlar H ve Ha dir. Burada a € G\ H oldugu agiktir.
(Hao = H <= a € H oldugunu hatirlaymn.) Benzer sekilde iki farkh sol koseti H ve aH dir. Bunlar G
nin parcalamgidir. Simdi g € G verilsin. g € H ise Hg=gH = H dir. g€ G\ H ise Hg=gH =G\ H
olup sag koset sol kosete egittir. O halde H < G dir.

Ornek 3.16 Iki normal altgrubun kesigiminin de normal oldugunu gésteriniz.
Coziim: G bir grup H <G ve K <1 G olsun. H N K < G oldugunu biliyoruz. Simdi her g € G ve her
r € HN K igin

rceHNK=xcHvexcK
— H <G, K <G oldugundan gzg~ ' € H,gzg ' € K
— grzg e HNK
— HNK <.

Ornek 3.17 H < G ve N <G ise HN < G oldugunu gosterin.
Coziim: x = hiny € HN ve y = hang € HN alalim.

zy b =h n1n2_1 hQ_1 (Clinkii N < G)
~——
EN
= hynghy !
= (hihy ") (hanghs ) (Ciinkii H < G ve N < G)
N—_——— ————
€H eEN
=hgng € HN

olup Teorem 2.8 geregince HN < G dir.

Ornek 3.18 H <G ve N G ise HN <1 G oldugunu gésterin.
Coziim: HN < G oldugu bir énceki érnekte gosterilmigtir. Simdi HN < G oldugunu gosterelim.
H <G, N <G oldugundan her g € G i¢in Hg = gH ve Ng = gN dir. O halde:

g(HN) = (gH)N = (Hg)N = H(gN) = H(Ng) = (HN)g
olup HN <1 G oldugu goriiliir.

b
“ d] ta,b,c,d e Z} kiimesi bilinen matris toplami ile bir gruptur. H =

Ornek 3.19 M = {
c

a b
{ [ ] ta,b,ce Z} kiimesi M nin normal altgrubudur, gésterin. M/H yi olugturunuz.
c —a
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Coziim:

a—d b—e ]
€ H
c—f —(a—d)

dir. Teorem 2.8 geregince H < M dir. Matrislerdeki toplama iglemi degismeli oldugundan M bir
abelyen gruptur. O halde H < M dir. M/H = {H + X : X € M } seklinde yazilabilir.

]eH:>X+(—Y):

Ornek 3.20 Ziy'de H = <6> altgrubunu bulunuz. Zi2/H yi yaziniz. Bu gruptaki elemanlarin dere-

celerini bulunuz.

Coziim: H = (6) = {0,6 } dir. H nin farkh sag kosetleri 6 tanedir:

Hp0={0,6} =Ha6
Hel={17}=HaT7
Hp2={28}=H®8
H®3={39}=H®9
Hed={410} =H®10
Ha5={511} =H®ll

O halde Z12/H={H ®0,H®1,H®2,H ®3,H®4,H ®5 } dir. Bu elemanlarmn dereceleri:
|[H®0|=1, |[H®ll=6, |[H®2|=3, |[H®3|=2, |[H®4 =3, |H®5 =6.

Ornek 3.21 G bir grup ve H = (a) sonlu devirli altgrubu G' de normal olsun. Eger K < H ise K <G

oldugunu gosterin.

Coziim: (a) = H < G ve K < H oldugu veriliyor. K < G oldugunu gosterecegiz. K < H ve H < G
oldugundan K < G oldugu aciktir. Simdi k£ € K, g € G verilsin.

ke K= ke H=— H <G oldugundan gkg~' € H.

Simdi K sonlu oldugundan |k| = m sonludur. Ayrica |gkg~!| = m dir (Béliim 1, Algtirma 14).

lgkg™ | =m = |{gkg )| =m ~ve |kl=m=|(k)|=m

olur. Ayrica (k) < K < H ve <gk:g_1> < H olup (k) ve <gk:g_1> altgruplar1, H nin mertebeleri egit olan
iki altgrubu olur. Devirli bir grubun mertebesi egit olan iki altgrubu esit olacagindan (k) = <gkg_1>
olmalidir. O halde <gk:g_1> < K olup gkg~! € K dir. Yani K <1 G olur.
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ALISTIRMALAR

1. G = {e,a,a2,a3} 4-iincli mertebeden devirli grup ve H = {e,aQ} onun altgrubu olsun. H < G

oldugunu gosterip G/H yi yazinz.
2. G bir grup ve H de onun iki elemanh normal bir altgrubu ise H C Z(G) oldugunu gosterin.

3. Bir grupta derecesi 2 olan sadece bir tane eleman varsa bu elemanin grubun merkezinde oldugunu

gosterin.

4. G bir grup ve H de Z(G) nin alt kiimesi olan bir altgrup olsun. H < G oldugunu gosterin.
5. G abelyen bir grup ve N < G olsun. G/N nin abelyen oldugunu gosterin.

6. G bir grup, H < G ve K <G ise HN K < H oldugunu gosterin.

7. G bir grup ve H < G olsun. Ng(H) = {2 € G:2zHx~' = H } kiimesine H nin G deki nor-
malleyeni denir. Ng(H) < G ve H < Ng(H) oldugunu gosterin.

8 Qs ={1,—-1,i,—i,j,—j,k,~k}olsun. i’ = j? = k> = -1, ij= k,jk =i, ki = jve ji = -k, kj =
—i,ik = —j kurallar: verilsin. Qg in grup tablosunu yaziniz. Bu gruba quaternionlar grubu denir. Qg
in merkezini bulunuz. { i, j } kiimesi tarafindan dogurulan alt grubu bulunuz. Qg’in biitiin altgruplarinin

normal oldugunu gosterin. (Qg, biitiin altgruplari normal olup da abelyen olmayan bir grup érnegidir.)

9. SL,(R) ile n x n tipinde ve determinanti 1 olan matrislerin kiimesini gosterelim. SL, (R) <GL,(R)

oldugunu gosterin.

10. H ve K bir G grubunun normal altgruplari ve H N K = {e} olsun. Her h € H ve k € K i¢in
hk = kh oldugunu gosterin.

11. G abelyen olmayan bir grup ve Z de onun merkezi olsun. O zaman G/Z devirli grup olamaz.

12. G bir grup olsun. H < G alt grubu “her € G icin 22 € H” bzelligine sahip olsun. H <G oldugunu
gosterin. (Ipucu: zha™ = (zh)2h "' (z~1)?) Ayrica G/H nin abelyen oldugunu gésterin.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. G abelyen ve H altgrup oldugundan H <1 G dir. G/H = { H,Ha } olur.

COZUM 2. H = {e,h} olsun. e € Z(G) oldugu aciktir. Biz h € Z(G) oldugunu yani her 2 € G
icin xh = hx yani zhaz~!' = h oldugunu gostermeliyiz. H <| G oldugundan zhz~' € H dir. O halde ya
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1

zhr™' = e ya da zhe™' = h dir. zha~! = e = 2h = * = h = e olamaz. O halde zhz~' = h olup

ispat tamamlanir.

COZUM 3. e # a € G derecesi 2 olan tek eleman olsun. Her € G i¢in ax = za yani  'az = a

oldugunu gosterecegiz.

(z7laz)? = (z7lax)(z 7 tazr) =z dPr =27 e = e

1 1

olup (z71az)’in derecesi 2 dir. ( x71az = e olsaydi a = e olurdu). O halde 7 'az = a olmalidir.

COZUM 4. g€ G,h € H olsun. ghg~' = hgg~' = h € H dir, ¢iinkii h € H C Z(G) olup h elemam

merkezdedir; yani her elemanla degigmelidir.

COZUM 5. Na, Nb € G/N alalim. G abelyen oldugundan ab = ba dir. O halde
NaNb = N(ab) = N(ba) = NbNa

olup G/N nin abelyen oldugu goriiliir.

COZUM 6. Iki altgrubun kesisimi altgrup oldugundan H N K < H olur. Simdi z € HNK ve h € H
alalim. H bir alt grup ve z € H oldugundan hah~! € H dir. Aynica h € G,z € K ve K <G oldugundan
hah~' € K dir. Bu durumda hzh™' € HN K olur; yani H N K < H olur.

COZUM 7. Ng(H) = {2z € G : Hx = xH } seklinde yazlabilir. Once
yeENg(H) = Hy=yH —y 'Hy=H—=y 'H=Hy ! = y ! € Ng(H)
sonucunu elde edelim. Simdi

2,y € Ng(H) = (zy " )H =x(y"'H) =x(Hy ') = (zH)y ™' = (Hz)y ™' = H(zy ")
— zy ' € Ng(H)

olup Teorem 2.8 geregince Ng(H) < G dir.

Simdi h € H = Hh = hH = H olup H C Ng(H) dir. H bir altgrup oldugundan H < Ng(H)
yazabiliriz. Simdi h € H,z € Ng(H) alalim.

(z7'ha)H = 2 'h(zH) = 2 'h(Hz) =2 Y(hH)x = 2 'Hz = H
olup “aH = H <= a € H” énermesi hatirlamirsa 2~ 'hz € H elde edilir. O halde H <t Ng(H) dir.

COZUM 8. Qg in grup tablosu:
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il - j x 1 -i -k -1 i
k| -k k -5 i 1 j -i -1

Biitiin elemanlarla degigmeli olan elemanlar 1 ve —1 dir; yani Z(Qg) = {1,—1} dir.

Simdi i-1i = —1,i-j = k oldugundan gruptaki biitiin elemanlar i ve j kullanilarak bulunur. Mesela,
—k = (i-i)(i-j) dir. O halde (i,j) = Qs dir. Qg in altgruplar:

le{l} H2:{17_1}
Hy={1,—1,i,—i} Hy={1,-1,j,-j}
H5:{1a_1>ka_k} H6:Q8

H, ve Hg trivial altgruplar oldugundan normaldirler. Hy grubun merkezi oldugundan normaldir. Hs, Hy

ve Hj de indeksleri 2 oldugundan normaldir.
cOzZUM 9.

GL,(R) ={A: A,n X n reel matris ve det(A) #0}
SL,(R)={A: A n xnreel matris ve det(4) =1}.

Simdi A, B € SL,(R) alalim. O halde det(A) = det(B) = 1 dir.

=1

det(AB™) = det(A) det(B™") = det(4) g s

olup AB~! € SL,(R) dir. Teorem 2.8'den SL,(R) < GL,(R) dir. Simdi A € SL,(R) ve X € GL,(R)
alalim. Yani det(A) = 1,det(X) # 0 dur.

det(XAX 1) = det(X) det(A) det(X 1) = det(X) det(A) detl( %) = det(A) =1

olup XAX ! € SL,(R) dir; yani SL,(R) < GL,(R) dir.

COZUM 10. hkh 'k~! elemanina bakalim. H normal oldugundan kh~'k~! € H ve K normal
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oldugundan hkh~! € K dir. O halde:

hkh 'kt = h(kh'k™Y) = hhy € H
N——
cH
hkh k™t = (hkh Dk = kok ™t e K
K
€

olup hkh™'k~' ¢ HNK = {e} = hkh™ k™! = ¢ = hk = kh.
COZUM 11. G/Z nin devirli oldugunu kabul edelim. O zaman G/Z = (Zt) olacak sekilde t € G
vardir. Yani Z nin her koseti bir i € Z icin (Zt)! = Zt' seklindedir. Simdi z,y € G alalim. Bu iki

eleman Z nin iki sag kosetine ait olmahdir. z € Zt™ ve y € Zt" olsun (m,n € Z). O halde 321,29 € Z

icin x = 21t™,y = 2zot™ dir. Simdi

— thrn

xy = 21t 29t" 2129,

— thrn

yr = z9t" 21t™ 2129

olup zy = yx dir. z, y nin secimi keyfi oldugundan G abelyendir. Bu da G nin abelyen olmadig1 kabiilii
ile ¢eligir. O halde G/Z devirli degildir.

COZUM 12. h € H ve z € G alalm.

zhr ™t = (zh)* ! (21> = hoh thy € H
—— ———
€eH eH

olup H <1 G oldugu goriiliir. G/H = { Ha : a € G } yazahm. Once her a € G igin
(Ha)* = Ha® = H (Ciinkii «®> € H) = Ha = Ha™!
oldugunu gorelim. O halde her a,b € G i¢in
(Hab)* = H = Habab = H = Haba = Hb"' = Hab= Hb 'a™' = (Hb ") (Ha™') = HbHa

olup HaHb = HbHa elde edilir. Yani G/H abelyendir.
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Homomorfizmalar ve lzomorfizmalar

Tanim 4.1 (G, A) ve (H,*) iki grup olsun. f : G — H bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu “grup

iglemini koruyorsa”; yani her a,b € G igin
f(alsb) = f(a) * f(b)

ise f ye G den H ye bir grup homomorfizmast veya kisaca homomorfizma denir.

Al . b | F(b)

al... ... alb fla) | ... ... f(a)x f(b) = f(al\b)

Ornek 4.2 I : G — G birim déniisiimii bir homomorfizmasidir, ¢iinkii Ig(zy) = zy = Ig(x)Ia(y).

Ornek 4.3 G = (Z,+) ve n € Z olsun. f : G — G déniisiimii her z € Z icin f(x) = nz seklinde

tanimlansin. f bir homomorfizmadir, ¢linki
fle+y) =n(z+y) =nr+ny = f(z) + fy).

Ornek 4.4 G = (R, +) ve H = (R*,-) olsun. f : G — H, f(z) = € geklinde tammlansin. Her
z,y € R icin
flaty)=e=e" e = f(x) f(y)

olup f bir grup homomorfizmas: olur. Burada ¢g : H — G, g(z) = Inz de bir homomorfizmadir.
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Ornek 4.5 G = (Z,+) ve H = (Z,,®) olsun. Buna gore f : G — H, f(z) = T seklinde tanimlanan

doniislim bir homomorfizmadir, ¢linkii her x,y € Z i¢in
f@ty)=r+y=18y=f(z)o f(y)

Ornek 4.6 G = GL,(R),H = (R\{0},") olsun. f: G — H, f(X) = det(X) olsun. f bir homorfiz-
madir, ¢iinkii her X, Y € GL,(R) i¢in

F(X-Y) =det(X - V) = det(X) - det(Y) = f(X) - f(Y).

Ornek 4.7 G bir grup, N <G olsun. f : G — G/N her z € G icin f(x) = Nz seklinde tanim-
lanan doniiglim 6rten bir homomorfizmadir. Bu déniisiime G den G/N iizerine olan kanonik (dogal)

homomorfizma denir. Her z,y € G igin

f(zy) = N(zy) = (Nz)(Ny) = f(2)f(y)

olup f bir homomorfizmadir. Her Y = Nz € G/N i¢in f(z) = Nz = Y olup f nin 6rten oldugu

goriiliir.

Teorem 4.8 G ve H iki grup ve f: G — H bir homomorfizma olsun.
(i) e,G'nin ve eg da H nin birim eleman ise f(e) = eg

(ii) Her a € G i¢in f(a™!) = [f(a)] !

(iii) f(G) < H dir.

(iv) G abelyen ve f orten ise H de abelyendir.

(v) G devirli ve f orten ise H de devirlidir.

Ispat (i) Her g € G i¢in

f(g) = f(ge) = f(g)f(e) = f(g) = f(9)[f(e)

Ispat (ii) Her a € G icin
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olup [f(a)] ™} = f(a~) dir.
Ispat (iii) z,y € f(G) alahm.

x,y € f(G) = f(a) =z, f(b) = y olacak gekilde 3 a,b € G vardir
= ab™' € G olup f(ab™") = f(a)f(b71) = f@)[f(O)) " =y~
— 2y~ ! € £(G)

— Teorem 2.8 geregince f(G) < H.

Ispat (iv) G abelyen ve f orten olsun. x,y € H olsun.

x,y € H = f 6rten oldugundan 3 a,b € G i¢in f(a) =z, f(b) = y.
= zy = f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) (G abelyen oldugundan ab = ba)
= 2y = f(ba) = f(b)f(a) = yx

= H abelyen gruptur.

Ispat (v) G = (a) devirli ve f 6rten olsun. f érten oldugundan f(G) = H yazahm. G = {a" :n € Z}
olup f(G) ={f(a"):n € Z} dir. Simdi n > 1 ise
fla") = flg_a:---a)= fla)f(a)--- fa) = f(a)".

N——

n—tane

n—tane

Benzer gekilde n < 0 ise

fl@)=f((@)™) = fla)fla™)--- fla™)

(—n)—tane
=fla)" ' fla)™" - fla)™!

(—n)—tane
=[f(a)™1]™"

= f(a)"
Ayrica n = 0 ise f(a®) = f(e) = ep = f(a)? dir. Sonug olarak her n € Z igin f(a") = f(a)". O halde
H=[f(G)={fa"):neZ}={f(a)" :nel}=(f(a))

olup H de devirlidir. O
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Bir Grup Homomorfizmasinin Cekirdegi

Tanmim 4.9 G, H iki grup f : G — H bir homomorfizma ve H nin birim elemani ey olsun. f nin

¢ekirdegi soyle tanimlanir:

Cek(f) ={z € G: f(z) =eo} = f"(eo).

Cek(f) bog kiime olamaz, ¢linkii f(e) = ep oldugundan e € Cek(f) olmalidir.

Cek(f)

Teorem 4.10 f: G — H bir grup homomorfizmasi ise Cek(f) < G dir.

ispat:
a,b € Cek(f) = f(a) = F(b) = eq
= f(ab™") = f(a)f(07") = f(a) f(D)"
—> fab™") = eole0) ' = eo
— ab ! € Cek(f)
— Teorem 2.8 geregince Cek(f) < G.
9 €G.ae Cek(f) = f(gag™") = f9)f(a)f(g™")
= flgag™") = f(9)f(a)f(9)~" = flg)eof(9)™"
= f(gag™") = eo
= gag~" € Cek(f)
olup Cek(f) < G oldugu goriiliir. O

Tanim 4.11 f : G — H bir homomorfizma olsun. Bir h € H i¢in f(x) = h ise € G elemanina
h nin ters gériintisi denir. h nin birden fazla ters goriintiisii olabilir. A nin ters goéruntilerinin

kiimest

FUh) = {z e G fle) =h}
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seklinde ifade edilebilir. Simdi bir A € H nin ters goriintii kiimesinin Cek(f) nin bir sol koseti (veya

sag koseti) oldugunu gorecegiz.

Teorem 4.12 f : G — H bir homomorfizma, h € H ve x € f~1(h) olsun. Bu durumda f~1(h) =
x - Cek(f) dir.

ispat: Once f~'(h) C z - Cek(f) oldugunu gosterelim. z € f~1(h) ise f(x) = h dir.

be fH(h) = f(b)

— f(z)

h
fb) = f(@)~ f(z) = f(2)~ f(b)
= eo = f(z7")f(b) = f(z~'b)

— 27 € Qek(f)

— 3 ke Cek(f) icin b=k

= b=uak € x- Cek(f)

olup f~(h) C x - Cek(f) elde edilir. Simdi de

bex-Qek(f) = I k € Cek(f) i¢in b = zk

= f(b) = f(zk) = f(x)f(k) = f(x)eo = f(z) =h
= f(b) = holup b€ f1(h)

olur ve x - Cek(f) C f~1(h) dir. Sonug olarak f~1(h) = x - Cek(f) dir. O
Sonug 4.13 h € H elemaninin biitiin ters goriintiileri z € f~1(h) olmak iizere x - Cek(f) kiimesidir.

Tanim 4.14 f : G — H grup homomorfizmmasi birebir ve 6rten ise f ye bir izomorfizma denir.
Eger G den H ye bir izomorfizma (yani birebir ve 6rten bir homomorfizma) varsa G ile H gruplarina

1zomorfiktirler veya eg yapilidirlar denir ve G = H yazlir.

Not 4.15 Birebir homomorfizmalara monomorfizma; o6rten homomorfizmalara da epimorfizma

denmektedir.

Not 4.16 Gruplar arasindaki “izomorfik (eg yapil) olma” bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu
gosterecegiz. Bu yiizden cebirciler iki izomorfik grup arasinda fark gézetmezler. Iki izomorfik grubun
yapilart aynidir; sadece elemanlar farklidir. Bu yiizden, mesela, elemanlar arasinda uygun esleme

yapildiginda grup tablolarinin ayni oldugu goriiliir.

Ornek 4.17 A = {1,—1,4,—i} kiimesi ¢arpma iglemi ile bir gruptur. Z4 = {0,1,2,3} alahm. f :

Z4y — A doniigimini
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geklinde tanimlayalim. f nin 1-1 ve 6rten oldugu aciktir. f nin homomorfizma oldugu kontrol edilebilir.
Mesela

JAeD=f@=-i vo OO =i-1)=-
Biitiin kontroller yapildiktan sonra A 2 Z, yazabiliriz. Simdi grup tablolarin (elemanlar1 f de verilen

sirada yazdigimizda) ashinda ayni oldugunu gorelim.

®[0 1 2 3 1 i -1 —i
00 1 2 3 1] 1 i =1 —i
111 2 3 0 i i -1 —i 1
212 3 0 1 1| -1 —i 1 i
3/3 01 2 —i| —i 1 i —1

Benzer gekilde G = (a) = {e, a,a?, a3} 4-iincli mertebeden devirli grup ise A =2 G dir. Bu gekildeki
tiim gruplarim simifina 4-iincii mertebeden devirli grup denir ve hepsi de Cy ile gosterilir. Genel olarak

n—inci mertebeden devirli gruplar C,, ile gosterilir. Bu durumda Z, = C), oldugu agiktir.

Not: 4 elemanl olup da Cy’e izomorfik olmayan bir grup vardir. Bu grupta, birim eleman harig, biitiin
elemanlarin dereceleri 2’dir; yani her elemanin tersi kendisidir. Bu gruba Klein-4 grubu denir. Mesela,
7y = {T, 3, 5,7} bir Klein-4 grubudur.

Ornek 4.18 Simdi sekildeki ABC' eskenar iicgenini diigiinelim.

Bu {icgeni tam ortasindan ve diizleme dik bir eksen etrafinda 120° saatin ters yoniinde déndiirme
islemine f diyelim. [ dogrusu etrafinda 180° déndiirmeye g diyelim. Bu durumda f3 = e ve ¢ = e dir.

Birim dontigiim (yani e) olarak iiggenin orjinal hali anlagilmaktadir.
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A A A
B c C B B c

Bu gekilde elde edecegimiz biitlin farkhh dénmelerin kiimesi {e, f, 2. q, fg, g }’dir. Bu sekilde elde

Hiiseyin Bilgig

ettigimiz gruba eskenar tg¢genin dihedral grubu denir ve Dj ile gosterilir. Benzer sekilde egkenar
n-genler kullanilarak elde edilen gruplar sinifina dihedral gruplar denir ve bu gruplar D, ile gosterilir.

|Dy,| = 2n dir. Simdi, D3 = {e, f, 2,9, fqg, fzg} grubundan S3 grubuna ¢ déniisimiini

e— fi
J— 1
2= fs
fg—fo
g—f2

P9 — fs

seklinde tanimlarsak bir izomorfizma elde ederiz. O halde D3 = S3. Tablodaki bosluklari doldurun.
(ipucu: gf = f2g esitligini kullanim)

e [ 2 g fg [
el e f 2 g fg [
flfr P e fg fg9 g
LR e f P9 g fg
gl 9 fl9 fg e 2 f
fa| fg

29| f*g

Teorem 4.19 f: G — H homomorfizmasinin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart Cek(f) = {e}
olmasidir.

Ispat: (=) f birebir olsun. f(x) = ey olsun. f(e) = ep olup f 1-1 oldugundan 2 = e olmaldir. O
halde f(x) = eg olacak gekildeki tek eleman z = e dir. Yani Cek(f) = {e} olur.
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(<) Qek(f) ={e} olsun. Her z,y € G i¢in

f@)=Ffly) = f@)fly) " =e
= flzy ') = e

= 2y~ € Qek(f) = {e}

== xy =e
—— r = y
olup f nin 1-1 oldugu gosterilmig olur. O

Teorem 4.20 G, H, K birer grup olsun.

(i) f:G — H izomorfizma ise f~! : H — G de izomorfizmadir.
(ii) f:G — H,g: H — K izomorfizma ise g, f : G — K izomorfizmadir.
Ispat (i) Birebir ve orten bir doniigiimiin tersi de 1-1 ve orten olacagindan f~! de 1-1 ve drtendir.

O halde f~! in homomorfizma oldugunu gostermemiz yeterlidir. hi,ho € H olsun. f 1-1 ve drten

oldugundan f(g1) = h1, f(g2) = hg olacak gekilde sadece bir tane g1, g2 € G eleman cifti vardir. Simdi
f(9192) = f(91)f(92) = hiha = [~ (hah2) = g1go = f 7' (m1) [~ (o)
olup f~! bir homomorfizmadir.

ispat (ii) Birebir ve orten iki doniigiimiin bilegkesi 1-1 ve 6rten olacagindan gof 1-1 ve ortendir. O

halde g, f'nin bir homomorfizma oldugunu gostermemiz yeterlidir. z,y € G olsun.

(90f)(zy) = 9(f(xy))
=g(f(x)f(y)) (f hom. oldugundan)
=9(f(z))-9(f(y)) (g hom. oldugundan)
= (90f)(2) - (90.f)(y)
olup gof bir homomorfizmadir. O halde gof bir izomorfizmadir. O

Sonug 4.21 G den G ye I birim déniigiimii bir izomorfizmadir. O halde her grup kendine izomorfiktir.
Yukardaki teoremde G =2 H —= H =G ve G = H, H = K — G 2 K oldugu gosterilmistir. O halde
gruplar iizerinde tanimlanan izomorfik olma bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore farkli

gruplar (ilk 10 mertebe igin) Tablo 4.1’de verilmigtir.
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Mertebe Abelyen Gruplar Abelyen Olmayan Gruplar | Toplam
1 Ch - 1

2 Cy - 1

3 Cs - 1

4 Cy ve Oy x Cy(Klein—4) - 2

) Cs - 1

6 Cs S3 2

7 Cr - 1

8 Cg,Cy x Cy ve Cy x Oy x Cy Qs ve Dy 5

9 Cy ve C3 x Cs - 2

10 Cho Ds 2
C,, : n—inci mertebeden devirli grup D,, : eskenar n—genin dihedral grubu
Qs : Quaternionlar (Ahgtirma 3.8) S5 : Permiitasyon grubu (Ornek 1.16)
G x H : G ile H gruplarinin “direkt ¢arpimi” (bu notlarda anlatilmamigtir)

Tablo 4.1: Izomorfik olma bagintisina gére 10. mertebeye kadar olan farkli gruplar.

Teorem 4.22 ki devirli grubun izomorfik olmast icin gerek ve yeter sart bu iki grubun mertebelerinin

ayni olmasidir.

Ispat: (=) G ve H iki devirli grup olsun. G = H ise f : G — H homomorfizmas: 1-1 ve 6rten

oldugundan |G| = |H| olmalidir. (Bu sonu¢ G ve H devirli olmasa da dogrudur.)

(<) Simdi G = (a) , H = (b) iki devirli grup ve |G| = |H| = n olsun. f : G — H doniigiimii her k € Z

icin f(a*) = b* geklinde tanimlansm. f nin 1-1 ve 6rten bir homomorfizma oldugunu gosterecegiz.

f(a*) = f(at) = b* = bt olup n = oo ise k = t olup a* = a’ olur ve f birebir olur. Eger n < oo ise

k =t (mod n) oldugunu hatirlayin (bkz. Teorem 1.31). O halde m,t € Z olmak {izere k = ¢t + mn dir.

Simdi

olup f bu durumda da birebirdir.

Simdi h € H verilsin. Bir k € Z icin h = b* geklindedir. O halde f(a*) = b* = h olup f 6rtendir.
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z=a* € G vey=a' e G olsun.
fay) = f(a*a") = f(a™") = " = "0 = f(a®) f(a") = f(2)f(v)
olup f bir homomorfizmadir. Sonug olarak G = H dir. g

Tanim 4.23 Bir G grubundan kendi tizerine olan bir izomorfizmaya G nin bir oftomorfizmas: denir.
G nin bir @ € G eleman icin f, : G — G , fo(z) = aza™! seklinde tanimlanan f, doniisiimii her
zaman bir otomorfizmadir (Neden?). Bu tiir bir otomorfizmaya G nin bir ¢ otomorfizmas: denir. G
nin i¢ otomorfizmalarimin kiimesi I(G) ile gosterilir. G nin biitiin otomorfizmalarinin kiimesi Oto(G)
nin bilegke iglemi ile bir grup oldugunu gosterecegiz. Bu gruba G nin otomorfizmalar grubu denir.
Yani

Oto(G) ={f:G — G| f, 1-1, érten bir homomorfizma } .

Teorem 4.24 G nin otomorfizmalarim kiimesi Oto(G) bilegke iglemi ile bir gruptur.

Ispat: Teorem 4.20 geregince iki otomorfizmamn bilegkesi bir otomorfizmadir. Ayrica f € Oto(G) =
! € Oto(G) dir. Birim déniigiim bir otomorfizma olup Oto(G) nin birim elemanidir. Fonksiyonlardaki

bilegke igleminin birlesme 6zelligi olup Oto(G) bir grup olur. O

Ornek 4.25 A = {1,—1,4,—i} grubunun biitiin otomorfizmalarimi bulalim. I4 birim déniisiimii bir
otomorfizmadir. f € Oto(A) olsun. f(1) = 1 olmak zorundadir. f(i) = —1 diyelim. O halde f(i7) =
f@)f(@) yani f(—=1) = (=1)(=1) = 1 olmahdir. Bu da f nin 1-1 olmadig anlamina gelir. Simdi de

f(i) = —i secelim. Buradan

secilmelidir. f 1-1 ve orten olup diger bir otomorfizmadir. Bu grubun bagka otomorfizmasi yoktur. O

halde Oto(A) = {14, f } dir. Otomorfizma grubunun tablosu goyledir:

Ornek 4.26 G bir grup olsun. Bir a € G icin f, : G — G, fu(z) = aza™' geklinde tanimlanan

déniigiimiin G nin bir otomorfizmasi oldugunu gosterin.

Coziim: x,y € G olsun.
fa(zy) = a(zy)a™" = (aza™ ) (aya™) = fa() faly)
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olup f, bir homomorfizmadir. Ayrica

1

fa(z) = foly) = axa™ = wa l =z =y

olup f, birebirdir. Simgi verilen her g € G icin # = a~'ga secersek

fa(z) =aza ™t = a(a"tga)a ™t =g

olup f, min 6rten oldugu goriiliir. Yani f, € Oto(G).

Teorem 4.27 G = (a) = {e,a,aQ,...,a”_l},nfinci mertebeden devirli grup olsun. f; : G —
G, fr(a) = a* olmak iizere
Oto(G)={fr|1<k<n,(kn)=1}.

Ispat: f € Oto(G) olsun. f(a) = a* olsun. G nin iiretici elemanlar1 1 < m < n ve (m,n) = 1
olmak iizere a™ sgeklindedir. O halde (n,k) = 1 dir. Tersine (k,n) = 1 olmak iizere fj doniisiimiini
diigiinelim. fi(a) = a*, G nin iiretici elemani olup f; értendir. Ayrica f; 1-1 bir homomorfizmadir.
Yani f; € Oto(G) dir. Sonug: Oto(G) = { fr | 1 <k <n,(n,k) =1} O

Ornek 4.28 Zg’in otomorfizmalar grubu olan Oto(Zg)’i belirleyiniz.

Coziim: 8 ile aralarinda asal olan sayilar 1,3,5 ve 7 dir. O halde Oto(Zg) = { f1, f3, f5, f7 } dir.

fi(0)=1-0=0  f35(0)=3-0=0 f5(0)=5-0=0  fz(0)=7-0=0
M)=1-1=1 f3(1)=3-1=3 () =5-1=5 f(1)=7-1=7
h(2)=1-2=2  [f3(2)=3-2=6 f5(2)=5-2=2  f(2)=7-2=6
hB)=1-3=3 f33)=3-3=1 f3)=5-3=7  f:(3)=7-3=5
fid)=1-4=4  f3(4)=3-4=4 fs(4)=5-4=4 f(4)=7-4=14
fiB)=1-5=5  f35(5)=3-5=7 f5(5)=5-5=1  fz(5)=7-5=3
fi6)=1-6=6  f3(6)=3-6=2 f5(6)=5-6=6  f7(6)=7-6=2
h()=1.7=7  [f3(7)=3-T=5 (N =5-7=3  f(1)=7-T=1

Odev: Z;; in otomorfizmalar grubunu belirleyiniz.

Ornek 4.29 Abelyen bir G grubunun ic otomorfizmalar kiimesi I (G)’yi belirleyin.

Coziim: G abelyen oldugundan, her a € G i¢in f, : G — G, fo(z) = axza™ = x olup f, = I dzdeslik
doniisiimii oldugu goriiliir. O halde G abelyen ise I(G) = { I } dir.
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Teorem 4.30 C),,n. mertebeden devirli grup ise C,, = Z, dir. C sonsuz devirli grup ise Con = Z
dir.

ispat: C,, = {e,a, a’, ... ,a"il} olsun. f : C, — 7Z,, doniigiimiinii her k € Z i¢in f(a*) = k olarak
tammlayahm. Her k € Z,, = {0,1,...,n—1} icin f(a*) = k olup f értendir. (a® = e kabul edildi.)

f@*) =fla™) = k=m=—=k=m (modn) = a"=a™
olup f 1-1 dir. Ayrica
flaha™) = f(d™) =k +m=kem = f(a") & f(a™)
olup f bir homomorfizmadir. Sonug olarak f bir izomorfizma olup C,, & Z,, dir.
Simdi de f : Co — Z déniisiimiinii her k € Z igin f(a*) = k seklinde tanimlayalim.
fa"a™) = f(a"™) =n+m= f(a") + f(a™)

olup f bir homomorfizmadir. Ayrica f(a") = f(a™) = n = m = a" = a™ oldugu agiktir. Yani f
1-1 dir. Verilen her y € Z i¢in x = a¥ secilirse f(x) = y olacagindan f ortendir. O halde Coo = Z. O

Ornek 4.31 G devirli ve mertebesi sonsuz olsun. Bu durumda G nin otomorfizmalar grubunu belir-

leyiniz.

Coziim: G devirli oldugundan bir a € G i¢in G = (a) dir. f: G — G bir k € Z icin f(a) = a* dir. f
otomorfizma oldugundan 6rtendir. O halde a € G igin dyle bir b € G vardir ki f(b) = a olur. G devirli

oldugundan bir r € Z icin b = a” olmaldir.
fOy=f@)=a= ")V =a=d*"=a= k=71
elde edilir. k = 1 oldugunda f(a) = a = f = Ig bulunur. k = —1 oldugunda f(a) = a~! dir. Yani
Oto(G) ={1g, [ |Va € G, f(a) = a™? }.

Ornek 4.32 f: G — S bir grup homomorfizmasi ve Cek(f) = { e} olsun. Her a € G i¢in a ile f(a)

nin derecelerinin ayni oldugunu gdsteriniz.

Coziim: |a| = m olsun. [f(a)]™ = f(a™) = f(e) = eg olur. Simdi [f(a)]" = ep olacak sekilde
1 < n < m dogal sayis1 oldugunu kabul edelim. O zaman = [f(a)]" = f(a™) = eg olup Cek(f) ={e}

oldugundan a” = e olur. Bu da |a| = m olmasi ile geligir. Buradan |f(a)| = m elde edilir.

ALISTIRMALAR

1.G=(Q\{0},-)olsun. f : G — G, f(z) = |z| seklinde tanmimlansin. f nin bir grup homomorfizmas:
oldugunu gosterip Cek(f) yi bulunuz ve G/ Cek(f) yi yazimaz.
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2% 2 _ a b . . . o1 . . . . 2% 92
2. M = al a,b,c,d € R j kiimesi bilinen matris toplami ile bir gruptur. f : M —

BT

(R, +) doniigiimii
seklinde tammmlamyor. f nin bir grup homomorfizmasi oldugunu gosterip Cek(f) yi bulunuz ve
M?*2 | Gek(f) yi yazinz.

3. f: G — G doéniisiimii her a € G icin f(a) = a~! seklinde tanimlansin. f nin bir grup homomor-

fizmas1 olmasi igin gerek ve yeter sart G nin abelyen olmasidir. Gosterin.

4. G = (z) herhangibir devirli grup olsun. f : G — (Z, +) déniisiimii f(2") = n geklinde tanimlansin.

f bir homomorfizma olur mu? Eger olursa Cek(f) yi yazinz.
5. ¢: C — C,¢(x + iy) = x — iy doniiglimii toplamsal C grubunun bir otomorfizmasidir. Gosteriniz.

6. f : G — H bir homorfizma olsun. O zaman N < G ise f(IN) < H dir. Ayrica f oérten ve N <G ise
f(N) < H dir. Gosteriniz.

7. G = C\ {0} carpma iglemi ile bir gruptur. H = {2 x 2 tersi olan reel matrisler } de bilinen mat-

ris ¢arpimu ile bir gruptur. ¢ : G — H,¢(a + ib) = [Z
a

] ile tanimlanan doniigiim bir grup

homomorfizmasi midir? Bu déniigiim G ile H yi izomorfik yapar mi?

8. f: G — H bir grup homomorfizmasi olsun. K < H ise f~!(K) < G oldugunu; daha sonra K <1 H
ise f~1(K) <1 G oldugunu gdsterin.

9. G=(C\{0},") ve H=(R",") olsun. 2 = x + iy i¢in ¢ : G — H, $(z) = |z| = /22 + y? olarak

tanimlanan doniigiim bir homomorfizma midir? Bu déniigiim G ile H yi izomorfik yapar nu?

10. R* = R\ {0} olmak iizere f : (R,4+) — (R*,:), f(x) = 5% olsun. f nin grup homomorfizmas:
oldugunu gosteriniz. Cek(f) yi bulunuz. f 1-1 ve 6rten midir? R/ Cek(f) yi yaziniz.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. z,y € G icin
f(zy) = |lzyl = || ly| = f(2)f(y)

olup f bir homomorfizmadir.
Cek(f) = {z € G+ f(a) = o] =1} = {1,-1)
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olup
G/Cek(f) ={Cek(f) z:2€eG}={{x,—z}:2€ G} dir.

= (a1 + d1) + (ag + d2)

_CLQ bQ
=/ +1
_CQ dg
olup f bir homomorfizmadr.

Qek(f):{[a b]EMQXQ:a—l—d:O}:{[a b :a,b,ceR}
c d ¢ —aj

M**%/ Qek(f) = { Cek(f) + A: Ae M*?}.

COZUM 2. a;, b;,c;,d; € R olsun.

1 (A R R

= (al + ag) + (dl + dg)

a1 +az by + by
Cl—l-CQ dl—l-dg

a1 by

c1 dy

olur ve

COZUM 3. f bir grup homomorfizmas: olsun. Her a,b € G icin

f(ab) = f(a)f(b) = (ab) " =a~'b""
— (ab)™! = (ba) ™!

= ab = ba

olup G nin abelyen oldugu goriiliir. Simdi de G nin abelyen oldugunu kabul edip f nin homomorfizma
oldugunu gosterelim.
flab) = (ab)™ =b"ra "t = a7 = f(a)f(D)

olup f bir homomorfizmadir.
cOzZUM 4.

I.Durum: G sonlu ise f bir fonksiyon olmayabilir. Mesela G = (x) 6—nc1 mertebeden devirli grup ise
x? = 28 dir fakat f(2®) = 8 olup f(2?) = 2 olur.

II.Durum: G = (x) sonsuz devirli grup ise
fa"a™) = f@@"™™) = n+m= f@@") + f(")
olup f bir homomorfizmadir. (Z, +) nin birim elemani 0 olup
Cek(f) ={a": fa") =n=0} = {a*} = {e}.
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COZUM 5. 2z, = a + bi, zp = ¢ + di iki kompleks say1 olsun.
¢(21) = ¢(22) = d(a + bi) = ¢(c + di)
= a—-bi=c—di
= a=c, —b=—-d
= a=cb=d
= a+bi=c+di
> 21 = 22
olup ¢’'nin 1-1 oldugu gosterilmis olur. Verilen her z = a + bi € C igin w = a — bi secilirse
p(w)=¢la—bi)=a+bi==z2
olup ¢ ortendir. Simdi de
¢(z1 +22) =d((a+c)+ (b+d)i) =a+c— (b+d)i=(a—bi)+ (c—di) = ¢(z1) + P(22)
olup ¢ bir homomorfizmadir. Sonug olarak ¢ bir otomorfizmadir.
cOzZUM 6.
z,y € f(N)= 3 a,be Nigin f(a) ==z, f(b) =y
—>ab~' € N olup f(ab™') = fla)f(b) ' =ay™!
— 2y~ € f(N)
= Teorem 2.8 den f(N) < H.

x € f(N)=3IneNicn f(n) ==z,
h € H= f 6rten oldugundan 3 g € G i¢in f(g) = h

= f(gng™) = f(9)f(n)f(g)~" = hah™!
eN

— hah™!' € f(N)
= f(N)< H.

cOzUM 7.

6((a +bi)(c+ di)) = ¢(ac — bd + i(ad + be)) =

ac—bd —ad— be
ad +bc  ac—bd ’

d(a+ bi)p(c+ di) = [Z _b] [C _d] —

ac—bd —ad— be
ad +bc ac—bd



Boliim 4. Homomorfizmalar ve Izomorfizmalar Hiiseyin Bilgig

olup ¢ nin bir homomorfizma oldugu goriiliir. ¢ érten degildir, ¢iinkii A =

1
3] ise p(a+bi) = A
olacak gekilde a 4+ bi € C yoktur. O halde ¢ doniigiimii G ile H yi izomorfik yapamaz.

COZUM 8. Once K < H = f~(K) < G oldugunu gosterelim.

zye fTHK)=3Jabe Kicn f(z)=a, fly) =b
— fley™") = f(@)f(y) ' =ab' € K (ciinkii K < H)
— ay~' e fTU(K)
— Teorem 2.8 den f'(K) < G.

Simdi x € f~1(K) ve g € G alalm. O halde en az bir k € K i¢in f(x) = k olmaldir. Simdi f(g) € H
ve K <1 H oldugundan

f@kf9) ' e K= f(9)f(x)f(g) ' €K
= flgzg ") e K
= grg ' € fTH(K)

olup f~}(K) <1 G oldugu gosterilmis olur.

COZUM 9. 2, =z + iy, 20 = a + bi iki kompleks say1 olsun.

$(2122) = ¢((az — by) + i(ay + zb))
= |(az — by) + i(ay + xb)|
= /(az — by)? + (ay + xb)?
= a2x2 + 4202 — 2azyb + a2y + x2b% + 2ayxb
= Va2 (22 +y?) + b2 (a? + y?)
=Va? +02\/2? + 42
= ¢(21)d(22)

olup ¢ bir homomorfizmadir. ¢ 1-1 degildir, ¢linkii 21 = 3 + 44 ve 2o = 3 — 4i segilirse |z1| = |22| = 5,

yani ¢(z1) = ¢(z2) olup z1 # 2o dir. Yani bu doniigiim G ile H yi izomorfik yapamaz.

COZUM 10. Her z,y € R icin f(z +y) = 5°tY = 575Y = f(z)f(y) olup f homomorfizmadir.
f(z) =1=5"=1= 2 = 0olup Cek(f) = {0} bulunur. Teorem 4.19 geregi f 1-1dir. y = —1 € R*
icin f(z) = 5% = —1 olacak gekilde 2 € R olmadigindan f orten degildir.

R/Cek(f) ={Cek(f)+a:aecR}={{a}:acR}.
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Izomorfizma Teoremleri

G bir grup olsun. Bir N < G i¢in f : G — G/N homomorfizmasinin varligini gostermistik. Acaba
bunun tersi de dogru mudur? Yani; G ve H birer grup olmak iizere G/N = H olacak gekilde bir N <G

normal alt grubu var midir?

Teorem 5.1 (1. izomorfizma Teoremi) f : G — H &rten bir homomorfizma olsun. O zaman
G/ Cek(f) = H dir.

Ispat: ispat boyunca K = Cek(f ) diyelim.

G ! H L f(g)
\/ g\/ g
G/K Kg

Her g € G i¢in r(Kg) = f(g) seklinde bir r : G/K — H doniisiimi tammlayalim. r’nin bir izomor-

fizma oldugunu gosterecegiz.

i) r iyl tamumlanmigtir
Yani X = Ka ve X = Kb geklinde yazildiginda r(X) = f(a) ve 7(X) = f(b) olur. Bu durumda
f(a) = f(b) oldugunu gostermeliyiz. Simdi K altgrup ve f homomorfizma oldugundan:

Ka=Kb=— Kab™' = K
— ab™! € K = Cek(f)
— flab™') =eq

= f(a)f(b)"! =en = f(a) = f(b).
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ii) r homomorfizmadir

Her XY € G/K igin r(XY) = r(X)r(Y) oldugunu gosterecegiz. X = Ka ve Y = Kb seklinde olsun.

r(XY)=r(Ka- Kb)
= r(Kab) (Cinki K < G)

a)f(b) (Ciinkii f homomorfizma)

olup r bir homomorfizmadir.

iii) r ortendir
Her h € H i¢in r(X) = h olacak gekilde bir X € G/K bulmalyiz. h € H verilsin. f 6rten oldugundan
bir a € G i¢in h = f(a) dir. Simdi X = Ka secersek, r(X) = r(Ka) = f(a) = h olur. Yani r 6rtendir.

iv) r 1-1 dir

r nin ¢ekirdeginde sadece G/K nin birim elemani oldugunu, yani Cek(r) = { K } oldugunu gosterirsek r
1-1 olur. (ilgili teoremden). X € Cek(r) alahm = X = Kg seklindedir = r(X) = ey = r(Kg) =
eg = f(g) =eg = g€ Cek(f) =K = X =Kg=K = Cek(r) ={K }.

Sonug olarak G/K = H yazabiliriz.

Not 5.2 Bazi kaynaklarda aym teorem “f : G — H bir homomorfizma ise G/Cek(f) = f(G)”
seklinde ifade edilmektedir. Bu ifade bizim ifademizin genel halidir; ¢iink{i eger f orten ise f(G) = H
olup ayn ifade elde edilir.

Ornek 5.3 G = (Z,+),H = (Q\{0},") ve f : G — H déniisiimii her = € G igin
1, =z cift ise
flx) =
(=) —1, x tek ise

seklinde tamimlansin. f : G — f(G) orten bir fonksiyondur. f nin bir homomorfizma oldugunu

gosterelim. x,y € 7Z verilsin.

Durum 1: z ve y ¢ift =f(x+y)=1ve f(z)f(y)=1-1=1
Durum 2: z ve y tek = f(x +y) =1 ve f(a)f(y) =(-1)-(-1) =1
Durum 3: x ve y nin biri tek biri ¢ift = f(z +y) = —1 ve f(z)f(y) = —1.

Yani f bir homomorfizmadir.
K=Cek(f)={z€Z| f(x) =1} ={x € Z| z cift say1 } = 2Z dir. K nin farkh sag kosetleri
{K+0,K+1} olup G/K={K+0,K+1}.
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f

.

G/K

G FG) ={-1,1}

Y :G/K — f(G) dontgiimiini ¢ (K +0) = 1,9 (K +1) = —1 seklinde tanimlayalim. 1 bir izomorfizma
olup G/K = f(G) dir.

Ornek 5.4 G ve K herhangi iki grup olsun. f : G — K bir grup homomorfizmasi ve |G| sonlu ise
|f(G)| ||G] dir, gbsteriniz.

Coziim:

f hom.

\/

G/ Cek(f

Birinci Izomorfizma Teoremi'nden G/ Cek(f) = f(G) dir. G sonlu oldugundan G/ Cek(f) de sonludur.
O halde |G/ Cek(f)| = |f(G)| olup Lagrange Teoremi’'nden:

|Gl el
| Cek(f)] (@)

Ornek 5.5 R* = (R\ {0},-) grubu olmak tizere GL, (R)/SL,(R) = R* oldugunu gésterin.

= [f(G)] = = [ Cek(f)] = [F(G]]|G].

Coziim: G = GL,(R) olsun. G’nin matris ¢arpimina gore bir grup oldugunu biliyoruz. f : G —
R*, f(X) = det(X) seklinde determinant fonksiyonu tanimlayalim.

X,)Y € G= f(XY) =det(XY) =det(X)det(Y) = f(X)f(Y)
olup f bir homomorfizmadir.
Cek(f) = { X € G | f(X) = det(X) = 1} = SL,(R)

elde ederiz. Ayrica f ortendir, ¢linkii determinanti verilen bir reel sayi olan bir matris her zaman

yazilabilir. O halde Birinci Izomorfizma Teoreminden

GLn(R)/Cek(f) 2 R*  vani  GLn(R)/SLn(R) = R*,
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Boliim 5. Izomorfizma Teoremleri Hiiseyin Bilgig

Teorem 5.6 (2. izomorfizma Teoremi) G bir grup, H < G ve N<G olsun. HNN<H ve HN < G
dir. Ayrica H/ (HNN) = HN/N dir.

ispat:
HN < G dir. x = hiny,y = hone € HN alalim.

I‘y_l = (hlnl)(hgng)_l = h1 nlngl h;l = hlnghgl
——

eEN
= (h1hy ') (hanshy ) (Ciinkii N < G)
N N
€H EN
=hgng € HN

olup Teorem 2.8’den HN < G dir.

HN/N faktor grubunu olugturmak icin N << HN oldugunun gosterilmesi gerekir:
N < HN dir
Her n € N igin n =e-n € HN oldugundan N C HN oldugu goriiliir. N ve HN her ikisi de altgrup
oldugundan N < HN dir. Simdi « € N ve hn € HN alalim.
(hn) -z - (hn)" ' =h(man YRt =hnh e N (Clinkii N < G)

——
eN

oldugundan N < HN.

Simdi f : H — HN/N déniigiimii her h € H icin f(h) = Nh seklinde tammlansin. Iddia: f érten
homomorfizmadir.

f ortendir:

Nhn € HN/N verilsin. N < G oldugundan Nhn = hNn = hN = Nh = f(h) olup f értendir.

f homomorfizmadir: Her hy, hs € H icin

F(hhs) = Nhihy = NlaNhs (N <G oldugundan )
= f(h1)f(h2)

olup f bir homomorfizmadr.
O halde Birinci Izomorfizma Teoremi'nden H/ Cek(f) = HN/N dir.

Cek(f) = HNN dir

HN/N grubunun birim elemam N dir.
Qek(f) = {x € H | f(z) = N}
={xe€eH|Nx=N}
={xeH|zeN} (Nt =N<=2x€N)
=HNN.
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Bir homomorfizmanin gekirdegi her zaman normal altgrup oldugundan H N N <1 H elde edilir.
Sonug: H/(HNN)= HN/N

Teorem 5.7 (3. izomorfizma Teoremi) G bir grup ve H ile K da G’nin normal altgruplari ve
ayrica K < H olsun. O zaman H/K < G/K dir ve

G/K

H/E ~G/H.

Ispat: Her h € H,k € K icin hkh™! € K dir, ¢iinkii h € G ve K < G dir. O halde K <t H duir. Simdi
v :G/K — G/H, her Kg € G/K i¢in ¥(Kg) = Hg

seklinde tanimlayalim.

v iyi tammhidir: Ka = Kb==ab"! € K => ab~! € H = Ha = Hb = ¢)(Ka) = ¢(Kb).

¥ homorfizmadir: Y(KaKb) = ¢(Kab) = Hab = HaHb = ¢(Ka)(KD).

1 6rtendir: Verilen her Y = Ha € G/H i¢in X = Ka € G/K segilirse ¢(X) = ¢(Ka) = Ha =Y olur.

Cek(y)) = H/K: G/H grubunun birim eleman1 H dir. O halde

Cek(y) = { Kz € G/K : (Kz) = Hx = H)}
={KreG/K:z€H}
— H/K

bulunur. Bir homomorfizmanin ¢ekirdegi her zaman normal altgrup oldugundan H/K < G/K elde
edilir. Ayrica, Birinci Izomorfizma Teoreminden

G/K

(G/K)/ Cek(v) 2 G/H yani H/K

~G/H. O

Simdi, bir sonraki teoremde bazi maddeleri kullanilacak olan ve altgruplarin goriintii ve ters goriintiileri

ile ilgili sonuclar1 6zetleyen bir lemmay1 veriyoruz.

Lemma 5.8 f: G — H bir homomorfizma, A < G ve B < H olsun.

(a) f(A) < H Ispat: Boliim 4, Ahstirma 6
(b) f7H(B) <G
(c) fortenve A< Gise f(A) < H

(d) B<Hise f71(B)<G

Ispat: Boliim 4, Alstirma 8
Ispat: Béliim 4, Algtirma 6

e T T S

)
)
)
)

Ispat: Béliim 4, Alstirma 8
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Teorem 5.9 (Esleme Teoremi) f: G — H orten bir grup homomorfizmasi olsun. O zaman G nin
Cek(f) yi iceren altgruplar: ile H nin altgruplari arasindaki A — f(A) eslemesi birebir ve érten bir

eglemedir. Ayrica, bu egleme normal altgruplari normal altgruplara egler.

Ispat: A < G ve Cek(f) < A olsun. Bu durumda B = f(A) < H dir (Lemma 5.8.a). Bu eslemenin
birebir oldugunu gosterelim. Cekirdegi iceren bagka bir Ay < G i¢in f(A;1) = B olsun. A = A; oldugunu
gosterelim.
re A= f(zr)€B
= Jy € A1, f(y) = f(z) (Clinkil f(A1) = B)
— zy ' € Cek(f) = zy ' € A

1

= Juec A,zy =u=—=x=uy € A

olup A C A; oldugu goriiliir. Benzer gekilde A7 C A oldugu ispatlanir. O halde bu egleme 1-1 dir.
Simdi de bu eglemenin érten oldugunu gérelim. B < H verilsin. f~1(B) < G dir (Lemma 5.8.b).
Cek(f) C f~1(B) oldugu kolaylikla goriiliir, ciinkii:

k€ Cek(f) = f(k)=e, € B=kc f1(B).

O halde verilen her B < H altgrubu icin A = f~1(B) secersek, A kiimesi, cekirdegi iceren bir altgrup
olur ve f(A) = f(f~1(B)) = B olur. (Ciinkii f 6rten oldugundan bir altkiimenin ters goriintiisiiniin

goriintiisii kendisidir.)

f H
—_—
A orten hom.

Buradan, bu eglemenin tersi olan B — f~1(B) eglemesinin de 1-1 ve érten oldugunu sdyleriz.

Simdi, A <« G = f(A) < H oldugundan (Lemma 5.8.c) ve B <t H = f~1(B) < G oldugundan

(Lemma 5.8.d) bu eglemenin normal altgruplari normal altgruplara egledigi séylenebilir. g

Ornek 5.10 G = (Z,+),H = (Z¢,®) ve f : G — H, her = € Z i¢in f(x) = T seklinde tanimlansin.
f’nin 6rten bir homomorfizma oldugu kolaylhkla gosterilebilir. Cek(f) = 6Z olup,

G'nin Cek(f)’yi igeren altgruplarr  : A = 6Z, Ay =27, A3 =37, Ay =17.
Zg'nin biitiin altgruplar: . Bi1={0}, By={0,2,4}, B3={0,3} By=7Z.

Biittin altgruplar normal olup i = 1,2,3,4 i¢in B; = f(A;) eslemesinin 1-1 ve 6rten oldugu goriliir.
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Teorem 5.11 (4. Izomorfizma Teoremi) G bir grup ve N < G olsun. O zaman G’nin N'yi igeren
altgruplarimin kiimesi ile G/N’nin altgruplarinin kiimesi arasinda A — A/N eglemesi 1-1 ve 6rtendir.

Bu egleme altinda G’nin normal altgruplart G/N’nin normal altgruplari ile eglenir.

Ispat: v : G — G /N,¥(x) = Nz geklinde tanmimlanan kanonik homomorfizmay1 diigiinelim. Bu

fonksiyonun; cekirdegi N olan érten bir homomorfizma oldugunu biliyoruz (Ornek 4.7).
Y(A)={Y(a):ac A} ={Na:ac A} =A/N
olup; Esgleme Teoreminde H = G/N ve f = 1) alirsak sonug ortaya ¢ikar. g

Teorem 5.12 f: G — H orten homomorfizma olsun. T < H ve S = {z € G | f(x) € T'} olsun. O
zaman G/S = H/T ve G/S = (G/Cek(f))/(S/ Cek(f)).
ispat:

orten f

N N

n
H/T Th=T f(g)

G f(9)

T < H oldugundan H — H/T bir n kanonik (dogal) homorfizmas: vardir 6yle ki n(h) = Th dir. Simdi
¥ : G — H/T doniistimint ¥ (g) = T'f(g) seklinde tanmimlayalim. Iddia: ¢ érten homomorfizmadir.

1 ortendir:
Th € H/T verilsin. f orten oldugundan 3¢’ € G i¢in f(¢') = h dir. ¥(¢") = Tf(g') = Th olup ¢

ortendir.

1 homomorfizmadir: Her ¢1, g2 € G icin,

P(9192) =T f(g192

Tf(g2) (T' < H oldugundan )

olup v bir homomorfizmadir. Birinci Izomorfizma Teoremi’nden G/ Cek(y)) = H/T dir.

Cek(y) = S dir. H/T nin birim elemam 7" oldugundan:

Cek()={zeG:Y(x)=T}={2eG: Tflx)=T}={zeG: f(x) eT}=S5

olup S = Cek()) elde edilir.
Sonug: G/S = H/T

61



Boliim 5. Izomorfizma Teoremleri Hiiseyin Bilgig

Simdi S <1 G ve Cek(f) < G dir. Ayrica Cek(f) < S oldugundan, Ugiincii Izomorfizma Teoreminden

G/S = (G/Qek(f))/(S/ Gek(f))
elde edilir. g
Ornek 5.13 G bir grup ve I(G), G nin i¢ otomorfizmalar grubu olsun. I(G) <1 Oto(G) ve G/Z(G) =2

I(G) dir. (Z(G) : G nin merkezi.)
Coziim: I(G) = {t, | a € Gty : G — G, to(z) = ava™"' } kiimesi oldugunu hatirlayalm.

1(G) < Oto(G) dir:

ta,ty € I(G) alahim. ¢, otomorfizmasinin tersi ¢;,-1 dir. Ciinki:

ty(ty-1(x)) = b0 tab)b ! =z ve tp-1(ty(z)) = b (bxb™1)b = .
Simdi:
[ta(tb)il] () = ta [(tb)il(xﬂ = tq [tp-1(2)]
= aty-1(x)at = a(b tzb)a™?
= (ab Hz(ba™) = cac™? (c =ab~ ' dersek)
= te(x)
= t,(tp) " € I(G) olup, Teorem 2.8’den, I(G) < Oto(G) dir.

I(G) < Oto(G) dir
Her f € Oto(G) ve t, € I(G) icin ft,f~! € I(G) dir. Ciinkii

(ftaf ™D (@) = f(ta(f 7 (2)))
= fla- [~ (x)-a™)
= fla)- fF(f () fla™})
= f(a)-z- f(a)™! (CGlinkii f hom., 1-1 ve 6rten)

G/Z(G) = 1(G) dir: f: G — I(G), f(g) =ty olarak tanimlayalim. iddia: f 6rten homomorfizmadir.

f ortendir: ty, € I(G) verilsin. f(g) = t4 olup f 6rtendir.

f homomorfizmadair:

tan(w) = abzb la™! = to(bab ) = to(ty(2)) = [tats)(x)

olup tqp = tatp dir. Yani f(ab) = tap = toty = f(a)f(b) olur ve f bir homomorfizmadir. O halde Birinci
[zomorfizma Teoreminden dolay1 G/ Cek(f) = I(G) dir.
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Cek(f) = Z(G) dir. I(G)’nin birim elemani, G'nin birim déniigiimi olan I birim fonksiyonudur.

Cek(f) ={a€G: fla) =ta=Ic}
={a€G:VreGt,r)=1Ig(x)}
:{aeG:VwEG,axa_lzm}
={a€G:Vr€G,ar=za}
=Z(Q)

Sonug: G/Z(G) =2 I1(G).

Odev: ¢ : G/Z(G) — I(G),%(Z(G) - g) = t, doniisiimiiniin iyi tammh oldugunu ve izomor-
fizma oldugunu gosterip yukardaki 6rnegi diger bir yolla (Birinci Izomorfizma Teoremini kullanmadan)

¢Oziniz.

ALISTIRMALAR

1. ¢ : Zy1o —> Zs orten homomorfizmas: ¢(1) = 2 seklinde veriliyor. a) K = Cek(¢) alt grubunu
bulunuz. b) Z12/K grubunu bulunuz. ¢) ¢ : Z12/K — Z3 bir izomorfizma bulunuz.

2. G =Zy4 olsun. H = <1> < Zogy ve N = <6> < Zay olarak verilsin. Bu durumda (a) H & N < Zoy,
(b) Na(H&N), (¢c) H/(HNN) = (H & N)/N oldugunu gosteriniz.

3. G = Zys olsun. H = (4) ve K = (8) altgruplan verilsin. G/H,G/K ve H/K faktér gruplarm
yazin. (G/K)/(H/K) faktor grubunu yazip G/H’a izomorfik oldugunu gosterin.

4. G = Zy9,H = Zy olsun. f : G — H, f(1) = 1 olacak sekilde érten bir homomorfizma verilsin.
T=(2)<Zyve S={x: f(z) €T} olsun. G/S = H/T oldugunu gosteriniz.

5. Abelyen olmayan bir grubun en az iki tane i¢ otomorfizmasinin oldugunu ispatlayin.

6. ¢ : Z1s — Zyg, (1) = 10 seklinde bir homomorfizma, veriliyor. Cek(¢) yi bulup Birinci Izomorfizma

Teoremini uygulayin.
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ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. ¢(1) = 2 esitligi verildiginden, diger elemanlarin gériintiileri ¢(a ® b) = ¢(a) ® H(b)

kuraliyla géyle bulunur:

00 60
12 T—2

) 21 8—1
v 3+—0 9+——0
4+—2 10— 2
5—1 111

b) K@1={1,4,7,10} ,K®2={2,538,11} ve K ®0 = K farkl sag kosetlerdir. Yani

Zi2/K ={K,K®T,K®2}.

%
N\ A
Zra/ K

YK ®0) = ¢(0) =0,9(Kd1) = ¢(1) = 2,9(K ®2) = ¢(2) = 1 geklinde tamimlayalim. Birinci
Izomorfizma Teoreminden, ¢ iyi tammlanmig 1-1 ve érten bir homomorfizmadir.

COzZUM 2. a) H = (4) = {0,4,8,12,16,20 } ve N = (6) = {0,6,12, 18 } bulunur.
HeN={h®n|heHneN}=1{0,6,12,18,4,10,16,22,8,14,20,2
elde edilir. Bu kiime kapali oldugundan (H & N) < Zgy dir.

Co6ziim: b) N C (H & N) oldugu aciktir. Her ikisi de grup oldugundan N < (H & N) dir ve H & N
abelyen oldugundan N < (H @ N) elde edilir.

Coziim: ¢) (H®N)/N={N@®&m|me H&N}={N,N®4 N &8} bslim grubudur. Simdi
f:H— (H®N)/N, f(hy=Naoh

seklinde tanimlayalim. f 6rten bir homomorfizmadir. (Tkinci Izomorfizma Teoreminden). £(0) = f(12) =
N, f(4) = f(16) = N @4, f(8) = f(20) = N @8 dir. Cek(f) ={h € H| f(h) =N} ={0,12} olur.
Yani Cek(f) = H N N elde edilir. Birinci Izomorfizma Teoreminden:

H/Cek(f) = (H & N)/N yani H/(HNN) = (H & N)/N.
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¢cOzOM 3. G={0,1,2,...,23} ,H = {0,4,8,12,16,20 } , K = { 0,8, 16 } bulunur. Istenen faktor
gruplari:
G/H={H®0,H®1,H®2,H®3}
G/K={Ko0, Kol K®2,K®3,K®4,K®5 Kd6,KoT}
H/IK={K®0,K®4}.
Simdi H/K < G/K oldugundan
(G/K)/(H/K)={(H/K)® X : X € G/K }
={(H/K)® (K®0), H/K)® (Ka1), H/K)® (K®2),(H/K)® (K®3)}.
Simdi ¢ : G/K — G/H, her K ® g € G/K i¢in (K & g) = H & g seklinde tanimlayalim. Simdi

fonksiyonunu bulalim.

Ko0— H®0 K®odr— H®4=H®0

) Kel—Hal Kob— Hab=Haol
v K®2— Ho?2 Kob— Ha6=Ho?2
K®3+— H®3 KeoT— HOT=H®3

Uciincii Izomorfizma Teoremine gére 1 iyi tamumhidir ve érten bir homomorfizmadir. O halde Birinci

[zomorfizma Teoreminden (G/K)/ Cek() = G/H dir. G/H nin birim eleman1 H = H &0 oldugundan
Cek() ={X e€G/K:(X)=H®0} ={Ka®0,K®4}=H/K
olup (G/K)/(H/K) = G/H elde edilir.

cOzZUM 4.
T={0,2}olup H/T={T®0,T®1} dir. : G — H/T = Z4/ (2) doniigiimiinii

Y(g) =T f(9)

seklinde tanimlayalim. Once f yi bulalim:

Simdi ¥ yi bulahm.

0—Ta0 — T o0 —T®0
) I—=Tol 5—T® I9—Taol
v 2+— T o0 — T ®0 10— Ta®0
3— T o1 T—Tol 1M—Tol

bulunur. 65
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Y

N\

G/S

G H/T

Birinci {zomorfizma Teoremi'nden G/S = H/T = Z4/ (2) elde edilir.

COZUM 5. G abelyen olmayan bir grup olsun. O zaman G # Z(G) olup G/Z(G) en az iki elemanh
bir gruptur. G/Z(G) = I(G) oldugundan I(G) i¢ otomorfizmalar grubu da en az iki elemalidir. O halde

G nin en az iki tane i¢ otomorfizmas: vardir.

COZUM 6. ¢ homomorfizmasinin agagidaki gibi esleme yaptigi goriiliir:

~

0—0 6—6 12— 12

1+~ 10 7+— 16 1314

) 22 8+—8 14+— 14
v 33— 12 9+—0 15+——6
4+—4 10— 10 16 — 16
514 112 17— 8

Ve

Burada ¢ orten olmadigindan Zg/ Cek(¢) = ¢(Z1g) oldugu gosterilecektir.
K =Cek(¢) ={z€Zig:¢(x) =0} ={0,9}
bulunur. Ayrica béliim grubu
Zis/K={K®0,K®1,K®2,K®3,K®4,K®5K®6,K®T7,K®8}

olarak bulunur. r : Z1g/K — ¢(Z;g) fonksiyonu r(K ©z) = ¢(x) seklinde tanimlanir. r fonksiyonunun

agagidaki gibi egleme yaptig goriiliir:

Ka&0—0 Ke3— 12 K&6—6
r:< Kol— 10 K®d— 4 Kp7—16
K®2+—2 K@ab— 14 K®8+—38

Tablodan, r nin 1-1 ve 6rten oldugu goriilmektedir. Birinci Izomorfizma Teoreminden dolay1 r bir
izomorfizma olup Z13/K = ¢(Z1g) dir.
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Permiitasyon Gruplari

Tanim 6.1 M # () bir kiime olsun. P(M) ile M nin tiim permitasyonlarimn (M den M ye 1-1 ve

orten fonksiyonlarin) kiimesini gosterelim. P(M) bilegke iglemi ile bir gruptur. Ciinkii:

i) f,g € P(M) ise fog € P(M) dir; ¢inkii 1-1 ve orten iki fonksiyonun bilegkesi 1-1 ve ortendir.

ii) Fonksiyonlardaki bilegke igleminin birlesme 6zelligi vardir.

iii) Iy : M — M birim déniigtimii 1-1 ve 6rten olup bilegke igleminin birim elemamdur.

iv) f € P(M) ise, 1-1 ve 6rten bir fonksiyonunu tersi de 1-1 ve 6rten oldugundan f~! € P(M) dir.
Eger |M| = n sonlu ise P(M) = S, ile gosterilir ve S,, grubuna n-inci dereceden simetrik grup denir.
Sy in bir alt grubuna da bir permiitasyon grubu denir. |S,| = n! oldugu aciktir.

M ={aj,aq9,...,a,} diyelim. f € S, elemanim 2 satirh ve n siitunlu bir matris halinde agagidaki gibi
Fe ( ay as ... an )
flar) flaz) ... f(an)

ay ag ... (0799
ay az ... Qp

pemiitasyonu I; birim permiitasyonudur.

gosterecegiz:

O zaman, mesela,

Permiitasyon gruplar gruplar teorisinin énemli konularindandir, ¢link{i her G sonlu grubunun aslinda
bir permiitasyon grubuna izomorfik oldugu 1878’de Arthur Cayley (1821-1895) tarafindan gosteril-

migtir.
Teorem 6.2 (Cayley) Her G grubu P(G) permiitasyonlar grubunun bir altgrubuna izomorfiktir. Ozel
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olarak; n elemanl bir grup .S, in bir altgrubuna izomorfiktir.

Ispat: Her a € G icin hy : G — G doniisiimiinii h, () = ax seklinde tanimlayalim. (Yani hy déniisiimii
“soldan a ile ¢arpmak” déniigiimiidiir.) h, déniigiimii G' nin bir permiitasyonudur, ¢iinkii:
ha(x) = he(y) = ax = ay = x = y = h, birebirdir.
y € G =z =a ly secilirse hy(z) = a(a'y) = y = h, ortendir.
Simdi f : G — P(G) doniigiimiini her a € G i¢in f(a) = h, seklinde tamimlayalim. f nin 1-1
homomorfizma oldugunu gosterecegiz. f birebirdir, ¢linki a,b € G i¢in
fla) = f(b) = ha = o
= Vz € G, ho(z) = hp(x)
=V € G,ar = bx
= a=".
f bir homomorfizmadir, ¢iinkii a,b € G ise her x € G icin
[f(ab))(z) = hap(z) = (ab)z
= a(bz) = he(bx)
= ha(hy()) = (hah)(x)
= [f(a) f(b)](x)

olup f(ab) = f(a)f(b) dir. Sonug olarak f : G — P(G) birebir homomorfizmadir. f : G — f(G)
izomorfizma ve f(G) < P(G) oldugundan G = f(G) olur. Yani G grubu P(G) nin bir alt grubuna

izomorfiktir. O

Ornek 6.3 G = {1,—1,i,—i} carpma iglemi ile bir gruptur. Buna gore

1 -1 i —i 1 -1 i —i
hi = by = o
1 -1 7 — -1 1 —i =1
1 -1 ¢ =i 1 -1 4 =i
hi=1{ ey =1
1 — —1 1 - 1 1 -1
permiitasyonlarini yazalim. Bunlar P(G) nin 4! = 24 permiitasyonundan 4 tanesidir. Bu permiitas-

yonlar P(G) nin bir alt grubunu olugtururlar, ¢iinkt ¢arpim (bilegke) tablosu kapalidir:
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Bu grup tablosunda h sembollerini sildigimizde aslinda G nin grup tablosunu elde ederiz. Bagka bir

deyigle f : G — f(G), f(a) = hy doniigimii bir izomorfizmadir.

Permiitasyonlarin Devirsel Gosterimi

Bu kisimda permiitasyonlar: daha kisa bir gekilde géstermenin bir geklini gérecegiz. Bilindigi gibi S,,, n
elemanl bir M kiimesinin biitiin permiitasyonlarimin grubudur. Burada, aslinda M nin elemanlarinin

ne oldugu degil de eleman sayis1 6nemli oldugundan genelde M = {1,2,...,n} alimr.

a € Sy, olsun. Eger a permiitasyonu

ay az ... ap—1 an
o =
as az ... Qg al
seklinde ise a ya uzunlugu n olan bir devir (veya kisaca n—li devir) denir ve o = (aq,aq,...,a,)

seklinde gosterilir. Dikkat edilecek olursa a permiitasyonu yazilirken a; den baglanmak zorunda degildir;

a2 asz ... Gp-1 0Aan Qi
o =
a3 G4 ... Qnp Q] a2

olup a = (ag,as,...,an,a1) seklinde de yazilabilir. O halde, n—1li bir devirin n farkh yaziligi vardir.

mesela

Mesela agagidaki o € S5 permiitasyonu 5 degigik sekilde yazilabilir:

123 4 5
a:<3 4 1):(1,3,4,2,5):(3,4,2,5,1):(4,2,5,1,3):(2,5,173,4):(5,1,3,4,2).

Genelde bir f € S, permiitasyonu bir n—li devir degildir. Bu durumda f birden fazla “devir” den

olugmaktadir. O halde “devir” taniminin verilmesi gerekmektedir:

Tanim 6.4 f € S, olsun ve M ={1,2,...,n} alahm. Herhangi bir a« € M alalim. M sonlu oldugun-

dan f™(a) = a sartin1 saglayan bir en kii¢iik m € Z* vardir. Bu durumda

(a, f(a), f*(a),.... f" " (a))

sirali kiimesine f nin bir devr: denir. Bu devir yazilirken a dan baglanmasi gerekmez. f permiitasyonu
bu gekilde bir veya daha fazla ayrik devirlerden olugsmaktadir. Bu ayrik devirler yanyana yazilarak elde

edilen gdsterime f'nin dewvirsel gosterims denir.

Ornek 6.5 Asagidaki Sg un elemani olan o permiitasyonunu ele alalim.

123 456 789
o =
8 549 2176 3
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Simdi o permiitasyonunda 4 farkli devir vardir:

1,8,6) devri elde edilir
2,5) devri elde edilir

a =1 almirsa m = 3 bulunur ve (
(

a =3 almirsa  m = 3 bulunur ve (3,4,9) devri elde edilir
(

a = 2 alimirsa  m = 2 bulunur ve

a =T almrsa m = 1 bulunur ve (7) devri elde edilir

Eger a = 4 alinsayd1 (4,9, 3) devri bulunurdu; ki bu da (3,4,9) devrine esittir. O halde ¢ nin devirsel
gosterimi goyledir:
o=(1,8,6)(2,5)(3,4,9)(7).

Bu gosterim tek tiirlii degildir. Devirler yazilirken siralar degigebilir. Ayrica, mesela, (1,8,6) devri
(8,6,1) veya (6,1,8) seklinde 3 tiirlii yazilabilir. Bu durumda o toplamda, (3 -2 - 3) - 4! = 432 farkh

sekilde yazilabilir. Bunlardan bazilar::
o=(5,2)(8,6,1)(7)(4,9,3) = (7)(6,1,8)(9,3,4)(2,5) = (3,4,9)(2,5)(7)(8,6,1) = ...

Not 6.6 Bir permiitasyonu devirsel gosterimde yazarken, uzunlugu 1 olan devirler yazilmayabilir;
ancak bu durumda bu permiitasyonun hangi simetrik grubun elemani oldugunun belirtilmemesi (veya
bilinmemesi) karigikliga yol agabilir. Mesela (1,2, 3) permiitasyonu agagidaki 3 farkli permitasyona egit

olabilir.

(1,2,3) 1 2 3 (1,2,3) 1 2 3 4 (1,2,3) 1 2 3 45
,2,3) = veya (1,2,3) = veya (1,2,3) = .
2 31 Y 2 31 4 Y 23145

Sy deki birim eleman sadece 1-li devirlerden olugtugu icin bu 1-li devirlerin higbirinin yazilmamas:
olmaz. Bu yiizden birim elemani géstermek igin (1) € S, semboliinii kullanacagiz. Aslinda her k €
{1,2,...,n} i¢in (k) birim elemamn ifade eder. Ayrica devirsel gosterimde, eger bir karigikhga yol

acmayacaksa, semboller arasinda virgiil kullanilmayabilir.

> ay a2 az ... Gan .. e e e
Ornek 6.7 f = permiitasyonu sadece a; ve as elemanlarini degistirip diger-

az ai az ... Qanp
lerini sabit birakir. Bu durumda f = (a1, ag) yazilir.

a b c d e f

Ornek 6.8 o = < ) = (ab)(ef)

a c d [ e
_fa b c d e [\
B—(b S d)—(ab)(def)
1 2 3 45 6
T (6 4 2 3 5 1) = (16)(243)
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Not 6.9 Permiitasyonlarin ¢arpimi soldan saga dogru yapimaktadir. Ornegin, (1 2) ile (1 3) permii-
tasyonun ¢arpim (1 2 3) diir:

12 3\ (12 3 1 2 3
(MNO$:@:19-@2]>=QZSJZO2$

Baz yazarlar fonksiyonlardaki bilegke alma iglemindeki siray1 takip edip bu ¢arpimi sagdan sola dogru
yapmaktadir. Yani (1 2),(1 3) = (1 3 2) gseklinde. Buna gore f ve g iki permiitasyon ise bir x elemaninin
f ile g nin garpimindaki (bileskesindeki) degeri (fg)(i) = g(f (7)) seklinde hesaplanir. Bir  elemanimin
bir f fonksiyonundaki degerini f(x) yerine xf geklinde gosterenler i¢in permiitasyonlar: soldan saga

dogru carpmak daha kolaydir: z(fg) = (xf)g.

Ornek 6.10

(12)-(1453)=(12453)
(2634)-(125)=(126345)

)= (

)= (
(12)-(25)-61)=1)(25)3)4) = (25)
(16)-(2453)-(1249)=(1629)(345)(7)(8)=(1629)(345)

)= ( (

(12345)-(54321)=(1)2)3)4)(5) =

1)

Lemma 6.11

a) f=(a1,0a9,...,a;,) = f1=(ar,ar_1,...,a2,a1)
b) Ayrik devirlerin ¢arpimi degismelidir. Yani { a1, a9, ...,a, } ve {b1,ba, ..., bs } kiimeleri ayrik ise

(al,ag, .. .,ar)(bl,bz, .. .,bs) = (bl,bg, .. .,bs)(al,ag, .. .,ar).

c¢) Bir n-1i devirin derecesi n dir.
d) Bir m-1i devir ile n-1i ayrik devirin ¢arpiminin derecesi OKEK(m, n) dir.
Teorem 6.12 Her permiitasyon devirlerinin carpimina egittir.

Ispat: Bir f € S,, permiitasyonunun bir deviri (a, f(a), f?(a),..., fm_l(a)) seklindedir. Devirler ayrik
olduklarindan carpimlarinin a {izerindeki etkisi ile f nin a tizerindeki etkisi aynidir. O halde f kendi

devirlerinin carpimina egittir. O

Teorem 6.13 n > 2 ise her f € S,, permiitasyonu 2-li devirlerin (uzunlugu 2 olan devirlerin) bir

carpimi olarak yazilabilir.
Ispat: f nin bir deviri (a, f(a), f?(a),... ,fmfl(a)) seklindedir. Bu deviri
(a, f(a)) - (a, f2(@)) .. (a, f" ()
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gekline 2-1i devirlerin carpimi olarak yazabiliriz. f nin biitiin devirlerini bu gekilde yazabilecegimizden
iddia aciktir. O

Ornek 6.14 o = (15436)(798) € Sy elemanina bakalim.

= (15)(14)(13)(16)(79)(78)

seklinde 2-1i devirlerin garpimi olarak yazilabilir. n > 2 ise S,, deki birim eleman (1) = (12)(12) seklinde

yazilabilir.

Tek ve Cift Permiitasyonlar

Tanim 6.15 Bir 2-1i devire bir transpozisyon denir. Bir permiitasyon ikili devirlerin ¢arpimi olarak

birden fazla gekilde yazilabilir. Mesela;

(12345) = (12)(13)(14)(15) = (41)(32)(14)(51)(52)(54).

Ancak bu yaziligtaki transpozisyonlarin sayisi ya hep cifttir ya da hep tektir. Cift sayida transpo-
zisyonun carpimi olarak vazilabilen permiitasyona ¢ift permiitasyon denir. Aksi halde tek permdii-

tasyon denir. Ayrica agagidaki kurallar gecerlidir.

TEK x TEK = CIFT| | TEK x GIFT= TEK| | CIFT x GIFT = CIFT

Tanmim 6.16 S, de cift permiitasyonlarin kiimesini A, ile gosterelim. Iki cift permiitasyonun carpim
¢ift oldugundan A,, sonlu ve kapali bir alt kiimedir. O halde Teorem 2.8 den A,, bir gruptur. Bu gruba

n—inci dereceden alterne grup denir.

Ornek 6.17 Alterne gruplarn ilk 4 tanesi:

—
—~

—
N—
—

123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23) } .

n!
Teorem 6.18 A,, < S, dir ve n > 2 i¢in |4,| = —' dir.

Ispat: A; trivial grup olup A; <t S1 oldugu aciktir. n > 2 olsun. {1,—1} kiimesi ¢arpma iglemi ile bir
gruptur. Simdi ¢ : S,, — {1, —1} doniigiimiini

1, o gift ise;
|

1, o tek ise.
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geklinde tanimlayalim. o, 8 € 5, alalim. Toplam 4 durum vardir:

a, B tek = ¢(af) = +1 = (=1) - (=1) = ¢(a)p(B)
a, B Gift = ¢(af) = +1 = (+1) - (+1) = ¢(a)p(5)
a tek, B cift = d(af) = =1 = (=1) - (+1) = ¢(a)p(5)
agift, § tek = d(af) = =1 = (+1) - (=1) = ¢(a)p()

Yani ¢ bir homomorfizmadir. n > 2 oldugundan S,,’de hem c¢ift hem de tek permiitasyonlar vardir.
(Ornegin, (1,2) tek; (1) cifttir.) O halde ¢ oértendir. Cek(¢) = A, olup bir grup homomorfizmasmin
cekirdegi her zaman normal altgrup oldugundan A, <1S,, dir (Teorem 4.10). Ayrica, Birinci Izomorfizma
Teoreminden S, /A, = {1,—1} dir. Lagrange Teoremi'nden |A,| = n!/2 elde edilir. O

Lemma 6.19 o € S,, ayrik devirlerin ¢arpimu seklinde yazilsim. 5~ o3 permiitasyonu o ile ayni sekle

sahiptir ve o’daki sembollerin yerine onlarin g’daki gériintiilerinin yazilmasi ile elde edilir.

ispat: (Ispat boyunca fonksiyonlarm saga, elemanlarin sola yazildigi gésterim tarzini kullanacagiz.
Yani o(i) yerine io yazacagiz.) o nin i semboliinii j ye tagidigini, yani ic = j oldugunu farzedelim.

Bt B permiitasyonunun i3 semboliinii j3 ya tagidigini gostermemiz yeterlidir.
iB(6~0B) = i(of) = (i0)B = jB

olup ispat tamamlanir. O
Ornek 6.20 o = (1,5,6)(2,3) ve 8 = (1,4,3) ise '8 = (4,5,6)(2,1) bulunur.

Teorem 6.21 o, € S, ayrik devirlerin ¢carpim geklinde yazilmig iki permiitasyon olsun. « ile 5 nin

eslenik olmasi icin gerek ve yeter sart bu iki permiitasyonun ayni devir yapisina sahip olmalaridir.

Ispat: (=) «a ile B eslenik olsun. O halde 7~ 'ar = B olacak sekilde 7 € S,, vardir. Bir onceki

1

Lemmaya gore 77 a1 permiitasyonu « daki ¢ semboliiniin yerine ¢7 yazilmasiyla elde edilir. O halde

« ile B ayni devir yapisina sahiptir.

(«<=) Simdi de « ile 8 ayni devir yapisina sahip olsun. o’y1 f’'nin iizerine, ayn1 uzunluktaki devirler
(uzunlugu 1 olanlar dahil) alt alta gelecek sekilde yazalim. Yukaridaki sembolleri agagidaki sembollere
esleyen permiitasyona 7 dersek, 77 'ar = 3 oldugu aciktir. O halde « ile 3 egleniktir. g
Ornek 6.22 Sgde a = (1,3,4)(2,6)(5,7) ile B = (1,8)(2,5,7)(3,4) permiitasyonlar egleniktir. Ciinkii

a = (1,3,4)(2,6)(5,7)(8)

N

B =(2,5,7)(3,4)(1,8)(6)

yazilirsa 7 = (1,2,3,5)(4,7,8,6) secilirse 77 'ar = 3 olur. Bunu saglayan daha fazla 7 bulmak icin
B'nin yazilisi degigtirilebilir, mesela 5 = (5,7,2)(1,8)(4, 3)(6) yazilabilir.

73



Bo6lim 6. Permiitasyon Gruplari Hiiseyin Bilgig

6.1 n>5 igin A,, Basit Gruptur

Ay ve As trivial grup olduklarindan basit degildir. Asiin mertebesi 3 asal oldugundan As basittir. Ay

grubu basit degildir, ¢iinkii 4 elemanli bir normal altgrubu vardir:

V={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}<As.

Bu kisimda n > 5 i¢in A,, grubunun basit oldugunu ispatlayacagiz. Yani, eger H < A, ve H # { (1) }

ise H = A,, oldugunu gosterecegiz. Bu amagla 3 tane Lemma veriyoruz.

Lemma 6.23 n > 5 icin A,’in her eleman1 3-1ii devirlerin bir ¢arpimidir.

ispat: Ay, in her eleman: (yani her ¢ift permiitasyon) ¢ift sayida transpozisyonun ¢arpimidir. O halde

iki transpozisyonun carpiminin, 3-1ii devirlerin bir ¢arpimi geklinde yazildigini géstermek yeterlidir.

Simdi (a1, az) (b1, be) carpimin diigiinelim. Bu dért sayinin birbirinden farkli oldugunu kabul edebiliriz,

giinkii dyle olmasaydi, agagida iki durum halinde agiklandigi gibi, bu carpim ya birim elemana ya da

bir 3-lii devire esit olurdu. (n > 3 ise, birim eleman 3-1ii devirlerin bir ¢arpimi olarak yazilabilir.)
Durum 1: a; = by, ag # by ise: (a1,a2)(b1,b2) = (a1, a2)(a1,b2) = (a1, az,be)

Durum 2: a) = bl,az = bg ise: ((ll,(lQ)(bl,bQ) = (al,az)(al,ag) = (al)
Simdi, n > 5 oldugundan 1 < e < n olacak sekilde bu doért sayidan farkli bir e sayis1 vardir. Béylece;

(a1,a2)(b1,b2) = (e,a1,a2)(e, ar, b1)(e, ba, br)
olup iddia dogrudur. O

Lemma 6.24 H < A, olsun. Eger H bir 3-1lii devir iceriyorsa o zaman H = A,, dir.

Ispat: (a,b,c) € H olsun. z,y,z € {1,2,...,n} olsun ve z,y, z birbirinden farkh olsunlar. § € S,
elemani a’y1 z’e, b'yi y'ye ve c'yi z’ye egleyen bir eleman ise 71(a, b, c)0 = (x,y, z) dir. Eger 0 cift ise
H < A, oldugundan (z,y,z) € H dir. Eger 0 tek ise n > 5 oldugundan a, b, ¢ den farkli e, f sayilar
vardir. O zaman ¥ = (e, f)0 ¢ifttir.

U (a,b,¢0)0 = 07" (e, f)(a,b,¢)(e, f)O
=607 (a,b,¢)0

= (:r:,y, Z)

olup normallikten dolay1 (z,y, z) € H olur. x,y, z nin se¢imi keyfi oldugundan H, S,, deki biitiin 3-1i
devirleri icerir ve Lemma 6.23 den dolay1 H = A,, dir. ]
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Lemma 6.25 H < A, olsun. Eger H, iki ayrik transposizyonun ¢arpimini igeriyorsa H = A,, dir.

Ispat: a = (a1,a2)(as,a4) € H iki ayrik transpozisyonun carpimi olsun. n > 5 oldugundan bu dért
sayidan farkh e € {1,2,...,n} sayis1 vardir. 6 = (ay,az,e) olsun. § € A, olup normallikten dolay:
0~ 'af = (az,e)(as,aq) € H dir. Simdi,

a 107 ab) = (a1, az)(as, ay)(az, e)(as, aq)
= (a1, a2)(az,¢€)
= (a1,e,a2) € H

olup H bir 3-lii devir igerir. Lemma 6.24 den dolay1 H = A,, dir. O

Teorem 6.26 n > 5 i¢in A, basit gruptur.

Ispat: H << A, ve H # {(1)} olsun. O zaman (1) # o € H vardir. ay,ay. .. ay ayrk devirler olmak
iizere & = ajag - - - ay olsun. Ayrik devirler degigmeli oldugundan aq, as . .. oy larin uzunluklarina gore
biiyiikten kiiciige siralandigini; yani ¢ = 1,2,...,k — 1 igin “oy nin uzunlugu” > “a;41 in uzunlugu”
oldugunu varsayabiliriz.

Durum 1: a3 = (ay,a2,...,a,) ve m > 4 olsun.

o = (a1,az,a3) olsun. o € A,, oldugu ve o nin ag, as, ..., qy ile degismeli oldugu aciktir. 0~% € A, ve

H < A, oldugundan

B=a o ao)

= a;l ) ..al_l(ag,ag,al,a4, ey Q) L Ol
= oal_l(az, a3, A1, Ady - - -5 Q)

= (am, Gm—1,---,02,a1)(az,a3,a1,a4, ..., 0p)
= (a1, a2, a4)

olup 8 € H dir. Lemma 6.24 den sonug ortaya gikar.
Durum 2: m = 3 olsun ve ay de bir 3-lii devir olsun.

a1 = (a1,a9,a3) ve ag = (aq, as, ag) diyelim. o = (ag,as,as) € A, olsun. Simdi

1 -1

a Yo lao) = artay?t .. .a;l(al, as, aq)(ag, as,ap)azay ...
= 041_10(2_1(@1, as, as)(az, as, ag)
= (a1, a3, az)(a4, ag, as)(a1, a3, as)(az, as, ag)

= (a1, a4, a2,a3,a5) € H
olup Durum 1’den dolay: sonuc elde edilir.
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Durum 3: m = 3 ve ag,...,a larin hepsi transpozisyon olsun.
a1 = (a1,az,a3) olsun. a? = (a1, as,a3)? = (a1,as,as) € H olup sonuc Lemma 6.24 den ortaya cikar.
Durum 4: Biitiin «; ler transpozisyon olsun.

a1 = (a1,a2),as = (as,aq) olsun. o = (ag, as, as) diyelim. Simdi
(0 'ao)a™t = (a1,a3)(as, az)as ... apay .. ap

= (a1,a3)(as,a2)(a, az)(as, as)

= (a1,a4)(az,a3) € H

olup Lemma 6.25 den sonug ortaya cikar. O

ALISTIRMALAR

123456738 " o " o :
1. 0 = permiitasyonu verilsin. 8 y1 énce ayrik devirlerin sonra da 2-li

3 756 12 8 4
devirlerin bir carpimi geklinde yaziniz. 6 ¢ift midir, tek midir?

2. S3de A={((1,2)) ve B ={((1,3)) alt gruplar verilsin. AB ¢arpimi S iin bir alt grubu mudur?

3.5, = {f €S| f(n)=n} kiimesinin S, in bir altgrubu oldugunu ve S,_1’e izomorfik oldugunu

gosteriniz.

4. Bir G grubunun normal bir altgrubunun normal bir altgrubu G’de normal olmayabilir. Bir érnek

vererek gosterin. (ipucu: Ay grubunu ele alin.)
5. n > 3 igin 5, abelyen degildir. Gosterin.
6. H < 5, bir altgrup olsun. Ya H nin tiim elemanlan cifttir ya da yarisi tek yarisi ¢ifttir. Gosterin.

7. S5 de o = (1,2,3)(4,5) permiitasyonunun merkezleyenini bulunuz.

[0g]

. Ag’iin grup tablosunu yaziniz.

9. A, =5, ise n = 1 oldugunu gosterin.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. 6 = (1,3,5)(2,7,8,4,6) = (1,3)(1,5)(2,7)(2,8)(2,4)(2,6) olup 6 permiitasyonu 6 tane

transpozisyonun carpumnidir, yani cifttir.
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COZUM 2. A={(1),(1,2)},B = {(1),(1,3)} ve AB = {(1),(1,2),(1,3),(1,2,3) } olur. Buradan
(1,3)(1,2) = (1,3,2) ¢ AB olup AB bir alt grup degildir.

cOzZUM 3. S = {1,2,...,n—1,n} olsun. §n aslinda son elemani sabit birakan permiitasyonlarin
kiimesidir. f,g € §n olsun. Bu durumda ¢~! € §n oldugu agiktir. Simdi,

[fg ' (n) =g~ (f(n) =g (n) =n

olup fg=' € §n oldugu gorilir. Teorem 2.8’den §n < 5,. Simdi §n >~ S,—1 oldugunu gosterelim.
¥ Sp_1 —> S, déniisiimiinii her g € S,_1 icin ¥(g) = g - (n) seklinde tanumlayalim. Yani g ye (n)

permiitasyonu ilave edelim. v bir izomorfizmadir, ¢linki:
¢ 11 dir §(f) =4(g) = f-(n)=g-(n) = f =y
¥ homomorfizmadr: ¢(fg) = fg- (n) = f - (n) - g - (n) = ¥(£)¥(g)-

v ortendir: g € S, alahm. Bu durumda ¢’ = g - (n) seklinde olup burada g € S,y dir. O zaman
¥(g) = ¢’ oldugu agiktir.

COZUM 4. G = Ay alalim. V = {(1),(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) } < A4 oldugu agiktir, ¢iinkii
ayrik iki transpozisyonun carpimi seklindeki biitiin permiitasyonlar V' de olup her « € A4 ve her € V
icin o~ !B permiitasyonu 3 ile ayn1 sekle sahiptir; yani birim elemandir ya da ayrik iki transpozisyonun
carpimidir. O halde o~ 'Ba € V dir. Simdi U = { (1), (1 2)(3 4) } dersek U <1V olur, ¢iinkii bu altgrubun
indeksi 2 dir. Ancak U, A4’iin normal altgrubu degildir, ¢iinkii (1 2 3) € Ay i¢in

(123)71-(12)(34)-(123)=(23)(14) ¢ U

COZUM 5.n > 3ise a = (1,2) € S, ve 8 = (1,3) € S, alalim af = (1,2,3) fakat fo = (1,3,2)
olup S, abelyen degildir.

COZUM 6. H < S, olsun. H nin tiim elemanlar cift olmasin. o € H tek olsun. Ho = H olup H yi o
ile carpmak H deki biitiin ¢ift elemanlan tek; tek elemanlar da ¢ift yapar. O halde H deki elemanlarin
yarisi ¢ift yarisi tektir.

cOozUM 7. C, = {T €8st tar = a} kiimesidir. Bagka bir deyigle bu kiime « y1 a’ya eglenik
yapan permiitasyonlarin kiimesidir. Teorem 6.21’de izah edildigi gibi bu permiitasyonlar: bulmak igin

a nin altina « yazilip iistteki sembolleri alttakilere egleyen permiitasyonlar yazilir. O halde

Co=1{(1),(1,2,3),(1,3,2),(1,2,3)(4,5),(1,3,2)(4,5), (4,5) } .

COZUM 8. A3 = {(1),(123),(132) } grubunun tablosu agagidadur:
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(123)  (132)
(123)  (132)
(132) (1)

(1) (123)

COZUM 9. n > 1ise S, grubu 1 ile 2 yi yer degistirip diger biitiin elemanlar1 sabit birakan o = (1,2)

permiitasyonunu igerir. « tek permiitasyon oldugundan A, # S, dir. A; = S7 oldugundan A, =

S, =— n =1 dir.
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Halka ve Cisim

@

Tanim 7.1 R # () bir kiime olsun. R de adina “toplama” ve “carpma” denilen ve sirasiyla “+7 ve
sembolleri ile gosterilen iki iglem tammlanmig olsun. Eger agagidaki 3 sart saglaniyorsa (R, +,-) iki
islemli cebirsel yapisina bir halka denir.
1. (R, +) bir abelyen (degismeli) gruptur.
2. Her a,b,ce Rigina-(b-c) = (a-b)-cdir. (Yani (R,-) bir yarigruptur.)
3. Her a,b,c € R igin:
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Soldan dagilma ozelligi),
(a+b)-c=(a-c)+ (b-c) (Sagdan dagilma ozelligi).

Bunlara ek olarak;
4. Her a,b € Rigin a-b=>b-a ise (yani - iglemi degigmeli ise) R ye degigsimli halka denir.
5. Her a € Ricin a-e = e-a = a olacak gekilde bir e € R var ise e ye birtm eleman; R ye de

birtm elemanlt halka denir.

Not: Aksi belirtilmedikge ¢arpma igleminin toplama iglemine gére iglem ¢nceligi oldugu kabul edilecek-
tir. Bu yiizden 3. 6zellikte esitligin sagindaki parentezler kullanilmayabilir. Ayrica a-b yerine kisaca ab
yazilabilir. Halkadaki toplama igleminde (birinci islemde) toplamsal gdsterim tarzi; ¢arpma igleminde

(ikinci iglemde) garpimsal gosterim tarzi kullanilir.

Not: Bir R birim elemanl halkasinda birim eleman genelde 1 veya kisaca 1 ile gosterilir. Baz1 yazarlar

5. 0zelligi bir halkanin sahip olmasi gereken bir 6zellik olarak kabul ederler.

Ornek 7.2 (Z,+,-),(Q,+,-), (R, +,-), (C, +, ) sistemleri birer halkadir.

Ornek 7.3 S = {:U +yV2 | z,y € Z} kiimesi bilinen + ve - iglemleri ile bir halkadir.

Ornek 7.4 T = { u4vv2 4+ w4 | u,v,w e Q } kiimesi bilinen + ve - iglemleri ile bir halkadir.
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Ornek 7.5 (Z,,®,®) bir halkadir. Her @,b € Z,, icin @ ve @ islemleri s6yle tammlanmaktadr:

adb=a+b ve a®b=a-b

Ornek 7.6 T = {0, e} kiimesinde toplama ve ¢arpma soyle tanimlansin:

+‘0 e ‘ e
010 e 070 0
e |e 0 e| 0 e

Buna gore (T, +, ) bir halkadur.

Tanim 7.7 (R, +,-) halkasinda toplama iglemine gore olan birim elemana halkanin safirs denir ve O
veya kisaca 0 ile gosterilir. Bir a elemanminin + iglemine gore tersi —a ile gosterilir ve a + (—b) yerine

kisaca a — b yazilir.

Ornek 7.8 L = Z x Z x Z = {(a,b,c) | a,b,c € Z} kiimesinde toplama ve carpma iglemleri soyle

tanimlansin:
(a,b,¢) + (d,e, f) = (a+d,b+e,c+ f), (a,b,c)(d,e, ) = (ad,bd + ce, cf).
(L,+, ) cebirsel yapisimin bir halka oldugunu gosterelim.

i) (L,+) degismeli gruptur. Ciinkii kapalidir, birlegimlidir, birim eleman (0,0, 0) dir, (a, b, ¢) nin tersi
—(a,b,¢c) = (—a, —b, —c) dir ve degisme 6zelligi vardar.

ii)
(CL, bv C) [(dveafxgahvz)] (a )[(dg,€g+fh fl)]
= (adg,bdg + ceg + cfh,cfi)
= (ad,bd + ce,cf)(g, h,1)
= [(a,b,c)(d,e, f)](g,h,i) Dbulunur.
iii)

(a,b,c) [(dae>f) + (g,h,z)] = (CL, bv C) [(d—l—g,e + hvf +Z)]
= (ad + ag,bd + bg + ce + ch,cf + ci)
= (a,b,c)(d,e, f) + (a,b,c)(g,h,i) oldugu goriiliir.

Sagdan dagilma ozelligini 6dev olarak birakiyoruz. Sonug: (L, +, ) bir halkadir.
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iv) Birim elemani bulahm:

(CL, ba C)(l',y, Z) = (CL,b, C) = (ax,bx+cy,cz) = (Cl,b, C)
= axr=a,br+cy=b,cz=c

—zr=1,2z=1y=0

olur. Ayrica (1,0,1)(a,b,c) = (a,b,c) olup (1,0,1) birim elemandir. Yani (L, +,-) birim elemanli bir
halkadir.

v) (1,0,0)(0,1,0) = (0,0,0) fakat (0,1,0)(1,0,0) = (0,1,0) olup garpmanin degisme ozelligi yoktur.
(L, +,-) degismeli halka degildir.
Not: Bir halkada - igleminin + {izerine soldan dagilma 6zelligi varsa ve bu halka degigmeli ise - igleminin
+ iizerine sagdan dagilma ozelligi de vardir, ¢iinkii:

(a+b)-c=c-(a+b)=c-a+c-b=a-c+b-c
Teorem 7.9 Bir halkanin sifir1 tektir.

ispat: (Gruplar teorisindeki ispatin aymisidir.) 0 ve 0/, R nin iki farkli sifir1 olsun. 0 bir sifir oldugundan

0+ 0’ = 0’ olur. Ayrica, 0’ bir sifir oldugundan 0 + 0’ = 0 olur. Bu iki esitlikten 0 = 0/ elde edilir. [

Teorem 7.10 R bir halka ve a,b,c € R olsun.

.a+c=0b+cise a=>dir (Sagdan kisaltma).
. c+a=c+bise a=bdir (Soldan kisaltma).

. Toplamaya gore ters eleman tektir.

1
2
3
4. a + x = b denkleminin tek ¢dziimii z = b — a dir.
5. R nin birim elemam (varsa) tektir.

6

. @ nin ¢arpmaya gore tersi (varsa) tektir.
Ispat: Grup teorisindeki gibidir. O

Tamim 7.11 (R,+,-) bir halka olsun. Eger (R\ {0},-) bir abelyen grup ise (R,+,-) sistemine bir

cisitm denir.

Not: Bir R cisminde R\ {0} kiimesi bir grup olacagindan R = {0} halkasi bir cisim olamaz. O halde

“bir cisim en az 2 elemanhdir” diyebiliriz.

Ornek 7.12 (R,+,),(C,+,),(Q,+,-) birer cisimdir, fakat (Z,+,-) bir cisim degildir.
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Teorem 7.13 R bir halka olsun. Her a,b € R igin:

1. a0 =0a =
2. (—a)b=a(—b) = —(ab)
3. (—a)(=b)=ab

@)

Ispat 1. a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 olur, veya 0 4+ a0 = a0 + a0 yazabiliriz. Sagdan kisaltma kuralm
kullanirsak 0 = a0 elde edilir. Benzer sekilde Oa = 0 oldugu gosterilebilir.

ispat 2. (—a)b+ ab = (—a + a)b = 0b = 0 oldugundan —(ab) = (—a)b olur. Benzer sekilde a(—b) =
—(ab) gosterilebilir.

iIspat 3. Eger (—a)b = a(—b) esitliginde b yerine (—b) yazarsak, (—a)(—b) = a(—(=b)) = ab. O

Not 7.14 Birim elemanlh bir halkanin sifir1 ile birim elemani esit olabilir mi? Yani Or = 1 olabilir
mi? Cevap: Bu durum sadece R = {0} halkasinda goriiliir. (Bu halkaya trivial halka veya sifir
halkasy denir.) Bunu goyle ispatlayabiliriz: Bir R halkasinda O = 1 oldugunu kabul edelim. Her
acRign0=0-a=1-a=aolup R={0} oldugu goriilir.

Tanim 7.15 R bir halka ve ) # S C R olsun. Eger S, R deki islemlerle birlikte bir halka oluyorsa S’ye

R’nin bir alt halkast denir.
Ornek 7.16 Z halkas: Q nun; Q halkas: da R nin alt halkasidir. 2Z halkas: Z nin alt halkasidir.

Teorem 7.17 R bir halka ve () # S C R olsun. S’nin alt halka olmasi igin gerek ve yeter sartlar:

1.) Hera,be Sicina—be S
2.) Hera,be Siginabe S

Ispat: (=) S bir alt halka ve a,b € S olsun. (S,+) grubu (R, +) grubunun alt grubu oldugundan,
Teorem 2.8’den, a — b € S dir. Ayrica S bir halka oldugundan ab € S dir.

(<) S # 0 veher a,b e Sicin a—b,ab € S olsun. Teorem 2.8’den (S, +) grubu (R, +) grubunun alt
grubudur. S C R oldugundan + iglemi S’de de degismelidir. Yine, S C R oldugundan ¢arpma iglemi
S’de de birlegmelidir ve - igleminin + iizerine soldan ve sagdan dagilma &zelligi S’de de vardir. O halde
S bir alt halkadir. 0

Not 7.18 Bu teoremin uygulanmasi icin S nin bog olmadigindan emin olmak gerekir. O yiizden bazi
kaynaklarda bir S altkiimesinin (bos veya degil) alt halka olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar 3 tane
verilmigtir. Bu ii¢ sart, yukardaki 2 sartla birlikte, 0 € S sartidir. Eger S bog degilse, 0 € S oldugu

Teorem 7.17’de b = a alinarak 1.) sarti uygulanirsa elde edilir.
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Tanim 7.19 (R,+,-) ve (S,4,®) iki halka ve § : R — S bir fonksiyon olsun. Eger 6 toplama ve

carpma iglemlerini koruyorsa; yani
(i) hera,be Rigin 6(a+b) =6(a) ®0(D),

(ii) her a,b € Rigin  O(a-b) = 6(a) ©® 6(b)

ise 0 ya bir halka homomorfizmast denir. Bu durumda 6 : (R, +) — (S, ®) bir grup homomorfiz-

mas1 oldugu aciktir. O halde grup homomorfizmalarindaki sonuglar gecerlidir. Mesela;
(i) 0(0r) = 0Os,
(ii) 0(—a)=—0(a),
(iii) f(a—b) =0(a+ (=b)) =0(a) ®O(—b) = 6b(a) ® (—0(b)) = O(a) — O(b).

Ornek 7.20 0 : Zoy — Zsp, 0(z) = 67 seklinde tanimlansin. 7,5 € Zop igin THY=TveTOY =73
ise Z’de x +y = 20q + r ve xy = 20t + s dir (q,t € Z ve 0 < 7,5 < 20.) Bu durumda Z’de

6x + 6y =6(x +y) =120¢ +6r ve 6(xy) = 120t + 65
olur. Zsp'da ise
(T@Y) =67 =67 D6y = 0(7) D 0(Y),
(ZeY)=65=(6-6)5=6-6(x07Y) = (67)® (6y) =0(Z) ©H(y)
olur ve bdylece 0 bir halka homomorfizmasidir.

Ornek 7.21 0 : Zs — Z19, 0(T) = 57 seklinde tammlansm. 6 bir halka homomorfizmas: degildir,
ciinkii

0(3®3)=6(4) =0, fakat 0(3) ®0(3) =55 =5.

Ayrica, 0 : (Zs,®) — (Z10,®) grup homomorfizmas: da degildir, ¢linkii

0(E 3 1) =0(3)

5, fakat (4) ®6(4) =00 0=0.
Ornek 7.22 R= (Z,+,-),S = (2Z,+,-) olsun.  : R — S, 6(x) = 2z olarak tanimlansin.
Oz +y)=2(x+y)=2x+2y =0(z)+0(y)

olup # bir grup homomorfizmasidir. Fakat genelde §(zy) = 2zy # 222y = 6(x)0(y) olup € bir halka

homomorfizmas: degildir.

Tanim 7.23 § : R — S bir halka homomorfizinas: olsun. 6 birebir ve 6rten ise 6’ya bir halka
tzomorfizmasiy denir. Eger R’den S’ye bir halka izomorfizmasi var ise R ve S halkalarina izomorfiktir

denir. 8 : R — R izomorfizma ise 0’ya bir halka otomorfizmast denir.
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a

Ornek 7.24 H = { ( ;

b
) ra,b e R} bilinen matris toplami ve garpimi ile bir halkadir. ¢ :
a

b
C— H,p(a+bi) = ( ab ) bir halka homomorfizmas: midir? ¢ doniigiimii C ile H yi izomorfik
b a

yapar mi?
Coziim: a,b,c,d € R olmak tizere z =a+ bi € C ve w = c+ di € C alalim.
¢(z 4+ w) = ¢((a+c)+ (b+d)i)

a+c b+d>

(2 ()

= ¢(2) + ¢(w),
¢(zw) = ¢((ac — bd) + (ad + be)i)

ac—bd ad-+be
—ad — bc ac — bd

¢(2):¢(w):><a b>=<cd d>:>a:c,b:d:>a+bi:c+di:>z:w
—d ¢

b
olup ¢ 1-1 dir. Simdi verilen her YV = ab ) € H matrisi i¢in X = a 4 bi € C segilirse ¢(X) =Y
-b a

olup ¢ nin orten oldugu goriiliir. Yani C ile H izomorfiktir.

Tanim 7.25 R birim elemanli bir halka olsun. Bir v € R elemaninin ¢arpmaya gore tersi varsa u ya
bir bireém (unit) denir. Bir halkadaki biitiin birimlerin kiimesi U(R) ile gosterilir. (U(R),-) cebirsel
yapist bir gruptur.

Dikkat: “Birim eleman” ile “birim” kavramlarimi karistirmayiniz.

Ornek 7.26 U(Z) ={1,—-1},U(Q)=Q\ {0}, U(C) =C\{0},U(Zs) = {1,5}.
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Tanmim 7.27 R bir halka olsun. Bir a € R i¢in a™ = 0 olacak sekilde bir n € Z* varsa a ya nilpotent

denir. Mesela;

Z halkasindaki nilpotent elemanlar: {0}
Q halkasindaki nilpotent elemanlar: {0}

|
O
|

Zg halkasindaki nilpotent elemanlar

}

: {0,2,4,6
: {0,3,6}

Ornek 7.28 H birim elemanl bir halka olsun. z € H nilpotent ise (1 — ) in ve (14 z) in bir birim

Ol
W
=2

Zg halkasindaki nilpotent elemanlar

)

oldugunu gosteriniz.

Coziim: x € H nilpotent olsun. O halde In € Z™ igin 2" = 0 dir.
l-z)l+z+-Fa"H=1+z+ - +2" ' —r—2?— . —2"=1-2"=1

olup (1 — z) in tersi vardir. Yani 1 — z birimdir. Ayrica

14 2™ n tek ise;
I+z)(1l—z42?—- - Fa2" )=
1—2", nift ise.

Her iki durumda da 1 F 2™ =1 olup 1 4+ x in birim oldugu goriiliir.

Tanim 7.29 Birim elemanli (ve trivial olmayan) bir halkanin, 0 hari¢ biitiin elemanlar: birim ise bu
halkaya ¢arpik cisim (skew field) veya bélim halkas: (division ring) denir. (Her cisim bir ¢arpik

cisimdir fakat bir ¢arpik cismin cisim olmasi gerekmez.)

Ornek 7.30 (Z,+, ) halkas: carpik cisim degildir, ¢iinkii 2 eleman: birim degildir. (Q, +, -) halkasinin
0 hari¢ her elemani birim oldugundan bu halka bir carpik cisimdir. Z; bir boliim halkasidir ¢iinki
171 =1,271=431=54"1=25"1=36"1 =6 du.

Ornek 7.31 Carpik cisim olup cisim olmayan bir halka érnegi, kompleks sayilari da iceren Hamilton!

sayilaridir (dérdeyler veya quaterniyonlar halkasi da denir) ve
H={a+bi+cj+dk:a,bc,deR}

kiimesi olarak tanmimlanir. z; = a1 + b1i+ ¢1j + di1k ve 20 = ao + boi + coj + dok ise toplama ve ¢arpma

islemi g6yle tanimlanir:

21 + 29 :(a1 =+ CLQ) =+ (b1 + b2)1 + (Cl + Cg)j + (dl =+ dg)k,
Z1 22 :(a1a2 — b1b2 — C1Cy — dldg) + ((11[)2 + b1a2 + Cldg — dlcg)i

+ (a1ca — bida + c1ag + d1b2)j + (a1da + bica — c1b2 + dyag)k

Yirlandali matematikgi, fizik¢i ve astronom Sir William Rowan Hamilton (4 Agustos 1805-2 Eyliil 1865)
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Bu iglemlerle (H, +,-) birim elemani 1 olan bir halkadir. z = a + bi + ¢j + dk ise z’nin uzunlugu ve

eslenige

2l = Va2 + b2+ +d2, zZ=a—bi—cj—dk
geklinde tamimlanir. O zaman z # 0 ise

1 zZ a—bi—cj—dk
z = — =
|Z|2 a2—|—b2—|—02—|—d2

olup ¢arpma iglemine gore 0 harig her elemanin tersi vardir. Fakat bu halka degigsmeli degildir (mesela

k =ij # ji = —k); yani cisim olmayan bir ¢arpik cisimdir.

Tanim 7.32 R bir halka, a,b € R ve a # 0,b # 0 olsun. Eger a-b = 0 ise a ve b ye R nin sufir
bolenleri denir. a ya sol sifir bélen, b ye sag sifir bolen denir. R halkasi degismeli ise sol (sag)

sifir bolen aym1 zamanda sag (sol) sifir bélendir.
Ornek 7.33 (Z12,®,®) halkasmin sifir bolenlerini bulalim:
206=0, 304=0, 809=0, 66010=0

Teorem 7.34 Z, halkasinin sifir bélenleri, m ile n ile aralarinda asal olmamak iizere m geklindedir.

Ispat: m € Z, ve m ile n aralarinda asal olmasm. Yani EBOB{m,n} = (m,n) = d > 2 olsun. Bu

durumda

m(%) = (%) n=0 (modn)

olur. Burada m # 0 ve (%) # 0 oldugundan m bir sifir bolendir. O
Sonug 7.35 p asal ise Zj, nin sifir bolenleri yoktur.

Tanim 7.36 Birim elemanli, degismeli ve sifir béleni olmayan en az 2 elemanl bir halkaya tamlik

bélgest denir.

Ornek 7.37 Z, bir tamlik bolgesidir. Ayrica (Q,+,),(Z,+,-) ve (R,+,-) birer tamlik bolgesidir.
(H, +, -) halkas: sifir bolensizdir fakat degismeli olmadigindan bir tamhk boélgesi degildir.

Teorem 7.38 Her F' cismi bir tamlik bolgesidir.

ispat: a,b € F,a # 0,ab = 0 olsun. b = 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. F' bir cisim oldugundan

a~! e F vardir.

ab=0=a"(ab) =a 0= (ala)b=0=1-b=0= b= 0.
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Teorem 7.39 Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir.

Ispat: F = {0,1,a1,az,...,a, }, n + 2 elemanl sonlu bir tamlik bélgesi olsun. F* = F'\ {0} diye-
lim. Her x € F* i carpma iglemine gore bir tersinin oldugunu gostermemiz yeterlidir. 1’in tersi
1’dir. a; in tersinin oldugunu gosterelim. (Digerlerinin tersinin oldugu da aym yontemle gosterilir.)
a1 F* = {ay,a1a1,a10a2, . ..,a1a, } kimesine bakalim. Carpma iglemi kapali oldugundan ve F' tamlk
bélgesi oldugundan bu kiimedeki elemanlarin hepsi F* i elemanlaridir. Ayrica bu elemanlarin hepsi
birbirinden farkhdir. Giinkii:

1.) 3i i¢in a; = aya; olsaydi a; = 1 olurdu.
2.) 3i,j ve i # jicin aja; = aja; olsaydi ara; — ara; = 0 yani a1(a; — a;) = 0 olurdu. F bir tamlk

bélgesi oldugundan a; — a; = 0 yani a; = a; olurdu.

Sonug olarak, her iki kiime de n 4 1 elemanh oldugundan, a1 F* = F* bulunur. 1 € F* oldugundan 3j

1

icin a1a; = 1 olmahdir ki bu da (a1)™" = a; € F oldugunu gosterir. O

ise Zj, bir cisimdir, aksi halde degildir.

Tanim 7.41 R bir halka olsun. Her a € R i¢in na = 0 olacak gekildeki en kii¢iik n pozitif tamsayisina
R halkasinin karakteristigi denir ve kar(R) ile gosterilir. Eger boyle bir n sayis1 yoksa “halkanin

karakteristigi sifirdir” denir.

Ornek 7.42 kar(Q) = kar(Z) = 0 dir. kar(Zg) = 8 dir. Ayrica kar(2Z) = 0. Karakteristigi 1 olan tek
halka R = {0} halkasidir.

Teorem 7.43 R birim elemani e ve karakteristigi n» olan bir halkadir <= n sayis1 ne = 0 olacak

sekildeki en kii¢iik pozitif tamsayidir.
ispat: (=) Her a € R i¢in na = 0 olup e € R i¢in de ne = 0 dur.
(<=) n sayis1 ne = 0 olacak sekildeki en kii¢iik pozitif tamsay1 olsun. Her a € R i¢in:

na=a+a+---+a=aget+ae+---+ae=ale+e+---+e)

~
n—tane n—tane n—tane

=a(ne)=a-0=0
olup ispat tamamlanir.
Teorem 7.44 Bir tamlik bolgesinin karakteristigi 0 veya asal bir sayidir.

Ispat: D bir tamhk bolgesi olsun. kar(D) = 0 ise ispat biter. kar(D) = 1 olamaz ciinkii o zaman
D = {0} olurdu ve {0} bir tamlik bolgesi degildir. kar(D) = n > 2 olsun. n nin asal oldugunu
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Ozellik / Cebirsel Yap: Halka | Tamlhik Carpik Cisim Cisim
Bolgesi | (Boliim Halkasi)
(R, +) abelyen grup (4 v v 4
(R,-) yar1 grup v v v v
Dagilma o6zellikleri var 4 4 4 4
Birim elemanh v 4 4
Degigmeli 4 4
0 hari¢ her elemanin tersi var 4 4
Sifir bolensiz v 4 4
(R\{0},-) grup v v
(R\ {0},-) abelyen grup v
En az 2 elemanl 4 4 4

Tablo 7.1: Bir (R, +, ) cebirsel yapisinin saglamasi gereken 6zellikler tablosu.

gosterecegiz. Aksini kabul edelim; yani n asal olmasin. O halde 1 < ny,no < n olmak iizere n = nino

seklinde yazilabilir. e € D icgin ne = 0 dir. Simdi:

ne=0=etet+---+te=0=(e+---+e)(e+--+e)=0= (nie)(nze) =0
—_——

n—tane ni1—tane no—tane

olup D tamlik bolgesi oldugundan nje = 0 veya nge = 0 olmalidir. Ancak bu durum n’nin ne = 0

olacak sekildeki en kiiciik pozitif tamsay1 olmas: ile geligir. O halde n asaldir. 0

Ornek 7.45 Birim elemanh bir R halkasinin birim elemani ile onun en az 2 elemanli bir S alt halkasinin

birim elemam farkl olabilir. Gosteriniz.

Coziim: R = Zg ve S = {6,5} alalim. Bu durumda R nin birim elemam 1 dir, fakat S nin birim

eleman1 3 diir. Ayrica T = {0,2,4 } alt halkasinin birim elemani 4 diir.

Teorem 7.46 D birim elemani e olan bir tamlik bolgesi, R de D nin en az iki elemanli bir alt halkas:

olsun. R birim elemanl ise e € R dir ve e, R nin de birim elemanidir.

Ispat: f € R birim eleman olsun. Simdi f(fe—e) = f?e— fe= fe— fe =0 elde edilir. D bir tamhk
boélgesi oldugundan f = 0 veya fe —e = 0 olur. Ancak R en az 2 elemanl oldugundan f # 0 dir. O
halde fe — e = 0; yani fe = e bulunur. Ayrica e, D nin birim elemani oldugundan fe = f olup e = f
elde edilir. 0

Ornek 7.47 Elemanlar1 bir R halkasindan secilen n x n tipindeki matrislerin kiimesi, matrislerdeki
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bilinen toplama ve ¢arpma iglemi ile bir halkadir. Bu halka M, (R) ile gosterilir.

M, (Z) = {n x n tamsay1 haneli matrisler }
M, (R) = {n x n reel haneli matrisler }

M,,(C) = {n x n kompleks haneli matrisler }

gibi. Benzer sekilde M,,(Z7) ve My (3Z) de tammhdir. n > 2 i¢in bu halkalar degismeli degildir. Eger
R birim elemanh ise M, (R) de birim elemanlidir ve birim elemani, kisegeni 1 olan skaler matristir.
Ayrica bu halkalar sifir bélenlidir; mesela Ms(R) halkasinda:

12\ (8 -2\ (00
36/\-4 1) \o o)’
ALISTIRMALAR

1. H={f|f:R — R bir fonksiyon } kiimesi iizerinde f,g € H i¢in
(f+9)(@) = f(z)+g(z)
(f-9)(x) = fz) g(z)

iglemleri tanimlansin. (H, +, -) sisteminin bir halka oldugunu gosterin. (H, +, -) bir tamlik bolgesi midir?

2. Zizerinde a @b =a+b—1ve a®b=a+b— ab islemleri tammlamyor. (Z,®,®) sisteminin
degismeli ve birim elemanli bir halka oldugunu gosterin. (Z, ®,®) bir tamhk bdlgesi midir? Bir cisim

midir?
3. H bir halka, a € H olsun. I, ={x € H | axr = 0} kiimesi H nin bir alt halkasidir, gésterin.

4. R birim elemani 1 olan bir halka ve bir a € R i¢in a®> = 1 olsun. H = {axa : * € R} kiimesinin R

nin bir alt halkasi oldugunu gésteriniz.

5. Z[V2] = {z+yv2:2,y € Z} halkas: verilsin. f : Z[V2] — Z[v/2] fonksiyonu f(z + yv/2) =

x — yv/2 ile tammlansin. f nin Z[v/2] halkasimn bir otomorfizmasi oldugunu gésteriniz.

6. Bir H halkasinda Vo € H icin 22 = x dir. Buna gore Vo € H igin 2 = —x oldugunu gosteriniz.

(Ipucu: (x + z) in karesine bakimz.) Ayrica H nin degismeli oldugunu gosteriniz.

7. U bog olmayan bir kiime ve R de U nun biitiin alt kiimelerinin kiimesi olsun. R’de toplama ve
carpma, A+ B=(AUB)\ (ANB) ve A- B = AN B olarak tanimlansin. (R, +,-) bir halka midir?

Birim elemanh midir? Degigmeli midir? Gosterin. (NOT: + iglemi birlesmelidir.)
8. Bir tamhk bolgesinde karesi kendisine esit olan elemanlarin sadece 0 ve 1 oldugunu gosterin.
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2

9. R en az iki elemanl bir halka olsun. Her a € R icin a® = a ise R'nin karakteristiginin 2 oldugunu

gosterin. (Ipucu: (a + a) nin karesine bakin.)

10. Z[i] = {a+1ib:a,b € Z} kiimesinin bilinen kompleks say1 toplamasi ve ¢arpmasi ile bir tamlik

bélgesi oldugunu gosterin. Bu halkaya Gauss® tamsaiylar halkas: denir. Z[i] bir cisim midir?
11. T = { a+by24+cV4:a,bcc Q} kiimesi (R, +,.) halkasmnin bir alt halkas: midir? Gosterin.
12. A= {a +bv5:a,be Q} kiimesi (R, +,-) halkasinin bir alt halkasi midir?

13. Rve H iki halka olsun. f : R — H doéniisiimii her x € R i¢in f(x) = Oy olarak tanumlansin. f nin

bir halka homomorfizmas: oldugunu gosterin. (Bu homomorfizmaya sifir homomorfizmasi denir.)

14. R ve H iki halka 6 : R — H bir halka homomorfizmasi olsun.
(i) I, R nin bir alt halkas: ise 6(I) da H nin bir alt halkasidir.
(ii) Cek(0) = {x € R: 0(x) = 0y } kiimesi R nin bir alt halkasidir.
(iii) R birim elemanh halka, H # {0} ve 0 6rten ise H da birim elemanhdir ve 6(1g) = 1 dur.

15. D bir tamlik bélgesi olsun. € D icin “2? =1 = 2 = 1 veya x = —1” oldugunu gosterin. Bunun
sonucu olarak, eger D sonlu sayida birime sahipse bu birimlerin ¢arpiminin —1 oldugunu gosterin.
Buradan, her p asal sayisi i¢in (p — 1)! = —1 (mod p) oldugunu gosterin. (Bu sonug sayilar teorisinde

Wilson Teoremi olarak bilinmektedir.)

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. f,g,h € H olsun.

(1) (f +9)(x) = f(x) +g(x) ERolup f+g € H.

(i) (f +9) +h=f+(g+h) dir, ¢linkil [f(z) + g(x)] + h(z) = f(z) + [9(x) + h(z)].
(iii) f+g =g+ f dir, giinkii f(z) + g(z) = g(z) + f(x).

(iv) Her z € R i¢in O(z) = 0 seklinde tanimlanan sifir fonksiyonu bu halkanm sifiridur.

(v) f nin + iglemine gore tersi (—f)(z) = —f(x) seklinde tanimlanan fonksiyondur. Ciinkii

(f +(=N) @) = f@) + (=f)(2) = f(z) = f(z) = 0=O(x).

(vi) f-g € H ¢unkii f(x)-g(x) € R.

?Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

90



Boliim 7. Halka ve Cisim Hiiseyin Bilgig

(vii) f(gh) = (fg)h, ¢inkii f(z)[g(z)h(z)] = [f(2)h(z)]g(x).

(vil) f(g+h) = fg+ fh, ¢inkii f(z)[g(z)+ h(z)] = f(z)g(z) + f(x)h(z). Benzer sekilde, (f + g)h =
fh+ gh, ¢iinkii [f(z) + g(z)]h(z) = f(z)h(z) + g(z) + h(z).

Sonug olarak, H bir halkadir. H bir tamlik bolgesi degildir, ¢iinkii

f(a:)—{o’ r>1 ve g(x)_{cosx, r>1

e, x<1 0, r<l1

geklinde tamimlanirsa f # O, g # O fakat fg = O olur.
COZUM 2. a,b,c € Z olsun.
i)adb=a+b-1€cZ.
(i) (a®b)@c=(a+b—1)Bc=a+b+c—2=a®(b+c—1)=ad® (bdc).
(jii) adb=a+b—-1=b+a—-1=0b&a.
(iv)a®l=1®a=a+1—1=a olup halkamn sifir1 1 dir.
(v)a®(2—a)=a+2—a—1=1olup a nin tersi 2 — a dir.
(vi)a®b=a+b—abeZ.
(vii)

(a®@b)Ocec=(a+b—ab)®c=a+b—ab+c— ac— bec+ abe,

a®boc)=a0(b+c—bc)=a+b+c—bc—ab— ac+ abe

olup carpma iglemi birlegmelidir.
(vili) a®@b=a+b—ab=b+a—-ba=b0Oa.
(ix)

a®bdc)=a0(b+c—1)=a+b+c—1—ab—ac+a=2a+b+c—ab—ac—1,
(a@b)@®(acc)=(a+b—ab)®(a+c—ac)=2a+b+c—ab—ac—1

olup ©® islemi 6 iizerine soldan dagilma 6zelligine sahiptir. ® iglemi degisme 6zelligine sahip oldugundan

sagdan dagilma 6zelligi de vardir.
(x) a®0=00a=a+0—a-0=a olup halkanin birim elemani 0 dir.

Sonug olarak, (Z,®, ®) birim elemanli ve degigmeli bir halkadur.
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(xi) Sifir bolen olmadigimi gosterelim. Halkanin sifir1 1, birim elemani da 0 dir. a © b = 1 olsun. a # 1

olsun. b = 1 oldugunu gosterecegiz.
a0b=1=a+b—ab=1=—=a+b—-ab—-1=0=(a—1)(1-0)=0

olup a # 1 oldugundan b = 1 olmahdir.

Yani, (Z,®,®) bir tamlik bolgesidir.

(Z,®,®) bir cisim degildir, ¢linkii 3’iin © iglemine gore tersine = dersek

x®3:0:>x+3—3x:0:>x:g€2

olur.

COZUM 3. z,y € I, alahm. O zaman az = ay = 0 dir

(i) alx —y) =alzx+ (—y)) =ax + a(—y) =ar + (—(ay)) =ar —ay=0—0=0olup z — y € I, dir.

(ii) a(zy) = (ax)y = 0y = 0 olup ay € I, dir.

Teorem 7.17 geregi I, bir alt halkadir.

COZUM 4. azxa,aya € H alahm.

(i) aza — aya = a(ra — ya) = a(x — y)a € H dir, ¢linkii x —y € R.

(ii) (aza)(aya) = axa®ya = arlya = a(xy)a € H dir, ¢iinkii 2y € R

Teorem 7.17 geregi H bir alt halkadir.

cOzZUM 5.
f((a+b\/§)+(c+dx/§)) :f<(a+c)+(b+d)\/§)
=(a+c)—(b+d)V2
= (a—bV2) + (c— dV2)
= fla+bV2) + flc+dV?2).
Ayrica,

f ((a +bv2)(c + dx/i)) = f ((ac + 2bd) + (ad + bc)\/§)
= (ac + 2bd) — (ad + bc)V2
= (a—bV2)(c — dV?2)
= fla+bV2)f(c+dV2).
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olup f bir halka homomorfizmasidir.

fla+bV2) = fle+dV2) = a—bV/2=c—dV2
= a=cve —b=—d (Ciinkii a,b,c,d € Z)
—a=cveb=d
—a+bV2=c+dV2

= f birebirdir.
Simdi f nin 6rten oldugunu gosterelim. z+y+v/2 € Z[v/2] verilsin. a = x ve b = —y secilirse f(a+bv/2) =
f(z —yv2) = 2 +yv/2 olup f nin érten oldugu goriiliir.
Sonug olarak, f bir otomorfizmadir.

COZUM 6. Her z € H icin (x+x)? = (z+x) olmahdir. O halde 2?42 +2%+2% = z+ax+a+z = 2+a
ve buradan x + x = 0 yani = —z bulunur. Ayrica, her a,b € H icin (a + b)? = a + b olmahdir. Yani
a’?+ab+ba+b* = a+bdir. a®> = a ve b?> = b oldugundan ab+ba = 0 yani ab = —(ba) dir. —(ba) = ba

olacagindan ab = ba bulunur. Yani halka degigmelidir.

cOzUM 7.

(i) ABER=—=A+B=AAB=(AUB)\(ANB) € R dir.

(ii) (A+ B)+ C = (AAB)AC = AA(BAC) = A+ (B + C) oldugunu biliyoruz.
(iii) AAB = BAA oldugundan A+ B = B+ A dur.

(iv) AAD = A oldugundan halkanin sifinn bogkiimedir.

(v) AAA = oldugundan —A = A dur.

(vi) ABe R=—= A-B=ANB e R di.

(vil) (A-B)-C=(AnB)NC=ANn(BnC)=A-(B-QC).

(vii) A-B=ANB=BNA=B-A

(ix) A-(B+C)=An(BAC) = (ANB)A(ANC)=A-B+ A-C oldugu gosterilebilir. Garpma

iglemi degismeli oldugundan sagdan dagilma o6zelligi de vardir.
(x) Her A€ Ricin A-U = A olup U bu halkanin birim elemanidir.

Sonug: R birim elemanli ve degismeli bir halkadir. U en az iki elemanli ise R bir cisim degildir. Cinki
her ) # A € Ricin A- X = AN X = U olacak sekilde bir X € R bulunamaz (mesela A bir elemanli

ise.)
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COZUM 8. D bir tamhk bolgesi ve z € D olsun.

P=r—=21-2=0=z(x—-1)=0

= D bir tamlik bolgesi oldugundan x =0 veyax —1 =10

— rz=0veyaz =1

COZUM 9. (a+a)? = a®> +a®> +a® +a® yani a + a = a + a + a + a bulunur. Buradan 2a = 0 elde
edilir. R en az 2 elemanli oldugundan kar(R) # 1 dir. O halde kar(R) = 2 dir.

COZUM 10. a,b,c,d,e, f € Z olmak iizere z = a + bi,w = ¢ + di,t = e + fi olsun.
(i) z+w=(a+c)+ (b+d)i € Z[i], ¢iinki a + ¢, b+ d € Z
() z+w)+t=z+(w+t)=(a+c+e)+ (b+d+ f)i
(iii) z+w=(a+c)+(b+d)yi=(c+a)+ (b+di=w+z
(iv) 2+ (04 0i) = (0 + 0i) + z = a + bi olup Oz = 0+ 0i € Z[i] dir, ¢iinkii 0 € Z.
(v) —z = (—a) + (=b)i € Z][i], ¢iinkii —a, —b € Z.
(vi) zw = (ac — bd) + (ad + be)i € Z[i], ¢iinkii ac — bd, ad + be € Z.
(vii)
(zw)t = [(ac — bd) + (ad + bc)i](e + fi)
= (ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bce)i
= (a + bi)[(ce — df) + (cf + de)i]
= z(wt)
olup carpma iglemi birlegmelidir.
(viii) zw = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ca — db) + (cb 4 da)i = wz olup ¢arpma islemi degismelidir.
(i%)
2(w+t) = (a+bi)[(c+e)+ (d+ f)i]
= (ac+ae—bd —bf)+ (ad + af + bc + be)i
= (ac — bd) + (ad + be)i + (ae — bf) + (af + be)i

=zw + zt

olup ¢arpma iglemi toplama iizerine soldan dagilma 6zelligine sahiptir. Carpma iglemi degigsmeli oldugun-

dan sagdan dagilma o6zelligi de vardir.

(x) (a+bi)(140i) = (14 0i)(a+ bi) = a+ bi olup halkanin birim eleman1 1 = 1+ 0¢ € Z[i] dir, ¢iinkii
1,0 € Z dir.

Simdi, Z[i] nin sifir bolenleri olmadigimi gosterelim.

(xi) zw = 0 olsun ve z # 0 olsun. Bu durumda a # 0 veya b # 0 dir. w = 0 oldugunu, yani ¢ =d =0
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oldugunu gosterecegiz. Agagidaki denklem sistemini ¢ozecegiz:
ac—bd =0
ad 4 bc = 0

Durum 1: ¢ #0

1. denklemi ¢, 2. denklemi d ile carpip toplarsak a(c? + d?) = 0 bulunur. a # 0 olup ¢ + d? = 0 =
c=0,d =0 elde edilir.

Durum 2: b #0

1. denklemi —d, 2. denklemi c ile carpip toplarsak b(c? + d?) = 0 bulunur. b # 0 olup ¢ + d? = 0 =
c=0,d =0 elde edilir.

Sonug olarak, Z[i] bir tamlik bolgesidir. Z[i] bir cisim degildir, ¢iinkii 1 4 ¢ sayisinin ¢arpma iglemine

1 1 1
gore tersi — — —i ¢ Z[i] dir, ¢iinkii = & Z.

2 2 2
COZUM 11. a,b,c,de, f€eQvex =a+ b2+ cV/AeT,y=d+ey/2+ fV/4 €T olsun.

r—y=(a—d)+b—e)V2+(c—f)V4eT
olur ¢iinkii a — d,b —e,c — f € Q dur.
zy = ad + aeV/2 + af V4 + bdV/2 + beV/4 + bf V8 + cdV/4 + cev/8 + ¢fV/16
= (ad + 2bf + 2ce) + (ae +bd + 2cf)V2 + (af +be +cd)VAe T
olur, c¢iinkii biitiin katsayilar rasyoneldir. Teorem 7.17 geregi T bir alt halkadir.
COZUM 12. 2 =+v5¢e€ Avey = v/5¢€ A alahm. 2y = v/25 ¢ A olur. Yani A bir alt halka degildir.
COZUM 13. Her z,y € R icin
fle+y) =0 =01 +0g = f(z)+ f(y),
f(z-y)=0g =0x -0 = f(z) f(y)

olup f bir halka homomorfizmasidir.
COZUM 14. (i)

z,y € 0(I) = Fa,be liginO(a) =x,0(b) =y
— 6(a—b) =0(a) —0(b) =z —y (Cinki  grup hom.)
el

=z —yecfl).

Ayrica

g b) = 0(a) - 0(b) = -y
el
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olup = -y € O(I) dir. Teorem 7.17 geregi 0(1), H nin alt halkasidir.

(ii)
a,b € Cek(0) = 6(a) = 0y,0(b) =0y
= 0(a—0b)=0(a) —6(b) =0y — 0y =0y (Ciinkii # grup hom.)
— a—be Qek(h).
Ayrica

9(0, . b) = 9(0,) . (9<b) = OH . OH = OH
olup a - b € Cek(#) dir. Teorem 7.17 geregi Cek(#), R nin alt halkasidir.

(iii) 0 orten oldugundan her h € H igin 37 € R vardir 6yle ki 0(r) = h dir. Simdi, her h € H igin

(

h 91R~7"):9(13)-9(T):9(1R)~h,
h O(r-1g

) =0(r)-0(1r) = h-0(1g)
olup H nin birim elemanli oldugu ve 0(1g) = 1y oldugu goriiliir.

COZUM 15. 22 =1=22-1=0= (z —1)(z + 1) = 0 = D bir tamlk bélgesi oldugundan
z—1=0veyaz+1=0=2=1veyazx = —1.

1 2

D deki biitiin birimler U = {1, —1,uy,ua,...,uy } olsun. x € U i¢in 27" =z <= x° = 1 olup tersi
kendine esit olan elemanlarin sadece 1 ve —1 oldugu goriiliir. u = (—1)ujus ... u, dersek u; lerin tersi

kendisi olmadigindan bu ¢arpimin sonucu —1 dir.

Bu sonucu Z, tamlik bélgesine uygularsak; Z, bir cisim oldugundan U(Z,) = {1,2,...,p—1} dir.
Buradan 1-2---(p—1) = —1 yani (p — 1)! = —1 (mod p) bulunur.

96



Boliim 7. Halka ve Cisim Hiiseyin Bilgig

HALKALAR

Tambhk Bolgeleri Qarpik Cisimler

{0}

027 37 o4Z... *My(R) oM, (C)... oLy oLg oLy eLg...

Sekil 7.1: Halka cesitlerini gdsteren bir gekil.
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Idealler ve Bolum Halkalan

8.1 Idealler

Simdi gruplardaki normal altgrup kavramina benzer bir kavram olan “ideal” kavramini verecegiz.

Tanim 8.1 R bir halka, I da R nin bir alt halkasi olsun. Eger her r € R i¢in rI C I ise I ya bir sol
tdeal; Ir C I ise I ya bir sa§ tdeal denir. Bagka bir deyigle:

Vr € R,Vx € I'icin re € I <= [ sol ideal

Vre R,Vx €] igin ar € I <= I sag ideal
Eger I hem sag hem de sol ideal ise I ya kisaca bir ¢deal denir.
Ornek 8.2 (Z,+, -) halkasinda her n € Z igin I = nZ alt halkas: bir idealdir. Ciinkii, r € Z ve z € I

secelim. O zaman 3k € Z ic¢in © = nk dir. Bu durumda rx = r(nk) = n(rk) € I ve zr = (nk)r =

n(kr) € I olup I nin bir ideal oldugu goriiliir.

Ornek 8.3 (Z,+,) halkasi (Q,+,-) halkasinin bir ideali degildir. Giinkii z = 2 € Z ve r = % €cQ

secilirse xr = % ¢ 7 olur.

s b b
Ornek8.4W—{<a d>:a,b,c,d€Z}halka51 verilsin.[-{(Z 0>:a,b€Z}kﬁmesi
c

a b Ty .
W nun alt halkasidir. (Neden?) A = p eEWve X = 0 0 € I segelim.
c

AX — axr ay ve XA — za+yc xb+yd
cx ¢y 0 0

olup genelde AX ¢ I ve XA € I oldugu goriiliir. Yani I bir sag idealdir ama sol ideal degildir.
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Odev: Sol ideal olup sag ideal olmayan bir érnek bulunuz.

Ornek 8.5 A ve B bir R halkasinm iki ideali olsun. A+ B = {a+b:a € A,b € B} kiimesine A ile
B nin toplamt denir. A + B nin R nin bir ideali oldugunu gosterelim. A + B nin alt halka oldugu
kolayca gosterilebilir (Aligtirma 11) . Simdi » € R ve a + b € A+ B alahm. A ve B ideal oldugundan

ra,ar € A ve rb,br € B olur. O zaman
rla+b)=ra+rbc A+B ve (a+br=ar+breA+B

olup A 4+ B nin ideal oldugu goriiliir.

Ornek 8.6 Bir R halkasinda {0} ve R her zaman birer idealdir. Bunlara sirasiyla sifar ideali (veya

trivial ideal) ve 6z olmayan ideal denir. Eger I # R ideal ise I ya bir ézideal denir.
Teorem 8.7 R bir halka U C R olsun. U nun bir ideal olmasi igin gerek ve yeter sartlar:
(i)0oeU
(ii) Her u,v e U iginu—v e U
(iii) Her wu e U ve r € Ricin ur € U ve ru € U.
Ispat: (=) U bir ideal olsun. U bir alt halka oldugundan 0 € U dur. Ayrica (U,+) grubu (R, +)

grubunun altgrubu oldugundan u,v € U = u — v € U oldugu agiktir (Teorem 2.8). U bir ideal

oldugundan, tamimdan dolayi, (iii) saglanir.

(<) Simdi (i), (ii) ve (iii) dogru olsun. 0 € U oldugundan U # 0 dir. u,v € U olsun. (ii) den dolay:
u—wv € U oldugu agiktir. w € R ve v € U olup (iii) den dolayr uv € U olur. Boylece; Teorem 7.17’den;
U nun bir alt halka oldugu goriiliir. Ayrica, (iii) den dolay1 da U bir idealdir. O

Teorem 8.8 R birim elemanli bir halka, N de onun bir ideali olsun. Eger N bir birim (- iglemine gore

tersi olan bir eleman) igeriyor ise N = R dir.

ispat: w € N bir birim olsun. u~! € R olup N ideal oldugundan vu~' = 1z € N olur. Yine N ideal
oldugundan her r € R i¢in r - 1p € N olmalidir. Yani her » € R icin r € N olup N = R elde edilir. O

Sonug 8.9 Bir F' cisminin idealleri sadece {0} ve F dir.

ispat: F nin 0 hari¢ her eleman1 birim oldugundan sonu¢ agiktir. 0

Ornek 8.10 (H,+,),R den R ye biitiin fonksiyonlarin halkas: olsun. I = {feH: f(%) =0}

kiimesi H nin bir ideali midir?

Coziim: (i) Bu halkanmn sifir1 O ile gésterilen “sifir” fonksiyonudur (Béliim 7, Ahgtirma 1). O (3) =0
oldugundan O € I dir.
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(ii) f,geIise f(3) =g(3)=00lup (f—9)(3)=f(3)—9(5) =0—-0=00lup f—g €I dur.
(iii) Simdi h € H ve f € I alalim. O halde f () = 0 dir.

(h- f)(1/2) = h(1/2)f(1/2) = h(1/2)-0=0 ve (f-h)(1/2)= f(1/2)h(1/2) =0-h(1/2) =0
olup h - f, f - h € I olur ve Teorem 8.7’den I bir idealdir.

Ornek 8.11 R halkas: birim elemanli ve degismeli olsun. Eger R nin sadece iki tane ideali var ise

(yani {0} ve R), R'nin bir cisim oldugunu gésteriniz.

Coziim: Her 0 # a € R i¢in ba = 1 olacak gekilde bir b € R elemaninin varligini géstermeliyiz.

0 # a € R verilsin. Ra = {za : v € R} kiimesini diisinelim. Ra min bir ideal oldugunu gosterelim:
(1) 0-a =0 olup 0 € Ra dir. (z = 0 alinrsa)

(ii) za,ya € Ra = xra — ya = (x — y) a € Ra, ¢iinkii x —y € R.
——
€R

(iii) za € Ra ve r € R alahm. r(za) = (rz)a € Ra dir, ciinkii ro € R dir. Ayrica R degismeli
oldugundan (za)r € Ra dir.

Teorem 8.7 den dolayr Ra bir idealdir. O zaman Ra = {0} veya Ra = R olmalidir. Ra = {0} olamaz
¢linkii 1-a = a € Ra ve a # 0 sec¢ilmigti. O zaman Ra = R olur. 1 € R oldugundan 3b € R i¢in ba = 1

olmalidir. O zaman a1 = b € R olur.

Ornek 8.12 ¢ : H — K bir halka homomorfizmas: olsun. Asagidakileri ispatlayimiz.

(i) Cek(¢), H nin bir idealidir.
(ii) A, H nin bir ideali ise ¢(A) da ¢(H) nin bir idealidir.

(iii) B, K nm bir ideali ise ¢~!(B) de H nin bir idealidir.

Coziim (i): Cek(¢) bir alt halkadir.(Boliim 7, Ahgtirma 14). Simdi x € Cek(¢),h € H alalim.
¢(zh) = p(x)p(h) = Oxp(h) =0k ve  ¢(hx) = ¢p(h)p(x) = ¢(h)0x = Ok
olup zh, hx € Cek(¢) olur. Yani Cek(¢) bir idealdir.

Co6ziim (ii): A bir alt halka olup ¢(A) da bir alt halkadir (Bsliim 7, Aligtirma 14). Simdi, z € ¢(A)
ve k € ¢(H) alalim. Bu durumda Ja € A i¢in ¢(a) = = ve Jh € H igin ¢(h) = k dir. A bir ideal
oldugundan ah, ha € A dir. O zaman

¢(ah) = ¢(a)p(h) = xk, p(ha) = ¢(h)¢(a) = kx = zk, kx € p(A)
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olup ¢(A) bir idealdir.
Coziim (iii): B, K nin bir ideali olsun. ¢~1(B) = {x € H | ¢(x) € B} kiimesidir.

a.) ¢: (H,+) — (K,+) grup hom. oldugundan ¢(0x) = O dir ve B ideal oldugundan Ox € B dir.
O halde 0y € ¢~ 1(B) dir.

b.) z,y € ¢~ 1(B) = ¢(x),¢(y) € B olup B bir ideal oldugundan ¢(z) — ¢(y) € B yani ¢(x —y) € B
olup z — y € ¢~ (B) bulunur.

c.) z € ¢ 1(B) ve h € H alahm. ¢(x) € B ve ¢(h) € K olup B ideal oldugundan

¢(zh) = d(x)p(h) € B ve  ¢(hx) = p(h)p(z) € B
olur. Yani zh, hz € ¢~1(B) dir.

Teorem 8.7 den dolay1 ¢~1(B) bir ideal olur.

Ornek 8.13 F bir cisim, R bir halka ve ¢ : F — R bir halka homomorfizmas: olsun. ¢ nin ya sifir

homomorfizmas: ya da 1-1 oldugunu gésterin.

Coziim: Cek(¢) nin F nin ideali oldugunu biliyoruz. F' bir cisim oldugundan idealleri sadece {0} ve
F dir. Cek(¢) = {0} ise ¢ 1-1 dir (Neden?). Cek(¢) = F ise ¢ sifir homomorfizmasidir.

Ornek 8.14 Degismeli bir R halkasinda nilpotent elemanlarin olusturdugu kiime bir idealdir, gésterin.

Coziim: N = {x € R:dn € Z",2™ =0} kiimesi nilpotent elemanlarin kiimesi olsun. 0 € N dir,
ciinkii 0! = 0 dir. € N, € R alahm. O zaman 2" = 0 olacak sekilde n € Z* vardir. R degismeli
oldugundan

(re)* = (xr)" =2"r"=0r"=0

olup xr,rz € N dir. Simdi x,y € N olsun. O halde 2™ = 0 ve y" = 0 dir (m,n € Z*). R degismeli

oldugundan binom formiilii gecerlidir. Yani

n+m
B

1=0

) xn+m7i(_1)iyi'

1

Bu toplamdaki herbir terimde ya n +m — ¢ > m ya da ¢ > n dir. Yani toplamdaki herbir terim 0 dir.
O halde (z — y)"*™™ = 0 olup  —y € N dir. Teorem 8.7 den dolay1 N bir idealdir.

Tanim 8.15 R degismeli bir halka ve I # R bir ideal olsun. Eger her a,b € Rigin “abe I = a € [

veya b € I” 6nermesi dogru ise I ya asal ideal denir.

Ornek 8.16 Bir R tamlik bolgesinde {0 } bir asal idealdir, ¢iinkii ab = 0= a = 0 veya b = 0 dur.
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Lemma 8.17 Z halkasinda 1 < n € Z verilsin. P = nZ ideali asal idealdir <= n asaldir.

Ispat: (<=) n asal olsun. a,b € Z ve ab € P = nZ olsun. O zaman n|(ab) demektir. n asal oldugundan

nla veya n|b dir. O zaman a € nZ = P veya b € nZ = P olur. O halde P asal idealdir.

(=) Tersine, P = nZ bir asal ideal olsun. n nin asal oldugunu gosterelim. n asal olmasimn. O halde
n = ab ve a,b > 1 dir. ab € P = nZ olup P asal ideal oldugundan a € nZ veya b € nZ dir. Yani n|a
veya n|b dir. Bu bir geligkidir, ¢iinkii 1 < a,b < n verilmigti. O halde n asaldur. O

Tanim 8.18 R bir halka, M # R de onun bir ideali olsun. Eger R nin M ¢ I olacak sekilde bagka bir

I 6zideali yoksa M ye maksimal ideal denir.

Ornek 8.19 (Z,+,-) halkasinda 6Z ideali maksimal degildir, ¢iinkii 6Z ¢ 3Z ¢ Z olup 3Z de bir
idealdir.

Ornek 8.20 (Z,+,-) da M = 37 idealinin maksimal oldugunu gosterelim. M & I olacak sekilde bir I
ideali oldugunu kabul edelim. Bu durumda I da olup 3Z de bulunmayan bir ¢ eleman1 vardir. O halde
t,3"n kati olmadigindan ¢t = 3k 4+ « seklindedir (k € Z,1 < o < 2). t —a =3k olup t —a € M yani
t —a €I dir. I ideal oldugundan ¢t — (t —a) = a € I dir.

a=1= 1€l = 1=7Z (Teorem 8.8 den )

a=2=3€cl,2ecl—=—=3-2=1¢€]=1=7 (Teorem 8.8 den )

Her iki halde de I = Z olup M nin maksimal ideal oldugu goriiliir.

Ornek 8.21 (Z,+,-) da p asal olmak iizere pZ ideali maksimaldir. Ciinkii pZ & I olacak sekilde bir
I ideali varsa I = nZ olacak sekilde pozitif bir n tamsayis1 vardir. pZ & nZ oldugundan n|p olmahdir.

n # p ve p asal oldugundan n = 1 olmalidir. O halde I = 1Z = Z dir.

8.2 Boliim Halkalar:

Gruplar teorisindeki faktér grubu kavramina benzer bir kavrami halkalar igin verecegiz.

Tanim 8.22 (R,+,-) bir halka ve I da onun bir ideali olsun.
R/I={I+z:z€R}
kiimesinin agagida tanimlanan islemlerle bir halka oldugu gosterilecektir.

Toplama: (I+z)® ([ +y)=1+(z+y)
Carpma: (I +2)© (I +y) =1+ (zy)

(R/1,®,®) halkasina R ile I min bolim halkas: denir. (& ve ® yerine + ve - kullamlacaktir)
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Not: R/I kiimesinin bu iglemlerle bir halka oldugunu gostermeden énce bu iglemlerin iyi tanimlandigim
gostermeliyiz: (I,+) grubu (R, +) abelyen grubunun altgrubu oldugundan I <t R dir. O halde toplama
iglemi iyi tanimlanmigtir. (Grup teorisindeki gibi.) Simdi ¢arpma igleminin iyi tanimlandigini gostere-
lim. Yani

I+x=I4+avel+y=I+b=I1+zy=1+ab

oldugunu gostermeliyiz. I +a =1+b <= a—b € I (veya b—a € I) oldugunu hatirlayalim. Buradan
I+rz=14+a=—zx—a€l ve I+y=I+b=—y—-bel

yazabiliriz. I bir ideal oldugundan (x—a)y € I ve a(y—b) € I dir. O halde (z—a)y+a(y—b) = xy—ab € I
elde edilir. Yani I + zy = I 4 ab bulunur; o halde ¢arpma iglemi de iyi tanimhdir.

Not: Eger I, R'nin bir alt halkasi olsaydi fakat bir ideali olmasaydi, carpma iglemi iyi tanmimh ol-
mayabilirdi. Bunu bir érnek ile agiklayahim: Z halkast Q'nun bir alt halkasidir, fakat ideali degildir.
Simdi

Z+(1/2)=7Z+(3/2) ve Z+4(1/3)=7Z+ (4/3) olup

(Z+ () (Z+(5)) =2+ (5) fakat (Z+(3)) - (Z+ (3)) =2+ (5) =Z+0 du.

Teorem 8.23 R bir halka ve I da onun bir ideali olsun.

a) R/I yukarida tanimlanan iglemlerle bir halkadir.
b) R degismeli halka ise R/I da degigsmeli halkadir.

¢) R birim elemanli halka ise R/I da birim elemanhdir ve birim elemam I + 15 dir.

Ispat: a) I +a, ] +b,1+ce R/I verilsin.

A I+a)+(I+b)=I+(a+b)e R/, ginkiia+beR

(ii) [T+a)+T+b)]+I+c)=I+(a+b+c)=T+a)+ [(I+b)+ (I +c)]

(iii) [ +a)+(U+b)=I+(a+b)=I4+((b+a)=IL+b)+ ([ +a)

(iv) I+ 0= I birim eleman, ¢iinkii (I +a)+ ([ +0)=I1+(a+0)=1+a

vy I4+a)+ I+ (-a))=1+00lup —(I +a) =1+ (—a) dir.

(vi) I +a)({ +b) =1+ (ab) € R/I, ¢inkii ab € R

(vii) [T+ a)I+b)](I+c) =1+ ((ab)e) =1+ (a(bc)) = (I +a)[(I+b)(I +¢)]

(viii) [+ a)[I+b)+ (T +c)] =T +a)I+ (b+c)) =1+ (ab+ac)=(I+a)(I+b)+ I +a)l+c)
olup ¢arpma igleminin toplama {izerine soldan dagilma &zelligi vardir. Benzer gekilde sagdan dagilma

ozelligi de gosterilebilir.
Ispat: b) R halkasi degismeli ve a,b € R olsun. R/I da degismelidir, ¢iinkii:
(I+a)I+b)=I+ab=1+ba=(I+0b)(I+a).
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Ispat: ¢) I +a € R/I olsun.
(I+a)I+1g)=I+(a-1g)=I1+a ve I+1p){+a)=1+(1r-a)=1+a
olup I + 1 birim elemandir. O

Ornek 8.24 R = 7 halkasinda I = 47 idealini ele alalim. R/I = {1 +0,1+ 1,1+ 2,1+ 3} béliim

halkasini elde ederiz. Bu halkanin iglem tablolar1 g6yledir:

+ I+0 I+1 I+2 I+43 . I+0 I+1 I+2 I+3
I+0(I+0 I+1 I+2 I+3 I+0|I+0 I+0 I+0 I+0
I+1|1+1 I+2 I+3 I+0 I+1 |\ 1+0 I+1 I+2 I+3
I+2|1+2 I+3 I+0 I+1 I+2|1+0 I+2 I+0 I+2
I+3|1+3 I+0 I+1 I+2 I+3|1+0 I+3 I+2 I+1

Bu tablolar Z, halkasinin tablolarima ¢ok benzemektedir. Ashnda Z/4Z halkas: ile Z4 halkasi izomor-
fiktir. Genel olarak Z/nZ halkas: ile Z,, halkas1 izomorfiktir.

Teorem 8.25 R bir halka, I da R nin bir ideali olsun. ¢ : R — R/I, ¢(x) = I + x seklinde
tammlanan doniigiim, gekirdegi I olan, 6rten bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya R den R/I

yva dogal homomorfizma denir.
Ispat: I +z € R/I verilsin. ¢(x) = I 4+ z olup ¢ ortendir. Ayrica x,y € R icin
¢ +y) =1+ @+y) = +z)+ I +y) =) +0(y),
¢(ry) = I+ (zy) = (I +2)(I +y) = o(2)8(y)
olup ¢ bir homomorfizmadir. Simdi
keCek(¢p) <= o¢k)=14+0=1 <= [+k=1 < kel

olup Cek(¢) = I oldugu goriiliir. O

Ornek 8.26 R bir halka I da onun bir ideali olsun. R/I nin degigmeli olmas i¢in gerek ve yeter sart
her z,y € R i¢in zy — yx € I olmasidir. Gosteriniz.

Coziim:

R/I degismeli <= Vz,y€ Ricin ([ +z)(I+y) =1 +y)(I+z)
<~ Ve,yce Rigin I +zy=1+yx
<~ Vax,y€ Ricin I + (xy —yx) =1

< Ve,y€ Ricinzy —yx €1
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Teorem 8.27 R degismeli ve birim elemanl bir halka ve I C R bir ideal olsun. I asal idealdir <=
R/I tamlik bolgesidir.

Ispat: (=) I asal ideal olsun. I # R olup R/I en az 2 elemanhdir. I + 2,1 +y € R/I alahm ve R/I

nin sifirmin I oldugunu hatirlayalim.

I+2)I+y)=1=IT42y=1
=y el
= zxzelveyayel (Clinkii I asal ideal)
—I+zx=Iveyval+y=1

olup R/I sifir bdlensizdir. R birim elemanli ve degismeli olup R/I da birim elemanli ve degigmelidir,

yani tamhik bolgesidir.
(«<=) R/I bir tamlik bolgesi olsun. R/I en az 2 elemanh olup I # R dir. z,y € R olsun.
zyel =I1+zy=1
— I+a2)I+y) =1
—= I+ax=Iveyal+y=1 (Giinkii R/I tamlik bolgesi)

=—xelveyayel

olup I nin asal ideal oldugu gdsterilmis olur. g

Teorem 8.28 R degismeli ve birim elemanli bir halka, M de onun bir ideali olsun. M maksimal
idealdir <= R/M cisimdir.

ispat: (=) M, R nin maksimal ideali olsun. O halde M # R olup R/M en az iki elemanli bir
halkadir. Ayrica; R degismeli ve birim elemanli oldugundan R/M de degismeli ve birim elemanlidir
(bkz Teorem 8.23). R/M nin cisim oldugunu gostermek icin sifir hari¢ (yani M + 0 haric) her elemanin
carpma iglemine gore tersinin oldugunu gostermeliyiz. R/M halkasinin sifirn M + 0 = M oldugundan
M # M + z € R/M elemanim secelim. Bu durumda = ¢ M olur. Simdi

I={m+rz:meMreR}

kiimesini diigiinelim. Bu kiimenin bir ideal oldugu kolaylikla gosterilebilir (Aligtirma 12). Her m € M
icin m = m—+0x € I oldugundan ve z = 0+ 1z € [ fakat = ¢ M oldugundan M ¢ I sartinin saglandig
goriiliir. M maksimal oldugundan I = R olmalidir. 1 € R oldugundan 1 = m + ax olacak gekilde
m € M,a € R vardir. Yani 1 — ax € M dir. Buradan

(M+a)M+z)=M+ar=M+1
sonucu bulunur. O halde M + z in ¢arpma iglemine gore tersi M + a dir.
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(<=) M, R nin bir ideali ve R/M bir cisim olsun. Bir cismin sifir1 ile birim elemam farklh oldugundan
M # M +1olup 1 ¢ M dir. O halde M # R dir. M & I C R olacak sekilde bir I idealinin oldugunu
kabul edelim. x € I\ M alalm. x ¢ M oldugundan M +x # M olup M +x in R/M igerisinde ¢arpma

iglemine gore tersi vardir. M + z in tersine M + a diyelim. O halde
(M+2z)(M+a)=M+za=M+1
olup 1l —xa e M G I olur. x € I ve I ideal oldugundan xa € I dir. Bu yiizden
l=(1-=za)+xzacl

olur. Bu ise I = R oldugunu gosterir (bkz. Teorem 8.8). Yani M maksimal idealdir. O

ALISTIRMALAR

1. R = Z12 halkasinin biitiin ideallerini, boliim halkalarini, asal ve maksimal ideallerini belirleyiniz.
2. Iki idealin kesisiminin de bir ideal oldugunu gésteriniz.

3. A ve B bir R halkasimn iki ideali olsun.
n
A-B= {Zaibi:aieA,biGB,nEZJr}
=1

kiimesine A ile B nin ¢arpisma: denir. A - B nin R nin bir ideali oldugunu gdsteriniz.
4. A ve B bir R halkasinin iki ideali ise A- B C AN B oldugunu gosteriniz.
5. R degisimli bir halka, a € R olsun. I, = {z € R | ax = 0} kiimesi R nin bir idealidir, gésteriniz.
6. R degismeli bir halka ve N de onun bir ideali olsun.
VN={a€R: BrneZ icna" €N}
kiimesine N nin radikali denir. v/N nin R nin bir ideali oldugunu ve \/ﬁ = /N oldugunu gosterin.

7. R degismeli bir halka, K C R olsun. Ann(K) ={a € R: Her x € K i¢in ax = 0 } kiimesinin R nin

bir ideali oldugunu gosterin. Bu kiimeye K nin sifirlayicist veya annthilatori denir.
8. Z12 de Ann({3}), Ann({4}) ve Ann({3,4}) ideallerini bulunuz.

9. A ve B degismeli bir R halkasimn iki ideali olsun. A:B = {z € R: Her b € B i¢in xb € A } kiimesinin

R nin bir ideali oldugunu gosterin.
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10. A ve B bir R halkasinin iki ideali ve AN B = {0} olsun. Her a € A ve her b € B igin ab = 0

oldugunu gosterin.
11. A ve B bir R halkasin iki ideali ise A + B’nin bir alt halka oldugunu gdsterin.

12. Teorem 8.28'nin ispatinda gecen I kiimesinin bir ideal oldugunu gosterin.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZI"JM 1. Z12 nin 6 tane ideali vardir.

I={0} R/II={I11I®T,I®2,... . I®1l}
J={0,6} R/J={JJel,J®2,J®3,J®4,Jd5}
K =1{0,3,6,9} R/K={KK®l,K®2}
L={0,2,4,6,8,10} R/L={L,L®T1}

M ={0,4,8} R/M={M,M®1,M®2,M ®3}

N = Zis R/N ={N}

Asal idealler : K, L

Maksimal idealler : K, L

QOZUM 2. I ve J bir R halkasinin iki ideali olsun.
(i) I ve J ideal olduklarmdan 0 € I ve 0 € J olup 0 € I N J dir.

(i) v,y e INJ = x,y € I ve x,y € J = I ideal oldugundan = —y € I ve J ideal oldugundan
r—yeJ=ax—-—yeclnd
(iii) Simdi r € R ve x € I'NJ alahm. O zaman = € I ve x € J olur.

re,xr € I ¢iinkii r € R,x € I ve I ideal
= rx,zrelnJ
re,xr € J ¢linkii r € R,z € J ve J ideal

Teorem 8.7’den I N J bir idealdir.

COZUM 3. A-B kiimesi A’daki elemanlar ile B’deki elemanlarin ikili carpimlarinin sonlu toplamindan

olusmaktadir. Buna gore:
(i)0e A,0eBolup0=0-0o0lup0€ A-Bolur. (a1 =b; =0 ve n =1 almnur.)

(ii) x = a1b1+- - -+anb, € ABvey = cidi+- - -+cmdy € ABolsun. (m,n € Z7;a;,¢; € A;b;,d; € B).
r—y=abi + -+ apb, — (c1di + - + cmdp)
=aby + -+ apby + (—c1)di + -+ (—cm)dm,
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olup A ideal oldugundan (—c¢;) € A dir ve m +n € Z* oldugundan x — y € AB olur.

(iii) z = a1by + - - - + apb, € AB ve r € R alalim. A ideal oldugundan i = 1,...,n igin ra; € A olup
re =r(a1by + -+ anby) = (ray)by + - - - + (ray)b, € AB.

Benzer gekilde B ideal oldugundan ¢ = 1,...,n icin b;r € B olup
xr = (a1by + -+ + apby)r = a1 (bir) + - - + an(byr) € AB.

Teorem 8.7 den dolay1r AB bir ideal olur.

COZUM 4. a; € A ve b; € B olmak iizere = a1by + - - - + anby, € AB alahm. Simdi A bir ideal ve
i=1,2,...,nicin b; € R oldugundan a1by,...,a,b, € A dir. O halde x = a1b1 + - - - + anb, € A dir.
Benzer gekilde, B bir ideal ve i = 1,2,...,n i¢in a; € R oldugundan aiby,...,anb, € B dir. O halde
r=a1by + -+ anb, € B olur. Yani x € AN B dir. AB C AN B elde edilmig olur.

cOzZUM 5.
(i) 0 € I, dir ginkiia-0=0
(ii) z,y € Iy olsun. a(z —y) =ar —ay=0—0=0olupz —y € I,

(iii) x € Iy, r € R olsun. a(zr) = (ax)r = 0r = 0 olup zr € I, dir. Ayrica a(rx) = a(zr) (¢linki R
degismeli) = (az)r = 0r = 0 olup rz € I, elde edilir.

Teorem 8.7 den dolay1 I, bir ideal olur.
cOzZUM 6.
(i) N ideal oldugundan 0 € N dir. 0' = 0 € N olup 1 € Z* oldugundan 0 € /N dir.

(ii) z,y € VN yani 2™ € N,y" € N olsun (m,n € Z%). R degismeli oldugundan binom formiilii
gecerlidir; yani

(@ =yt ="

1=0

n+m n4+m
7

) xn—&-m—i(_l)iyi.

Burada ya “(x in kuvveti) > m” ya da “(y nin kuvveti) > n” 6nermesi dogru olup, herbir terimde N
nin bir elemani ¢arpim durumundadir. NV bir ideal oldugundan herbir terim N nin bir elemanidir. O
halde (z — y)"™*™™ € N olup m +n € Z" olacagindan x —y € VN dir.

(iii) € R ve x € V/N olsun. En az bir n € ZT icin 2™ € N olsun. R degismeli oldugundan ve N ideal

oldugundan
(re)" = (xr)" = 2" " €N
eN €R



Boliim 8. Idealler ve Béliim Halkalar Hiiseyin Bilgig

olup rx,xr € VN dir.
Teorem 8.7 den dolay1 v/N bir ideal olur.

(iv) Simdi de v/v/N = v/N oldugunu gosterelim. n,m € Z* ise nm € Z* oldugu ve 1 € Z* oldugu

hatirlanirsa;
z€\VN=3InecZ" 2" e VN
= ImeZ" (z")"eN
= 2" e N

— z € VN.
Ayrica, t € VN =z e /N =z € \/ﬁ, olup \/ﬁ = /N elde edilir.
cOzUM 7.
(i) Her x € K i¢cin 0- 2 = 0 olup 0 € Ann(K) dir.

(ii) a,b € Ann(K) ise her x € K i¢in az = bz = 0 olup (a — b)x = ax — bz = 0 oldugundan
a—0be Ann(K) dir.

(iii) 7 € R,a € Ann(K) olsun. O halde her z € K i¢in ax = 0 dir. R degismeli oldugundan, her x € K
icin
(ra)r =r(ax) =7r-0=0 ve (ar)xr = (ra)r =r(ax) =0

olup ra,ar € Ann(K) dir.

Teorem 8.7 den dolayr Ann(K) bir ideal olur.

cOzUM 8.
Ann({3})={a€Z2:30a=0}={0,4,8}
Ann({1}) = {a € Ziz:10a=0} = {0,3,6,9}
Ann({3,1})={a€Zi:30a=0vedoa=0}={0}
cOzUM 9.

(i) Herbe Bi¢cin 0-b=0¢€ A olup 0 € A:B dir.
(ii) =,y € A:Bise her b € B i¢in zb,yb € A dir. (x —y)b=xb—yb € A olup z —y € A:B dir.
(iii) = € A:B ve r € R alahm. Her b € B icin zb € A, R degismeli ve A ideal oldugundan

(xr)b = (rax)b = r(\xﬁ)) €A
€A
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olur. O halde rx,zr € A:B dir.
Teorem 8.7 den dolayt A:B bir idealdir.

cOzZUM 10.

a€Abe B=—a€ A,be R ve Aideal olup ab € A,
a€A,be B=a€ R,be B ve B ideal olup ab € B.

Yani ab€ ANB = {0} dir. O halde ab =0 dir.
COZUM 11l.2=a, + by € A+ Bvey=as+by € A+ B alalm.

(i) x —y = (a1 — a2) + (b1 — b2) € A+ B dir, ¢iinkii A alt halka oldugundan (a; — a2) € A ve B alt
halka oldugundan (b; — b2) € B dir (Teorem 7.17) .

(ii) zy = ajaz + a1by + bras + b1by elde edilir. Simdi bu toplamdaki terimlere teker teker bakalim:
ajas € A, ciinkii A alt halka
aiby € A, ¢linkii A ideal ve by € R
bias € B, clinkii B ideal ve ag € R

bi1bs € B, ciinkli B alt halka

O halde, A ve B alt halka olduklarindan (ajaz + aibe) € A ve (bjagz + bibe) € B olup zy € A+ B elde

edilir.

Teorem 7.17 geregi A + B bir alt halkadir.

COZUM 12. I = {m+rx:m € M,r € R} kiimesini ele aliyoruz.

(i) m =7 =0 almrsa 0+ 0z = 0 € I oldugu goriiliir. (M ideal oldugundan 0 € M dir.)

(ii) mi,m2 € M ve r1,79 € R olmak iizere a = my + rixz € I ve b = mg + rox € I alalim. M ideal

oldugundan mj; — mo dir ve R halka oldugundan r1 — ry € R dir. O halde

a—b=(my—ma)+(ri —ro)x €.
—_—— ——

eM €ER

(iii) m € M ve r € R olmak tizere a = m+rz € I ve y € R alahm. M ideal oldugundan ym € M dir.
O halde
ya =y(m+rz) =ym+y(rz) = ym + (yr)x € I
S~

~—~
eM €R

elde edilir. Ayrica, R degismeli oldugundan ay € I dir.

Teorem 8.7 den dolay:r I bir idealdir.
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