KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI




HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Hiperbolik kismi diferansiyel denklemlere ornek
olarak dalga denkleminin numerik ¢c6zOUmunu
dUsunecegiz. Dalga denklemi asagidaki kismi

diferansiyel denklemle ifade edilir:

2 2

a—g(x,t) s 8—2
OX

o, problemin fiziksel kosullanna bagl bir sabittir.

Probleme ait kosullar:
u(0,t)=u(l,t)=0,t>0

(x,t)=0,0<x<I,t>0

u(x,0) = f(x), g—l:(x,O) =g(x),0<x<|



HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

« X ekseni grid noktalarini tanimlamakicin h=1/m i
kullanarak m>0 tamsayisi secilir. Ek olarak zaman
adim uzunlugu olarak k>0 secilir. (%i:tj) mesh
noktalani=0,1, ... mvej=0,1,..icin

Xi = Ih, tj = jk

- olarak tanimlanir. Herhangi bir i¢ (Xj,tj) mesh

noktasinda dalga denklemi

« denklemine donusuUr.



HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

lkinci kismi tUrevler icin merkezi sonlu fark formUlleri
pj e (tjg,tjg)icn

2 u(Xi,tiq)—2u(X,t:)+u(x,t;_ 2 54
a—lzj(xi’tj): (%, tj41) ( |2 j)+u(x,t; 1)_k 0 U(Xi,“j)
ot k 12 it
&i € (Xi_1, Xi41) IGIN
0°u U(Xiy1,t) — 2006, 1)) +u(Xi_1.tj)  h* 64
—(Xhtj): (E.»I J)
OX° h? 12

kullanilarak sonlu fark metodu elde edilir.



HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL

DENKLEMLER
Hata terimi b
1 4
=15 K o Ot ) - azhzﬁu(a. t,)

InmMal edilerek el edilen sonlu fark denklemi
Ij+1 2W "‘lel 2Wi+1j 2W "‘le
k2 h2
seklindedr.

=0




HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

A =ak /h tanimlanirsa sonlu fark denklemi

2 2 2

denklemine donusur ve Wi j+1 cekilirse, ileri dUzey
zaman-adim yaklasimi,
2 2
Ij+1_2(1 A )W +A (Wi+1,j "'Wi—l,j)_Wi,j—l

elde edilir. BU denklemi=1, 2, ... mve |=1,2, ...Icin
saglanmaktadir.



HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

* Sinir kosullar

Wo,j =Wm,j=0,1=123,...
* ve baslangic kosullarn

Wi g = f(x) 1=12,.,m-1
> seklindedir.



HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL

DENKLEMLER

* Bu denklem seti maitris formunda

Wi j+]
Wyt

| Win—1j4+1

(2(1=2%) A2 | ST 0
210 2
D-.'_" T 0
"'12
0ceeninnnnnn '{j'-.}ﬁ g(i'; 12)_

* biciminde verilr.

| W1 ]

Wij-1
Wyi—1

| Win—1,j-1
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 Elde edilen sonlu fark denkleminde (j+1). zaman
adimindaki deger |. ve (j-1). zaman adimlarnndaki
degerlerin bilinmesini gerektirmektedir.

0
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HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu durum sinir kosullannda yer alan | = 0 degerleri
yUzUnden mindr bir baslama problemine yol acar,
ama W 2 ‘nin hesabi icin gerekli olan j= 1 degerleri

ou
—(x,0)=9g(x),0<x<|
at( )=9(x)

baslangic-hiz kosulundan elde edilmek zorundadir.

Yaklasimin birt gu / 6t ‘'nin yerine ileri fark yaklasimini
koymakiir:
u(x,t;)—u(x,0) k 0°u

ou - o
— (.0)= ; —Eat—z(xi,ui), b €(0,)




HIPERBOLIK KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

u(x.ty) ‘i cdzmek icin;

ou (GG
U(Xi,tl)ZU(Xi,O)-FkE(Xi,O)-F 2 atz (XI’HI)

G
=g YRG0 = s (%, 145)

elde edilir. Kesme terimi silinirse yaklasim,
W1 =W o +kg(x), 1=12,..m-1
olarak bulunur. Bununla birlikte bu yaklasim sadece

O (k) mertebesinden kesme hatasi icerir, oysa ki
daha énceki O(k?) mertebesindeydi.



METODUN OZETI

ou ou
e
OX

u(0,t) = fxO(x,t), u(L,t) = fxL(x,t) t>0

(x,t)=0,0<x<L,t>0

u(x,0) = fto(x,t), %(X,O) = ftl(x,t),0<x<L

dalga denkleminin cozum bolgesini once grid'lere
ayiralim. Soruda t=T icin ¢O0zUm istendigini varsayarsak
adim uzunluklari;

h :L, k _T olmak Uzere x araligim tane, t araligi
m n

da n tane alt araliga bolundar.



METODUN OZETI

=0 Xo=h X3=2h -+ Xpu=(M-1)h Xyy=mh=L
=0 Wig | Wpp | Wap oo Wi 1 Win111 3
th =k Wip | [Wop | Wap - Wi, 2 Win41,2
ty =2k Wiz | |Wp3 | Wag - W3 Win413
th=(n-Dk [ w, Wo n W3p o Wm.n Wm+1.n
tha = nk=T Winel Wonsaa  Wanir Win,n+1 Wimn+1,n+1
1 2

Yukarida goruldugu gibi bir tablo yapildiginda
(ourada u(x;,t;) > w ), fabloda beyaz kutular
1=12,...,n+licinw ; =fx0(0,t;) T 1=12,...,m+1icinw;, =7t0(x;,0) 3
Wm+1,j =fXL(L,tJ) 2
goruldugu gibi sinir kosullarni temsil etmektedir.



METODUN OZETI

Diger baslangic kosulu olan
ou
—(X,0) = ftd(x,t
at( ) =ftl(x,t)

kosulu icin icin ileri sonlu fark formulUnu kullanacagiz.

Wi —

ou Wi
— (6,0 = L ft1(x,4)

— Wi,2 :Wi,1+ kftl(X, ’tl)’ 2<1<m



METODUN OZETI

Tabloda ortada gorulen sar kutu ise bilinmeyenleri
icermektedir. Toplaomda (m-1)xn tane bilinmeyen
vardir.

Merkezi sonlu fark formulleri;

0°u o Wi jo1—2Wi j + Wi j1
—7 Xty = 2

ot K

o°u (X t) Wit j — 2Wi | j T Wi,
ox2 ) h2

olmak Uzere bu formuller denklemde yerine yazilirsa



METODUN OZETI

k ’
o= A (lambda) olmak Uzere
Wi j41=2(1- AE)W, | +K2(Wi+1,j +Wi_g ) — Wi j1
sonlu fark formulu elde edilir.

Simdi bu formulde | = 2,...,n yerine konulup her bir | icin
1=2,....m de yerlerine konulursa her bir bilinmeyen
iterasyonlar yardimiyla elde edlilir.



METODUN OZETI

J=21¢in
| =2 W2’3 = 2(1—}\,2)W2’2 +7\42(W3,2 i W1,2) _W2,1

=3 Wag=2(1-A%)Wgp +A%(Wy +Wp o) —Wsy

i=m Wp3= 2(1—K2)Wm,2 +}~2(Wm+1,2 +Wp_12) = W1

Yukarida j=2 icin W 3, W3 3,.... W 3 bilinmeyenleri elde
edilir. CUnkU sag tarafta yer alan tUm degerler ya
baslangic kosullarindan ya da sinir kosullanndan
zaten bilinmektedir. Bu hesaplamalar |=2'den j=n'e
kadar devam effirilip bu iterasyonlarla tOm
bilinmeyenler elde edilir.



ALGORITMA

2 2
a—g(x,t)—azﬁ—g(x,t):o,O<x<|,0<t<T
ot OX

dalga denkleminin c6zumune

u(0,t)=u(l,t)=0,0<t<T

u(x,0) = f(x), E;—l:(x,O) =g(x),0<x<|
sinir ve baslangic kosullar ile birlikte yaklasmak icin:
GIRDI: | sinir; T maksimum zaman; o sabiti;
m > 2,N > 2 tamsayilari
CIKTI: Her bir1=0,....mve J=0,...,N Icin
u(xi,tj)yew; ; yaklasimlari



ALGORITMA

Step 1 Seth=1/m:

k=T/N:
»=ka/h.
Step 2 Forj=1.....Nsetwy; =0:
Step 3 Set wpp = f(0):
Wpo = f ().
Step4 Fori=1,..., m— 1 (Initialize fort =0 and t = k.)

set wip = f(ih):
RZ
wi = (1 =A%) f(ih) + 5 [f (G + Dh) + £(G — D] + kg(ih).

Step5 Forj=1,.... N — 1 (Perform matrix multiplication.)

Step6 Forj=0,...,. N

OUTPUT (x. 1. U'_?f'ﬂ,';l.
Step 7 STOP. (The procedure is complete.)



ALGORITMA

o ) 2 9
2L ¢ a—g(x,t)—4a—l21(x,t):0,0<x<1,0<t<T
ot OX

hiperbolik problemin ¢ozumune
u(0,t)=u(1,t)=0,0<t<T

U(x,0) = sin(mx). Z—‘:(X,O) _0,0<x<1
sinir ve baslangi¢ kosullarini kullanarak ve h=0.1,
k=0.05 kullanarak yaklasin. Sonuclari

u(x,t) =sin(mx)cos(2nt)
analitik gozumuyle karsilastirnn.



