KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI




KAYNAK KITAP

- Numerical Analysis; Richard L. Burden, J. Douglas
Faires

- Asagidaki linkten kitabi indirebilirsiniz:

» Bu derste yukarnda bahsedilen kitabin 11. ve 12.
bolumleri islenecektir.


https://fac.ksu.edu.sa/sites/default/files/numerical_analysis_9th.pdf

KONULAR

1. Sinir Deger Problemleri
Lineer Atis Metodu
Nonlineer Problemler icin Atis Metodu
Lineer Problemler icin Sonlu Farklar Metodu
Nonlineer Problemler icin Sonlu Farklar Metodu

2. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Cozumleri

Siniflandirma:: Eliptik, Parabolik, Hiperbolik

Eliptik KDD (Laplace denklemi, Poisson denklemi)
Parabolik KDD (Isi denklemi)

Hiperbolik KDD (Dalga denklemi)



MATLAB KURULUMU

- Oncelikle yukarndaki linkten siteye yildiz e-mail’iniz ve
kendiniz belirleyeceginiz bir sifre ile kayit olmaniz
gereklidir.

SIS GRIIC] linkinden Diger
Onemli Araclar klasérinden MATLAB'In kurulumunu
baslatmaniz gereklidir.

» Kurulum yaparken sizden bir akfivasyon secenegi
secmeniz istenecek. ‘Internet yardimiyla' secenedi
ile birlikte siteye Uye oldugunuz yildiz e-mail’iniz ve
sifrenizi girmeniz gereklidir. Kurulum yaklasik olarak
yarim saat surmektedir.


https://ww2.mathworks.cn/en/
http://distro.cc.yildiz.edu.tr/

DERSTE MATLAB KULLANIMI

» Derste oncelikle nUmerik ¢cdzUmlerin teorisi
anlatilacaktir. Tm bu ¢cozUmlerin MATLAB
algoritmalar verilecektir.

» Sinavlarda MATLAB programlama dilini ne kadar
ogrendiginiz degil nUmerik cdzumlerin teorisini ne
kadar ogrenmis oldugunuz olcUlecektir.

- Ama MATLAB'I bilgisayariniza kurmaniz dnemlidir.

Cunku programlama derslerinden zaten asina
oldugunuz kodlar Uzerinden bir anlatim yapilacaktir.



1. HAFTA
SINIR-DEGER PROBLEMLERI

» Insaat mUhendisliginde sik karsilasilan bir problem uclari
sapmaya maruz kalmayacak sekilde desteklenen
dUzgln bir yUklemeye maruz kalan dikdortgen kesitli bir
kirisin sapmasiyla ilgilidir.
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L, g E, S ve | sirasiyla kinsink Uzunlugunu, duzgun
yUklemenin  yogunlugunu, elastisite  moduolinU, ucg
noktalardaki gerimeyl ve merkezi atalet momentini
simgelemektedir.



SINIR-DEGER PROBLEMLERI

» Bu fiziksel duruma yaklasan diferansiyel denklem su
sekildedir:

d%w RS 0X
d7(x)—aa)(x)+ﬁ(x—l)

- Burada @(x) kirisin sol ucundan x uzakligr kadar olan
sapmadir.  Kirisin - uclannda sapma  meydana
gelmediginden iki sinir kosulu vardir:

w(0)=0 ve o(l)=0
Bu bir sinir-deger problemidir.,



SINIR-DEGER PROBLEMLERI

- ki farkh noktada kosullan olan  diferansiyel
denklemlerin yani sinir-deger problemlerinin yaklasik
cOzUmlerine nasil ulasacagimizi gostereceqiz.

» Birinci mertebeden diferansiyel denklemler icin
yalnizca bir kosul verilebilir, bu durumda baslangic-
deger ve sinir-deger problemi arasinda bir fark

kalmaz. Bu yUzden iki sinir kosullu ikinci mertebeden
denklemleri dikkate alacagiz.



SINIR-DEGER PROBLEMLERI

- /amana bagl olmaktan ziyade yola bagimili fiziksel
problemler genellikle birden fazla noktadd
uygulanan kosullara sahip diferansiyel denklemler
olarak tanimlanir.

- [ki noktall sinir deger problemleri ikinci mertebeden
bir diferansiyel denklem icerir:

y"=f(xy,y), asx<b
* ve sinir kosullari:
y@=a ve yb)=p5



1. LINEER ATIS METODU
(LINEAR SHOOTING METHOD)

Teorem 1.1: y"=f(x,y,y), a<x<b, y@=aveyb)=2
sinir-deger problemindeki | fonksiyonu
D={(x,y,Y)|a<x<bigin,—o<y<ove —oo<y'<oo}

kimesi Uzerinde sirekli ve f, vef,. kismitirevleri D
Uzerinde surekli olsun. Eger

i) Tum (x,y,y’) e Digin fy(x, y,y'") >0 saglaniyorsa ve

i) Tum (x,y,y") e Dicin ‘fy'(x, Y, y')‘ < M saglayan bir M sabiti varsa
sinir-deger probleminin tek ¢ozumu vardrr.



1. LINEER ATIS METODU
(LINEAR SHOOTING METHOD)

Ornek 1. y'+e 7 +siny'=0,1<x<2, y() = y(2) =0
sinir-deger probleminin tek ¢ozumu vardirr.

ozum:
¢ f(x,y,y)=—e"Y—siny’

Tum x €[1, 2] icin,
06 ya ) =ea > Dive ‘ fy (XY, y')‘ =|-cosy<1

oldugundan Teorem 1.1'e gore problemin tek
cOzUmMUu vardrr.



LINEER SINIR-DEGER PROBLEMLERI

y'=T(Y.Y)
- diferansiyel denklemi,
FOGy,y)=p(x)y+a(x)y+r(x)
- olacak bicimde p(x),d(x) ve r(x) fonksiyonlari varsa
lineerdir.



LINEER SINIR-DEGER PROBLEMLERI

Sonuc¢ 1.1:
y'=pX)y+a(x)y+r(x),asx<b,y(a)=avey(b)=4
lineer sinir-deger probleminin
i) P(x),q(x) ve r(x),[a,b] Gzerinde surekliyse ve
ii) [a,b] uzerinde g(x) >0 ise
tek ¢ozumu vardr.



LINEER SINIR-DEGER PROBLEMLERI

Bu lineer problemin tek olan sonucunu

y"=p(x)y+a(x)y+r(x),a<x<b,y(@)=a vey'(a) =0,
ve

y"=p(X)y+a(x)y,a<x<b, y(a)=0vey'(a)=1.
baslangic-deger problemlerini kullanarak

(ilk denklemin c6zUmU Y1(X) , ikinci denklemin ¢6zOmU
Yo(X) olmak Uzere)

—yi (b
y() =y (x)+ 2 yzﬁf) )y, (), y,(b) %0

biciminde bulabiliriz.



LINEER ATIS METODU

* Lineer denklemler icin atis metodu lineer sinir-deger
probleminin bir &dnceki slaytta verilen iki baslangic-
deger problemi ile yer degistirimesi biciminde
uygulanir.
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- GEREKLI BILGILER1T
[KINCI MERTEBEDEN BIR DENKLEMI BIRINCI
MERTEBEDEN DENKLEM SISTEMINE INDIRGEME

lkinci basamaktan bir baslangic deger problemi
ap (X)y "(x) + a7 (x) y '(x) +ax (x) y(x) = r(x),
y(Xo) =bg, y'(Xo) =by
biciminde veriimis olsun. Bu ikinci mertebeden

baslangic deger problemi iki adet birinci mertebeden
denklem iceren bir sisteme donusturUlebllir.

=Y olsun. Boylece,
Up'=Yy"=Up, U (Xp) = by,

aol(x) (%)~ 3, () () — ag (X)y(X))

u2': y“:

(r(x) —ag(x)us —as(X)uy), Us(Xg) =by

e
ag ()



- GEREKLI BILGILER1T
[KINCI MERTEBEDEN BIR DENKLEMI BIRINCI
MERTEBEDEN DENKLEM SISTEMINE INDIRGEME

f2 (X,Ul,UZ) = (r(X) = al(X)UZ —doy (X)Ul) O|mC||< UZGI’G,

ap ()

e e
Uy fo (XU, Up) | | Ua(X0) | | 1y

biciminde verilebillir.
Ornek: i) 2y"-5y'+6y=3x, y(0)=1 y'(0)=2
i) x°y"+(2x+1Dy'+3y=6, y@)=2, y'(1)=05

ikinci mertiebeden denklemiler iceren baslangi¢-
deger problemlerini birinci mertebeden denklem

sistemlerine donusturelim.



- GEREKLI BILGILER1T
[KINCI MERTEBEDEN BIR DENKLEMI BIRINCI
MERTEBEDEN DENKLEM SISTEMINE INDIRGEME

Cozum: i) y =y olsun. O halde,

U '=Uy, U(0)=1,
uz':%(3x+5y'—6y):%(3x+5u2—6u1), U, (0) =2
sistemi elde edilir. Bu sistem,
fi(X,Uq,Up) = Uy, fo(X,Up,Up) =(3X+5uy —6Uy) /2
olmak Uzere
{Ul} :{fl(X,Ul’Uz)} {Ul(o)}:{l}
Uy fa(X,ug,Up) | [ U2(0) | [2

biciminde yazilabilir.



- GEREKLI BILGILER1T
[KINCI MERTEBEDEN BIR DENKLEMI BIRINCI
MERTEBEDEN DENKLEM SISTEMINE INDIRGEME

Cozum: ii) u =y olsun. O halde,
U '=Uy, U(l)=2,

Uy ' = X—12(6—(2x+1)y'—3y) = X—12(6—(2x +1u, —3uy), U,(@)=0.5

sistemi elde edilir. Bu sistem,
f1(X,Ug,Uy) = Uy, F(X,Up,Us) = (6 —(2X +1)U, —3uy) / X°

olmak uzere

u ] [ fupu)] [w@] [ 2
Us 4 fz(X,Ul,Uz) : Uz(l) % 0.5

biciminde yazilabilir.



GEREKLI BILGILER 2
DORDUNCU MERTEBEDEN RUNGE KUTTA METODU

Oncelikle c6zUm araligi N tane alt araliga balonr.

X1 AN+
l 1 *= —f— l
a b

Adim uzunlugu h=(b-a)/Nolmak Uzere dorduncU
mertebeden Runge Kutta metodu (y'=f(x.y))

ky = hf (x., Vi), ky=hf (xi +g,yi +%)

k3 = hf (Xi +2’yi -I—k?z), k4 = hf (Xi +h,yi +k3),

1
Yir1 = Yi +E(k1 + 2Ky +2k3 +ky)

biciminde tanimlidrr.



GEREKLI BILGILER 2
DORDUNCU MERTEBEDEN RUNGE KUTTA METODU

Ornek: y'=x*-y, y(0)=1 baslangic deder problemi
ICIN h=0.1, N =2 alarak dordUncU mertebeden
Runge Kutta metodunu uygulayalim. Elde edilen
sonuclar y(x) =—e % +x*-2x+2 analitik c&zOm
sonuclar ile kiyaslayalim.

Cozum:
X %2 X3
) :
b——m—
0 ) 0.2

(baslangic kosulu)



GEREKLI BILGILER 2
DORDUNCU MERTEBEDEN RUNGE KUTTA METODU

= 0.1(x12 i yl) G T 0.1((x1 +0.05)% - (y; + (—0.05))) = -0.0948,
kg = o.1((x1 1+0.05)2 — (y; + (—0.0474))) — ~0.0950,
= 0.1((x1 +0.)% — (y; + (—0.52375))) — _0.0895,
y2 = yl +%(k1 s 2k2 o= 2k3 - k4) =0.9052
e 0.1(x22 b y2) = 0.0895, k= 0.1((x2 £0.05)2 —(y, + (—0.0448))) — L0kea
(. 0.1((x2 1+0.05)2 - (y, + (—0.0419))) —_0.0841,
= 0.1((x2 LBy (—0.52375))) ~_0.0781,

V3=, +%(k1+2k2 +2kq +kg) = 0.8213



LINEER ATIS METODU

1. y'=pX)y'+g(xX)y+r(x),a<x<b,y(@)=a vey'(a) =0,
u =Yy, U=y olmak Uzere

{ull.}={ % } u(a)=a,uy(a)=0
uz' | L P(Xuz +a(x)uy +r(x)

Xll IR | XlNH G
a b A




LINEER ATIS METODU

kigj = hugj, kip,i =h( POGIUZ,; +A0)ug; + 1 (%))
o h k1o i h Kii h
kogj =h| uy; +% : Kop j = h(p[xi +Ej£u2’i +% +q(xi +§) Uy +%J+ r(xi +En
Ko : h Ky i h Koy h
k31,i =h U2’i +% - k32,i = h{p(xl +E](u2’i +% +Q(Xi -I-Ej ul,i +%)+ r(xi +§j}
Kazi =h(Uz;i +Kap,i ), Kg,i = h( P(X; +h)(Ug,i +Kazi )+ (X +h)(Ugi +Kagi )+ 1 (X + h))

1 1
Upjpp =Upj+ g(kll,i +2Kop i +2k3gj +Kg1 ) Up i =Upj+ g(k12,i +2Kop i +2K30 i +Kgp )



LINEER ATIS METODU

2. y'=p(x)y+a(x)y,a<x<b,y(@)=0vey'(a)=1.
vi=Yy, Vo=Y' olmak Uzere
{Vll}:{ 2 } vi(@)=0,vy(a)=1

Vo'l | P(X)V2 +a(X)vy

X1 XN+1

e a—— hsOiRa
N

a b




LINEER ATIS METODU

kipi*=h(p(X)Vo, +a0G )i )

kll,i*z hV2,i,
Mo, L h kyy; ™
Kog,i*=hl Vo, + 22— |, k22,i*:h[p(xl+2j( 12' +q(Xi+§j Vi + 11; jJ
Kagi * k Kos i *
kspi*=h| vy + 22! ’ k32’i*:h£p(xl+2j(vzl+ 2" +q(xi+gj v+ 2;. D

Kgg,i*=h(Va,i +Kka2, %), Kgo,i* = h( P(Xi +h)(Vo, +Kapi *)+ (X +h)(vej +Kay *))
1 1
Vpjs =V + E(kll,i *+2Kp1 i *+2K31 i *+Kyg1 %) Voitg=Vo i+ E(k12,i *+2Kop i * +2k3p § * +kg0 i)



LINEER ATIS METODU

Metoda gdre N tane iterasyon yapilir. Burada 1.
denklemin cozOmuondeki v, yi(x) ‘fir. 2. denklemin
cOzUmundeki v, ¥2(x) ‘tir. Ayni sekilde uy, y1'(x) 'tir; v,
de y2'(x) ‘tir. O halde wi =y(x) ve wy; =y'(x%) olmak
uzere

B—U N1
Wi =Upj+ Vi
VINH
B—U N1
Woij=Upj+ Voi
VINH

olacaktir.



METODUN ALGORITMASI

—y"+p(X)y'+q(x)y+r(x)=0,a<x<b,y(@a)=a vey(b)=p

sinirdeger probleminin ¢ozUmUu icin 4. mertebbeden
Runge Kutta teknigi kullanilacak.

GIRDI: a,b sinir noktalar; o, B sinir kosullart; N alt aralik sayisi
CIKTI: y(x;) Igin wy; yaklasimi; y'(X;) igin Wy ; yaklasimi
(her bir1=0,1,...,N icin)

Adm 1 h=(b-a)/N;
Ul’o =, UZ,O = O, Vl,O = O, V2,0 — .



METODUN ALGORITMASI

Adim 2 i1=0,...,N-1icin Adim 3 ve Adim 4 yapilir.

Adim 3
Adim 4

X =a-+Ih.
ki = huy i

ko = h(P()U,i +a()ugj +1(X));

1
Koy = h(UZi +—k12]i
k22 h(p(x+h/2)(U2|+ k12j+Q(X+h/2)(U1I+ k11j+r(x+h/2)J

k31 h(u = kzzj
=i p(x+h/2)(u2|+ k22j+q(x+h/2)(u1,+ k21j+r(x+h/2)]

k41 h u, +k3 2)
Kgo = h( (x+ h)(Uz,i + k3,2)+q(x+h)(u1'i +k3,1)+ r(x+ h));

1
Upjyg =Upj + E(kl,l +2ky 1 +2Kg1 +Kg1);

1
Upjiz1 =Ugj+ g(kl,z +2kp o +2k3 5 +Kyg 5 );



METODUN ALGORITMASI

ki1 =hvy;
k.2 =h(POOV2i +a(0Vy; )
. el
ko1 = h(Vz i +—k12j'
k22 h(p(x+h/2)£V2|+ k12j+q(x+h/2)(vll+ kll}j
k3,1 h(V 4= k2 2]
kso =h p(x+h/2)£v2 o k2 3 +q(x+h/2)(v1| 4! k21D
kg1 = h(V2,| + k3,2)v
Ky = h( p(x-+h) (v, +k§,2)+q(x+h)(v1,i +kg,1));
1 ) ] ' . -
Vi =M+ g(km +2kp 1 +2k31 + k4,1)7

b . . .
Vo it =Voii +€(k1,2 +2ky 5 +2k3 9 + k4,2)i



METODUN ALGORITMASI

Adim5 W=

B-ty N |
YN

Gikti: (a,wl’o,wz’o).

Adim 6 i=1L..N
W1l= ul,i +W2’Ov1’i;

LN

W2=U2’i +W2,0V2,i;

X=a+ih;
Ciktr: (X, WLW?2). (Cikt1 X W Wo dir.)



METODUN ALGORITMASI

ORNEK 2.
S ey 1<x<2, y@)=1y(2)=2
X

sinir-deger problemine N=10 icin lineer atis metodu

vygulayalim ve sonuc¢lar analitik ¢ozum ile
karsilastirallm. Analitik ¢ozum;

C2 3 . 1
=C X+ —% ——sin(In x) ——cos(In x),
ST R T IR s ees s,

Cy = 7—10 (8—12sin(In2) —4cos(In2)) ~ —0.03920701320

o %—Cz ~1.1392070132



METODUN ALGORITMASI

Problemin cozumu icin asagidaki baslangic-deger
problemlerinin c6zUmuU yapilacaktir:

" A sin(In x .
Vi =—=W+—Yy+ %) 1<x<2 yi(D) =1 y;(1) =0,

X X &
T |
YZ:—;Y2+X—ZY2,1SX32, Yo(1)=0,y,(1) =1.

N=10 ve h=0.1 icin bir sonraki slayttaki tablo
olusturulabllir:
2-v1(2)

e Y2 (%)-

y(X) = y1(%)+



METODUN ALGORITMASI

Xi ;= yi(x;) Vi A Y (X;) w; & y(X;) y(x;) [y(xi) — wi
1.0 1.00000000 0.00000000 1.00000000 1.00000000

1.1 1.00896058 0.09117986 1.09262917 1.09262930 1.43 x 1077
1.2 1.03245472 0.16851175 1.18708471 1.18708484 1.34 x 1077
1.3 1.06674375 0.23608704 1.28338227 1.28338236 9.78 x 1078
1.4 1.10928795 (0.29659067 1.38144589 1.38144595 6.02 x 10°%
1.5 1.15830000 (0.35184379 1.48115939 1.48115942 3.06 x 107°
1.6 1.21248372 0.40311695 1.58239245 1.58239246 1.08 x 107%
1.7 1.27087454 0.45131840 1.68501396 1.68501396 543 x 10710
1.8 1.33273851 0.49711137 1.78889854 1.78889833 5.05 x 107°
1.9 1.39750618 (.54098928 1.89392951 1.89392951 441 x 107
2.0 1.46472815 (0.58332538 2.00000000 2.00000000




2. NONLINEER PROBLEMLER ICIN ATIS
METODU

: y'=Tt(xy,y) asx<b, y(a)=a,yb)=p, i
nonlineer ikinci mertebeden sinir-deger problemleri
iIcin afis teknigi, nonlineer probleme ait cozumun iki
baslangic-deger probleminin ¢dzUmlerinin lineer bir
kombinasyonu biciminde ifade edilemedigi durumlar
haric, lineer atis teknigi ile benzerdir. Bunun yerine, bir
t parameitresi iceren baslangic deger problemi dizisi
cOzUmunu  kullanarak  sinir-deger  probleminin
cOzumune yaklasabilliriz. Bu problemler

y'=f(xyy)asx<b, y(@)=a,y(a)=t
formundadrr.

%k



NONLINEER PROBLEMLER ICIN ATIS
METODU

** baslangic-deger probleminin c&zimU  Y(X.t)
ve * sinir-deger probleminin c6zOmU y(x) olmak Uzere
lim y(b,t) = y(0) =

saglayan t=t, parametreleri secilebilir.
(a,a) noktasindan baslayan ve

y'=f(x,y,y),a<x<b, y(@)=a,y'(a)=tg
baslangic-deger probleminin ¢ozum egrisi Uzerinde
tanimli baslangic egimini belirten o parametresi ile
baslanir.



NONLINEER PROBLEMLER ICIN ATIS
METODU

-« (b.5)

L)
ﬁ P —_ —_ —_
vib, fy) + (b, ¥(b, 1))
yix, fo)
Slope #
o1 a, o)

b

Lo

Eger Y(b.t), B ‘yva yeterince yakin degilse yaklasimlara
1,1 egimlerini secerek devam edilir, ta ki Y(0,%), 8 ‘ya
yeterince yaklasana kadar.

y(b,t) - =0



NONLINEER PROBLEMLER ICIN ATIS
METODU

Problemin ¢cdzUmu icin Sekant metodunu kullanmak
icin ot baslangic yaklasimlarnni secmek gereklidir ve
geri kalan terimler
T (Y0, ty 1) = B)(te-1—tk—2) R
y(b,ty_1)—y(b,t_»)

lle Uretilir.

yi(b, t2)
b, ts) +

»ib, 1) +
vik, o) 1+




NEWTON ITERASYONU

oooooo

metodunu kullanmak icin yalnizca b baslangic
yaklasimina intiyacimiz vardir. Iterasyonlar

y(b,t)-p
Y 6,14)

formundadir ve (dy/dt)(b,t,_1) terimini bilmeyi gerektirir.
Bu durum, Y(b.t) ‘nin acik gdsterimi bilinmediginden
zorluk yaratmaktadir. Sadece Y(0,tp), y(b,ty),..., y(0,t, 1) ‘]

biliyoruz.

b =l1—



NEWTON ITERASYONU

** baslangic-deger problemini, c6zUmUn hem x hem de
t parametrelerine bagl oldugunu vurgulayarak tekrar
yazalm:

y'(x,t) = (X, y(x1), y'(xt),a<x<b, y(at)=a,y'(at)=t =

t=t,_; icin (dy/dt)(b,t) ‘'yi hesaplamamiz gerekiyor, bu
yUzden ilk olarak t'ye gore kismi turev alacagiz:

8y" _i '
E(X’t) ~ At (X, y(x,1), y'(x,1))
_a N o
= 5 OOV Y OO T+ 00X Y (D) (X

i 2l
+ ay.(X, RS URSHOSON = e



NEWTON ITERASYONU

X ve 1 bagimsiz oldugundan dolayi ox/ot=0 ‘dir;

kkkk

oy" IS of ; oy of , oy’
v (x,t) = oy (X, y(x,1), y'(x,t)) P (x,t) + oy (X, y(x,1), y'(x,t)) e (x,t)
Baslangic¢ kosullart;
oy SO E

(oy/ ot)(x,t) yerine z(x,t) yazilirsa **** baslangic-deger
problemi asagidaki formda olur. (TUrevlerin sirasi
degisebilir.) - -
2" () ==—0% Y. Y )2+ — (X ¥, Y)Z (D as x <b, #hsx
oy oy

z(a,t)=0,z'(a,t) =1



NEWTON ITERASYONU

Bu yUzden Newton metodu iki baslangic-deger
probleminin (***, *****) her bir iterasyon icin
cOzUImesini gerektirir. En basta verilen iterasyonlar da

A e W)=/
R )

formuna donusur.




METODUN OZETI

y'=t(xy.y) y@=a,yb)=p
nonlineer sinir-deger probleminin ¢6zUMU icin
1 y"(x,E) = (X y(x,1), y'(x,1), y(at) =a, y'(at) =t
=~ (0

. _B-o .
0=y, € baslanir.

W =Y, Wo=Y" olmak Uzere
Wy W5
= , W (a)=a,wy(a)=t;

W' || E(G W, W)
X AN+1 -
— _ _— _ ] h_Pp-a
| l N

a b



METODUN OZETI

Kigj =hwyj, kipi = hf (X, Wi, Wa)
Ky j h Kyqj Ki2 i
k21,i = h[WZ,i +TI " k22,i = hf (Xi +§’Wl,i +TI’W2,i + > :
Koo i h Ko1 j Koo i
k3l,i = h[WZ,i +TI , k32,i = hf (XI +§’W1,i +TI’W2,i +TI
Kgri =h(Woi +ksai ), Kag,i = (X +h,wyj +Kag,Wo i +ksp i )

1 1
Wi =W+ g(kll,i +2Kop i +2Kgpi +Kg1j) Wojg =W+ g(k12,i +2Kgp i +2Kzp i +Ky2 i)



METODUN OZETI

2. 1. denklemde her iki tarafta t'ye gore turev
alinirsa ve dy"dt=z kisaltmasi yapilirsa

2"(x,t) = fy (%, y(x,1), y'(x,1))z(x, 1) + Ty (X, y(x,1), y'(x,1)) 2 '(x,t)
z(a,t)=0,z'(a,t) =1

baslangic-deger problemi elde edilir.
=2, U;=2" olmak Uzere

|:U11:|: S ’ ul(a):O, U2(8.)=l

Up' | | Fy (%W, Wy )ug + Fue(X, Wy, Wy YUy

X4 XN+1 -

e e e,
N



METODUN OZETI

S —

kygi*=hugyj, kug,i* =Ny (6, W, W, Jugj + Fye (X, W, W )z

ool Ko ™ T kg™ ‘
21 =NjUgi+ > | = y X|+ W s Wo i U1,i+T+ y' W1|’W2|

Koo ™ h Koy, ™ k22
k31,i*=h(u2,i+ 2" j LS =il (fy(x.+2 WlIlWZIJ(ul,i-l_T’I +fy'( W1.,W2|j Upj +—=

Ui +Kgp) ))

k41,i*:h(uz,i +k32,i *)' I(42| —h(fy(xl +h, W1|'W2|)(u1,i +k31,i *)+ f (XI +h, WlI’WZI)

1
D =T 25 (kag*+2Kp1j *+2Kzqj *+Kq1%) Upjin =l (k12,i *+2Kpp i * +2Kzp i * +Kg2i*)



METODUN OZETI

Metoda gore y(b.t)-B degerinin yeterince kUcuk
olmasi gereklidir. Bu degeri tolerans yani TOL
parameitresi ile ifade edersek cozumde w ‘in y'yi
simgeledigi gercegi ile birlikte
wy (N +1)—B|<TOL
olana kadar iterasyonlara devam etmeliyiz.

lterasyona devamiise t parametresine Newton
metodu uygulayarak saglariz, yani

t(k) = t(k 1) - ‘“’1u(1'\('|\|+ ?1; P

lterasyona devam sartlarindan bir digeri de iterasyon
sayisidir (M). Yani k>M olunca iterasyonlar durmalidir.



NEWTON METODU 1L1_3 NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

y'=1f(XV,Y),as<x<b,y(@)=avey()=p

sinir deger probleminin ¢6zUMU ICin *** ye *****
problemleri birinci mertebeden sistemlere
donusturulUp ¢ozllecek.

GIRDI: a,b sinir noktalari; a,p sinir kosullari; N > 2 alt aralik sayisi;
TOL tolerans; M maksimum iterasyon sayisi

CIKTI: y(x) icinwy; yaklagimi; y'(X;) igin Wy ; yaklagimi
(her bir1=0,1,...,N icin veya maksimum iterasyon

sayisinin asildigr mesaj)



NEWTON METODU iLE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

Adim 1 h=(b-a)/N;
K=l

TK=B-a)/(b—a).
Adim 2 (k<M)oldukca Adim 3 - Adim 10 tekrarlanur.

Adim 3 W g =0;
Wy g =TK;
u, =0;
u, =1.



NEWTON METODU iLE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

Adim 4 1=1..,N icin Adim 5 - Adim 6 yapilir
(Adim 5 - Adim 6'da sistemler i¢in Runge Kutta metodu kullanilir.)

Adim 5 x=a+(i-1)h.



NEWTON METODU ILE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

Adim 6 kpp =hwo_g;

ky,2 = hf (X’Wl,i—l’WZ,i—l);

1
Koy = h(WZ,i—l +§k1,2)i
. i
k2'2 = hf (X-l— h/ 2,VV1,i_1 +Ek1’1’W2’i_1 +§k1,2);

1
kg1 = h[Wz,i—l 4+ Ekz,zji

k3’2 = hf (X-i— h/2’W1,i—1+%k2,1’W2,i—1+%k2,2j;

Kgq=h(Wpig+ks2);

Kg,2 = hf (X+h, Wi +Kg1,Wo g +Kg5);
1
Wi =Wjg+ g(km +2kp 1 +2kg1 +Kg1);

1
Waj =Wpj g+ E(kl,Z +2kp p +2Kg 0 +Kg 0 );



NEWTON METODU 1LE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

k]'.,l = hu,;

ki o = h( fy (X, Wy iog, Wo g Uy + fy (X’W1,i—1’W2,i—1)U2);
k'2,1 = h(UZ +%k]'_,2j;

. 1. 1.
k2,2 = h( fy(x+h/2,W1,i_1,W2,i_1)[Ul+Ekl’1)+ fy'(x+h/21W1,i—1’W2,i—1)(u2 +Ekl’2)j;
kglzh(u2+3k'22);
] 2 ]
ka2 =h| £, (x+hi 2wy g,y 1)(u1+1k'21j+f (x+hl 2wy gy, 1)(u2+3k'22] ;
. Yy o= = 2 . Yy o= o= 2 .
Kga =h(uz +kaz )
kl’l-,Z = h( fy(X"‘h’Wl,i—1’W2,i—1)(U1"‘k:'%,l)"‘ fy'(x"‘h’Wl,i—1’W2,i—1)(U2 +ké,2));

Ul = Ul ol %(k]l_’l aF ZkIZ,]_ aF Zkl3,1 =P kl‘l,l)’

U =Us +%(k]‘_,2 4 2k‘2,2 =P Zkéyz A k;f,Z)’



NEWTON METODU 1L1_3 NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

Adim 7 Eger ‘Wl,N —,B‘ <TOL 1se Adim 8 ve Adim 9 yapilir.
Adim 8 1=0,1...,N icin
X=a+lIh;
Grktr: (X, Wy j,Wo )
Adim 9 Islem tamamlandi.

Adim 10 TK =TK ——&N _'B;
U

(TK'y1 hesaplamak i¢in Newton metodu kullanilir.)
k=k+1.

Adim 11 Cikti: ("‘Maksimum iterasyon sayisi asildi’);
(islem basarisiz.)



NEWTON METODU 1LE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

Adim 1'de secilen ty=TK degeri,(a,a) ve (b, )
noktalanndan gecen dogrunun egimidir. EQer
problem Teorem 1.1'i saglarsa herhangi bir t; secimi
yakinsakligr verecektir, fakat iyi bir tg secimi
yakinsakligr gelistirebilir ve prosedur bu hipotezleri
saglamayan cogu problem icin duzgun calisir.



NEWTON METODU ILE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

ORNEK 2.
43

y":%(32+2x3—yy'),13 Xx<3, y@)=17,y(3) e

sinir-deger problemine Newton metodu ile athig
metodunu vygulayalim.

N =20,M =10,TOL =10 olsun ve sonuclan y(x)= X2 +16/ X
analitik ¢ozumle karsilastiralim.



NEWTON METODU iLE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

Asagidaki baslangic-deger problemlerinin her bir
iterasyon adimi icin yaklasik cozumlerine ihfiyacimiz
var.

y":%(32+2x3—yy'),1£x£3, y()=17,y'Q) =t
of of 1

"=—171+—27'=—=(y'z+Yy2'),1<x<3,z2() =0,z'(a,t) =1
A 8( ) (1) (a,t)

[terasyonlarn durdurmak icin
i (ty) - y(3)[ <107

gerekfiginden 4 iterasyona intiyacimiz var ve
t, =—14.000203.

Bu deger icin elde edilen sonuclar tablodadrr.



NEWTON METODU ILE NONLINEER

ATISIN ALGORITMASI

X; Wy yix;) |y ; — wixg)|
1.0 177 OO D 177 OO MO0

1.1 15.7554095 15.755455 406 = 10
1.2 14. 773389 14. 773333 S5.60 = 10—
1.3 13.997752 13997602 504 = 1077
1.4 13.388629 13388571 571 = 103
1.5 12916719 12.916667 523 =« 1077
1.6 1 2. 5600416 12 560 464 = 103
1.7 12. 301805 12301765 402 = 103
1.8 12.128923 12. 128889 3.14 =< 103
1.9 12031081 12.031053 28B4 = 103
2.0 12000023 12 OO M 232 = 10—
2.1 1 2.029066 12029048 1.84 = 103
2.2 12.112741 12112727 1.40 = 10—
2.3 12.246532 12.246522 1.01 = 10—
2.4 12426673 12426667 6.68 < 100
2.5 1 2. 650000y 12 6504 361 < 10°°
2.6 12913847 12913845 Q17 = 10—°
2.7 13.215924 13.215926 1.43 = 10— %
2.8 13.554282 13.554286 346 x 10— %
2.9 13.927236 13927241 521 = 105
3.0 14.333327 14.333333 6.60 = 107°




NEWTON METODU 1LE NONLINEER
ATISIN ALGORITMASI

« Atis teknigi ile birlikte kullanilan Newton metodu ek
baslangic-deger problemlerinin c6zumunu
gerekfirmesine ragmen genel olarak Sekant
metodundan daha hizli bir yakinsaklik vermektedir.
Yine de her iki metod da sadece lokal olarak
yakinsaktir, cUnku 1yl baslangic yaklasimi
gerektirmektedirler.



