KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI




PARABOLIK KISMI DIFERANSIYEL

DENKLEMLER
Z_l:(x,t) — azzxilzj(x,t), O<x<l,t>0

parabolik kismi diferansiyel denklem olan isi, veya
difuzyon denklemini ve

u(0,t)=u(l,t)=0, t>0

u(x,0)=f(x), 0<x<l

kosullarni dusunelim. Bu problemin cozUmune eliptik
probleme uygulanan yonteme benzer olan sonlu farklar
metodu ile yaklasacagiz.

Once m>0 tamsayisini ve x icin adim uzunlugu h=1/m
tanimlayalm. Sonra zaman adim uzunlugu k'yi secelim.



[LERI SONLU FARKLAR METODU

L ‘ye gére Taylor serisi acilimindan (baz i e (tj,tjz) icin)

u(x,t: +k)—u(x;,t 2
a_u(xi’tj) (X, tj +K)—u(x j) kK 0°u
ot k D12

(i’Hj)

ve X'e gore Taylor serisi acilimindan (bazi &; € (Xi_1, Xj,1) i¢in)

5%u u(x; +h,ty)—2u(x;,ty) +ulx —h,t;) h? 54

@(—Z(Xi,tj) 7 T

(&. tj)

elde edilir.



[LERI SONLU FARKLAR METODU

Parabolik kismi diferansiyel denklem her bir 1=1,2,...,m-1
vew =i2s i (Xi,t5) Ic grid noktalarinda saglonan
parabolik kismi d|fer0n3|yel denklem

282

ax
dir ve sonlu fark formullerinden

E(xi,tj) o = (%;,tj) =0,

el MR —2W; j+ Wiy j

k h2 =

elde edilir ve burada W j, u(x,tj)‘ye yakinsar.



[LERI SONLU FARKLAR METODU

Burada lokal kesme hatasi ise

k 62U 2h2 o*u
=y oz i) —e’ S Ety)

dir.
Wi, j+1 yalniz birakilirsa,
20.°K > k
Wi, j+1 :[1_h—2]wi,j ta h_z(Wi+1,j +Wi_g j)
(i=12,...m-1vej=12,..icin)

elde edilir.



[LERI SONLU FARKLAR METODU

Asagidaki kosullan biliyoruz:

Wo,0 = f(Xg), W0 =T (%), Win o = T (Xp)

ve gelecek t satin gelecek slayttaki gibi olusturabilliriz:



[LERI SONLU FARKLAR METODU
Wo 1 = u(0,ty) =0;

20.°K 5 k
Wl,l:(l_ h2 ]Wl,o Ta F(Wz,o +Wo,0);

20.°K 5 k
W2’1 — (1—h—2]W2’0 + h_2(W3’O ol Wl,O);

20,°K
Wmn_11 = 1_h—2 Wn-1,0 + &

W1 =u(m,ty) =0;

2 k

h_Z(Wm’O +Wm_20);



[LERI SONLU FARKLAR METODU

Sonra Wi 2 degerlerini bulmakicin Wi1 degerleri kullanilir
ve bu sekilde devam edilir ve asagidaki fridiagonal

(Mm-1)x(m-1) katsayilar mairisini elde ederiz.
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[LERI SONLU FARKLAR METODU

Eger
w(© :( f(x), F(X5),..., (Xm—l))t

ve

: t _
W(J):(Wl,j’WZ,j""’Wm—l,j) , J:1,2,...

yazildiginda yaklasik cozum

w(j):_Aw(j_‘l), = 1o
olarak elde edilir ve w1, wl-D ‘den basit bir matris
carpmiyla elde edilir. Bu metod ileri sonlu fark metodudur.



[LERI SONLU FARKLAR METODU

Bu metodun uygulanisi asagidaki sekilde gosteriimistir ve
bu metod O(k +h?) mertebesindedir:

o
o
o Forward-
X o difference




METODUN OZETI

2
Ol O T s n s
ot 5x2
u(0,t) =fx0(0,t), u(L,t) =fxL(L,t)

u(x,0) =ft0(x,0)

1Sl denkleminin once ¢ozUm bolgesini grid’lere
ayirallm. Soruda t=T icin ¢dzum istendigini varsayahm.

Adim uzunluklarr:

L T , g
h i k S olmak Uzere x araligini m tane, t

araligini k tane alt araliga bolecegiz.



METODUN OZETI

=0 Xo=h X3=2h -+ Xpu=(M-1)h Xyy=mh=L
=0 Wig | Wpp | Wap oo Wi 1 Win111 3
th =k Wip | [Wop | Wap - Wi, 2 Win41,2
ty =2k Wiz | |Wp3 | Wag - W3 Win413
th=(n-Dk [ w, Wo n W3p o Wm.n Wm+1.n
tha = nk=T Winel Wonsaa  Wanir Win,n+1 Wimn+1,n+1
1 2

Yukarida goruldugu gibi bir tablo yapildiginda
(ourada u(x;,t;) > w ), fabloda beyaz kutular
1=12,...,n+licinw ; =fx0(0,t;) T 1=12,...,m+1icinw;, =7t0(x;,0) 3
Wm+1,j =fXL(L,tJ) 2
goruldugu gibi sinir kosullarni temsil etmektedir.



METODUN OZETI

Tabloda ortada gorulen sar kutu ise bilinmeyenleri
icermektedir. Toplaomda (m-1)xn tane bilinmeyen
vardir.

Birinci turev icin ileri sonlu fark formUlU;
ou Wi, j+1 = Wi j
PO

"~y

ot k
Ikinci tUrev icin merkezi sonlu fark formdlU;
o%u Wity j —2W,j + Wiy,

OX h

olmak Uzere bu formuller denklemde yerine yazilirsa



METODUN OZETI

k
o’ = (lambda),1- 24 = u (MU) olmak Uzere

Wi, j+1 = BW +7L(W|+1,j +Wi—1,j)
sonlu fark formulU elde edilir.
Simdi bu formulde j=1,...,n ve i=2,....m yerlerine
konularak bilinmeyen degerler elde edilir. j=n icin

soruda t=T icin istenen bilinmeyen degerler elde
edilmis olur.



METODUN OZETI

i—3 Wa o = UWaq +A(Wy 1 +W
j=1licin SER o S
=M Wy o =HWp1+A(Whnig1 +Win_11)

Buradan W, 2,W30,...,Wp 2 Dilinmeyenleri elde edilir. Bu

degerler kullanilarak
152 Wp 3 = LWy o +A (W3 5 + Wy )

i —3 Wa 2 = UWa 5 + A (W, 5 +W.
j=2icin SRS 2 SN
=M Wi 3= Wi 2 +A(Win12 + Wiy o)

W2,2:W32,...Wm 2 bilinmeyenleri elde edilir.



METODUN OZETI

Bu iterasyonlara devam edilirse 1=T icin
=2 Wy 41 = HWo o + A (W3 y + Wy )
_ Py N =3 W. = UWa n + A(Wy  + Wy )
j = nicin 3,n+1 3,n ' 4.n 2,Nn
=M Wp i1 =MWy n A (Wi n + Wingn)

W5 n+1:Wa 1,0 Wi ng1 DIlinmMeyenleri elde edilir.



[LERI SONLU FARKLAR METODU

Ornek 1. (a) h = 0.1 ve k = 0.0005
(b) h=0.1 ve k =0.01
adim vzunluklarini kullanarak
ou 02U

—(x,t)———(x,t)=0, O<x<1t>0
o (D= (x1)

Isi denklemini u(0,t)=u(.,t)=0, t>0 sinir kosullan ve

u(x,0)=sin(zx), 0<x<1baslangi¢ kosullari ile birlikie
yaklasik olarak ¢ozunuz.

t =0.5 i¢in analitik ¢ozum ile karsilastirma yapiniz.
2
u(x,t) =e ™ tsin(nx)



