KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI




GERI SONLU FARKLAR METODU

Kosulsuz kararli (unconditionally stable) bir metod elde
etmek icin (AU /at)(x;,t;) icin geri fark oranini kullanarak
kapali (implicit) bir fark metodu asagidaki gibidir:
ou u(x,tj)—u(x,tj) k o%u
—(%.t)) = e
K 2 ot

= (X, 1)
(bazi pj € (tj_y,tj) icin). Buifade denklemde yerine
yazildiginda,
u(xi,tj)—u(xi,tj_l)_ o (X +h,tj)—2u(x,t;) +u(x —h,t;)
k - h?
k 0°u h? o*u
—Eat—z(xi’!vlj)—az 12 o8

(& 1) (bazi &; e (Xjy,Xj4q1) icin).



GERI SONLU FARKLAR METODU

Geri fark metodu
A B S e ol S iy
k h
seklinde elde edilir. (i=1,2,...m-1;]=12,...)
Geri fark metodu (xj,t;) degerlerine yaklasan
(%, tj—1), (X1, tj) ve (Xiatj)
mesh noktalarini icermektedir. -

0

L}
L}
o Backward-
o difference

2 method

o

o
[}
I



GERI SONLU FARKLAR METODU

Problemle iliskili sinir ve baslangic kosullar isaretli mesh
noktalarinda bilgi verdiginden sekil, denklemi cozmek icin
hicbir acik (explicit) prosedurin uygulanamayacagini
goOstermektedir.

ileri fark yén’reminde (Xi—l’tj—l)’ (Xi ’tj—l)’ (Xi+l’tj—l)
yaklasimlarinin (Xi,tj) yaklasimini bulmak icin kullanildigini
hatirlayalim. Dolayisiyla baslangic ve sinir kosullarndan

yararlanarak yaklasik cézUmleri bulmak icin acik (explicit)
metod da kullanilabillir. r

(o]

(]
x o Forward-
Iy X X X o difference
2 method




GERI SONLU FARKLAR METODU

A =a’(k/h%) ile birlikte i=1,2,...m-1 ve | = 1,2,... icin
geri sonlu farklar metodu

(1-|— 27\‘)Wl,j _}\“Wi+1,j _7¥Wi—1,j = Wi,j—l
bicimindedir.
Wi,O = f(Xi), | =12,...m-1

Wm,j :WO,j =0, j=1,2,...

bilgileri ile birlikte bu metodun matris gosterimi bir sonraki
slaytta verilmistir.



GERI SONLU FARKLAR METODU
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GERI SONLU FARKLAR METODU

Bundan dolayi,wt™ ‘den wld ‘yi elde etmek icin bir
lineer sistem cdzmek zorundayiz. Ancak A >0 ‘dir, bundan
dolayr A matrisi pozitif tanimlidir ve kesin kosegen olarak
baskindir, ek olarak fridiagonaldir. Bu sistemi cozmek icin
Crout ayrnsimi veya SOR algoritmasini kullanabilliriz.



METODUN OZETI

2
Ol O T s n s
ot 5x2
u(0,t) =fx0(0,t), u(L,t) =fxL(L,t)

u(x,0) =ft0(x,0)

1Sl denkleminin once ¢ozUm bolgesini grid’lere
ayirallm. Soruda t=T icin ¢dzum istendigini varsayahm.

Adim uzunluklarr:

L T , g
h i k S olmak Uzere x araligini m tane, t

araligini k tane alt araliga bolecegiz.



METODUN OZETI

=0 Xo=h X3=2h -+ Xpu=(M-1)h Xyy=mh=L
=0 Wig | Wpp | Wap oo Wi 1 Win111 3
th =k Wip | [Wop | Wap - Wi, 2 Win41,2
ty =2k Wiz | |Wp3 | Wag - W3 Win413
th=(n-Dk [ w, Wo n W3p o Wm.n Wm+1.n
tha = nk=T Winel Wonsaa  Wanir Win,n+1 Wimn+1,n+1
1 2

Yukarida goruldugu gibi bir tablo yapildiginda
(ourada u(x;,t;) > w ), fabloda beyaz kutular
1=12,...,n+licinw ; =fx0(0,t;) T 1=12,...,m+1icinw;, =7t0(x;,0) 3
Wm+1,j =fXL(L,tJ) 2
goruldugu gibi sinir kosullarni temsil etmektedir.



METODUN OZETI

Tabloda ortada gorulen sar kutu ise bilinmeyenleri
icermektedir. Toplaomda (m-1)xn tane bilinmeyen
vardir.

Birinci tUrev icin geri sonlu fark formulU;

ou Wi, j — Wi, j1
—(X,t:) =~ — ’
o iet) k
lkinci tUrev icin merkezi sonlu fark formlU;
@(x- t-)zw”l,j 2+ Wiy,
G e h?

olmak Uzere bu formuller denklemde yerine yazilirsa



METODUN OZETI

Kk
o e A (lambda),1+2A =p (Mu) olmak Uzere

MW § =AW j —AWq j =W jq
sonlu fark formulu elde edilir.
Simdi bu formulde | = 2,....n+1 ve i=2,....m yerlerine
konulur ve (m-1)xn bilinmeyenli (m-1)xn denklem elde

edilir. Bu denklem takimi matris formunda yazilip
bilinmeyenler icin cozum yapllir.



METODUN OZETI

J=21Icin
1=2
1=3,....,m-1
I=m
]=3,...,n+1
1=2
1=3,...,m-1
I=m

HWp 9 —AW3 5 =Wy 1 + AW 5
MW o =AW 119 —AW;_1 5 =W

MW 2 = AW g 2 = Wiy 1 + AWpp4g 2

56 o M) < U il =
MW j =AWy j =AW g j =W j1 =0

FW%Lj_KthLj_MMyklzxMMHLj



METODUN OZETI

A matrisi

R N () R () S ) 0|
-~ un —-A 0 O 0
0 A p -2 0 0
o - 0 A p -2 O
o - 0 0 A pn =X\

U O R N O/

B matrisi

RO/ ()
0 -1 0
0 0 -1
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
—lL 0
g =
g el

(m-Dx(m-1)'lik matrisler oimak uzere katsayilar matrisi;




A
B

[0](m-1)xm-1

[0](m-1)xm-1
[0](m-1)xm-1
[O](m—l)xm—l

((M=1)xn)x((m-1)xn)lik
elde edilir.

[OJ(m-t)xm-1  [O)(m-1)xm-1

A
B

[0](m-1)xm—1
A

[0](m-1)xm—1
[0](m-1)xm-1
[0](m—1)><m—1

[0](m—1)><m—1
[0](m-1)xm—1
[0](m-1)xm—1
B
[0](m-1)xm-1
[O](m—l)xm—l

METODUN OZETI

[0](m-1)xm—1 [0](m—1)xm-1

[0](m-1)xm-1 [0](m-1)xm-1
[0](m-1)xm-1 [O](m-1)xm-1
A [OJ(m-t)xm-1  [O)(m-1)xm-1
B A [0](m-1)xm-1

[O](m—l)xm—l B A

bir K katsayillar matrisi



METODUN OZETI

Burada;

I=1Lm-1icin A(i,i) =mu

I=1:m-2icin A(i,i1 +1) = —lambda
A(i+1,1) =—lambda

I=1:m-1icin B(i,i) =-1

i =1:n icin K((M-1)(i-1) +1: (m=2i,(m-1)(i -1) +1: (m—1)i) = A
i =1:n-Licin K((M-2)i+1: (M-1)(i+1),(m-1)(i-1)+1:(m-1)i) =B



METODUN OZETI

Sag taraf vektoro F;

W2,1 S 7\‘W1’2

W3 1

Wm-11
| Wi+ AWna2 |

| 7\‘W1’ j
0

_7‘Wm+1, J

olmak (izere
(m-1)xn

satirli bir

sttun vektorddr.



METODUN OZETI

Burada;

F(1,1) = ftO(x,,0) + Afx0(0,t,)
1=2,....,m-2ic¢in F(i,1) = ft0(X;,4,0)
F(m-1,1) = ftO(x,,0) + AfxL(L,t,)

j=3,...,n+1icin F((M-1)(j-2)+12) = Afx0(0,t;)
F((M-1(j-1),1) = AfxL(Lt;)



METODUN OZETI

K katsayillar matrisi ve F sag taraf vektoru olug’rurulduk’rcm
sonra bilinmeyenler vektoro w=K\F ile bulunur; [ w,

w bilinmeyenler vektdrU sagda goruldigu
Uzere (m-=DL)xn satrl bir situn vektordir. W3

W2,n+1
W3,n+1

_Wm,n+1_



GERI SONLU FARKLAR METODU
ALGORITMASI

OX°
parabolik kismi diferansiyel denkleminin yaklasik c6zUmUnU
u0,t)=u(l,t)=0,0<t<T
sinir kosullar ve

Z_T(X’t)_a (X,t)=0,0<x<1,0<t<T

u(x,0)=f(x),0<x<l
baslangic kosulu ile birlikte bulahm.
GIRDI: | siiri; T maksimum zaman; o sabiti;
m >3, N >1 tamsayilari
CIKTIL: Heri=1,...m-1vej=1..,N icin
u(xi,tj)yew; ; yaklasimlari



GERI SONLU FARKLAR METODU
ALGORITMASI

Step 1 Seth = I/m:

k=T/N:
r = a’k/h%.
Step 2 Fori=1.....m—1setw; = f(h). (Initial values.)

(Steps 3—11 solve a tridiagonal linear system using Algorithm 6.7.)

Step 3 Setly =1+ 2A:

Uy = —;L/rf].
Step 4 Fori=2..... m—2setl;=142x4+ Au;_,:
U = —}\.f.-fg.
Step 6 Forj=1.....N do Steps 7—11.
Step 7 Sett = jk: (Current 1;.)
71 = wy /.
Step 8 Fori=2.....m—1setzi=(w;,+ rzi_1)/l;.
Step 9 SET Wm_—_1 = ZFH—] .
Step 10 Fori=m—2.....1setw; =z — jw;,.
Step 11 OUTPUT (1): (Note: t = t;.)
Fori=1..... m— 1 setx = th:

OUTPUT (x, w;). (Note: w; = wfu,'.)
Step 12 STOP. (The procedure is complete.)



GERI SONLU FARKLAR METODU
ALGORITMASI

Ornek 2. &u
ot

ISt denklemini
u(0,t)=u(@t)=0, t>0
u(x,0)=sin(zx), 0<x<1

o°u
(x,t)—a—z(x,t) =0, O<x<1t=>0
X

kisitlamari ile birliktie h=0.1 ve k=0.01 i¢in geri sonlu
fark metodunu kullanarak ¢ozunuz.



CRANK NICOLSON METODU

t'de j. adimdaki
k o%u
2 ot?
kesme hatasi ile birlikte
G A —2W; j+ Wiy
& h2
ileri fark metodu ILE

T =25 (5.1 )) +O(h)

=0




CRANK NICOLSON METODU

(j+1). adimdaki
= k 2 +0 h
B 2 (XI “J) ( )

kesme hatasi ile birlik’re
Vi~V 2 Wit 2Wi 41 +Wig j ;
k h?
geri fark metodunun ortalamasi cok kazancli bir
metodun Uretilmesini saglar.




CRANK NICOLSON METODU

85U ou
a2 (XI MJ)N a2

oldugu varsayilirsa O(h2 +k? ) kesme hatali orfalama
fark metodu

Wi, j+1 ~ W, |

(%, HJ)

Kk
o8 (Wi j = 2W Wiy j Wi+1,j+1_2Wi,j+1+Wi—1,j+1 >
2 h? h?

bulunur.



CRANK NICOLSON METODU

Bu metod Crank Nicolson metodu olarak bilinir ve

bl P )

i
ve A ve B matrisleri

olmak Uzere her |=0,1,2,... iCI
At — g
maitris formunda gosterilir.

t
(le’WZ ook Wm—lj)

(1=3) 5. 0w 0
E S 2
0 02 (1-»




CRANK NICOLSON METODU

Singuler olmayan A matrisi pozitif taniml ve kesin
kOsegensel olarak dominanttir, ek olarak
tridiagonaldir. Ya Crout ayrisimi ya da SOR algoritmasi
yaklasik c6zUmU elde etmek icin kullanilabilir.

)
X X X Q
I X X X o Crank-
o Nicolson
C method

= Y



METODUN OZETI

2
Ol O T s n s
ot 5x2
u(0,t) =fx0(0,t), u(L,t) =fxL(L,t)

u(x,0) =ft0(x,0)

1Sl denkleminin once ¢ozUm bolgesini grid’lere
ayirallm. Soruda t=T icin ¢dzum istendigini varsayahm.

Adim uzunluklarr:

L T , g
h i k S olmak Uzere x araligini m tane, t

araligini k tane alt araliga bolecegiz.



METODUN OZETI

=0 Xo=h X3=2h -+ Xpu=(M-1)h Xyy=mh=L
=0 Wig | Wpp | Wap oo Wi 1 Win111 3
th =k Wip | [Wop | Wap - Wi, 2 Win41,2
ty =2k Wiz | |Wp3 | Wag - W3 Win413
th=(n-Dk [ w, Wo n W3p o Wm.n Wm+1.n
tha = nk=T Winel Wonsaa  Wanir Win,n+1 Wimn+1,n+1
1 2

Yukarida goruldugu gibi bir tablo yapildiginda
(ourada u(x;,t;) > w ), fabloda beyaz kutular
1=12,...,n+licinw ; =fx0(0,t;) T 1=12,...,m+1icinw;, =7t0(x;,0) 3
Wm+1,j =fXL(L,tJ) 2
goruldugu gibi sinir kosullarni temsil etmektedir.



METODUN OZETI

Tabloda ortada gorulen sar kutu ise bilinmeyenleri

icermektedir. Toplaomda (m-1)xn tane bilinmeyen
vardir.

Birinci tUrev icin (j). adimda ileri sonlu fark formUlu ile

(j+1). adimdaki geri sonlu fark formUlunun ortalamasi
olmlp

A =a’ = (lambda), uy =1+ A (mul), u, =1-21 (mu2) olmak Uzere

A A
D) i+1,j+1+H1Wi,j+1_EWi_1,j+1—2 Wit j + LW | +2W_1J

Crank-Nicolson sonlu fark formulUne ulasilrr.



METODUN OZETI

J=11icin
| A A Lo
i=2 5 e AR = e Tl e e T

\ A
1=3,...m-1 ~ 5 M2 +HWj 2 _EWi—l,Z = EWi+1,1+H2Wi,1+EWi—1,1

: A A A A
=M Wy o — 5 Wm-12 = EWm+1,1 T HWm g+ EWm—l,l s EWm+1,2

Once j=1 icin yukandaki denklem sistemi coz0IUr.

Yani I=2,...micin W2 ‘ler hesaplanir. Sonra ayni
bicimdeki Wi 3 ‘ler bir dnceki iterasyonda elde edilen W2
‘ler kullanilarak hesaplanir. Bu islem j=n olana kadar
surdurulur.



METODUN OZETI

(m-1)x(m-1)'lik matrisler olmak Uzere katsayilar mairisi
her bir iterasyonda aynidir.

Katsayilar matrisi
bW L2 @ 0 0 05
Ak 28Ny 2 0 0 0

0 =LA g =L 0 0

0 0 —Al2  p A2 0

0 0 O) e 29 ST B AN 7
IO S 0 0 -Al2 |

=1 m-1icin K(i,1) = mul
Buradad;  j=1:m-2igin K(i,i+1) = —lambda/2

K(1+1,1) = —lambda/2



METODUN OZETI

=1,...nicin sag taraf vektoru (F) ilk iterasyonda
baslangic ve sinir kosullarini, sonraki iterasyonlarda ek

olarak bir dnceki iterasyondan gelen bilinmeyenleri
kullanir., Sag taraf vektori (F)

5 3,j TH2W2 j 5 1, 5 1,j+1

A A
EWA”J. +“2W2,j +EW2’J'

A
o WVm,j TH2Wm1, j T 5 Wm-2,
2 2

A A A
5 Wi+, j TH2Wm,j + 5 Wm-1,j + EWm+1, j+l




METODUN OZETI

F(l,l) = (}\“/Z)W].,j +M2W2,j g (}\‘/Z)W&j + (K/Z)Wl,j_l_l
i =2,..,m—2 igin F(i,1) = (A W, | +ppWis  + (L1 2y
F(M-11) =X/ 2)Wp_yg, j +HoWm, j+ AT 2)Winyq j + (A 2)Winiq 1



METODUN OZETI

» Her bir iterasyon sonunda hesaplanan bilinmeyenler
vektoru ise |=1,...,n icin

W2,j+1

W j+1

Win—1, j+1

Wm,j+1

bicimindedir.



CRANK NICOLSON METODU
ALGORITMASI

OX°
parabolik kismi diferansiyel denkleminin yaklasik c6zUmUnU
u0,t)=u(l,t)=0,0<t<T
sinir kosullar ve

Z_T(X’t)_a (X,t)=0,0<x<1,0<t<T

u(x,0)=f(x),0<x<l
baslangic kosulu ile birlikte bulahm.
GIRDI: | sinir; T maksimum zaman; o sabiti;
m >3, N >1 tamsayilari
CIKTIL: Heri=1,...m-1vej=1..,N icin
u(xi,tj)yew; ; yaklasimlari



CRANK NICOLSON METODU
ALGORITMASI

Step 1 Seth =1/m;

k=T/N:
A= a’k/h?;
Wy — U.
Step 2?2 Fori=1..... m— 1 setw; = f{ih). (Initial values.)

(Steps 3—11 solve a tridiagonal linear system using Algorithm 6.7.)

Step 3 Setl, =14+ 4;

uy = —r/(2).
Stepd Fori=2,....m—2setl, =1+ x4+ ru; /2
u; = —Af(21).
Step 5 Setl,_ =1+ A —|—;'..Hm_2f2.

Step 6 Forj=1....,N do Steps 7—11.
Step 7 Sett = jk: (Current t;.)

B A
L] = (]_l]wl_l_ngjl /lf[

Step 8 Fori=2...., m — 1 set

A
Zi= (1 —A)w; + E('LUH] —+ wyiy +Z£—1)] /fa-

Stepg Setwy, | = Zm_1-

Step 10 Fori=m—2,....1setw; = 7; — ujw;, .

Step 71 OUTPUT (r): (Nofe: t = t;.)
Fori=1,...,m— 1 setx = ih;

OUTPUT (x, w;). (Note: w; = w;;.)
Step 12 STOP. (The procedure is complete.)



CRANK NICOLSON METODU
ALGORITMASI

Ornek 2. &u
ot

ISt denklemini
u(0,t)=u(@t)=0, t>0
u(x,0)=sin(zx), 0<x<1

kosullan ile birlikte h=0.1 ve k=0.01 i¢in Crank
Nicolson metodunu kullanarak ¢ozunuz.

o°u
(x,t)——z(x,t) =0, O<x<1t=>0
OX



