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Kuadratik Yiizeyler
Uzayda Ikinci Dereceden Yiizeyler

Yiizeyi, 3 boyutlu Oklid uzaymda (z,y,2) koordinatlar arasmda bir
F(z,y,z) = 0 esitligini saglayan noktalarin kiimesi olarak ele almigtik.
Eger yiizeyi tanimlayan F bagmtisi (z, vy, 2) degiskenlerine gore ikinci derece-
den bir denklem ise, diger bir ifadeyle,

F(z,y, 2) := Ax?+By?+C2?+ A7y + Birz + Cryz+Asx + Boy + Ca2

+D =0
1se elde edilen yiizeve kuadratik yiizey ad1 verilir.

Silindirik yiizeyler, elipsoidler ve bunlarin bir 6zel hali olan kiire yiizeyi,
koni yiizeyleri, paraboloidler ve hiperboloidler temel kuadratik yiizey érnek-
leridir.

Koniklerde oldugu gibi kuadratik yiizeylerde de 1.derecen olan terim-
ler yiizeyin merkez noktasmin (eger meveut ise) segilen koordinat sistemi-
nin baslangi¢ noktasmdan farkh bir nokta olmasidan kaynaklanan terimler
olup verilen koordinat sistemine bir 6teme hareketi uygulanarak bu terim-
ler yok edilir. Capraz terimler ise eksenlerin koordinat eksenlerinden farkh
dogrultularda olmasimdan kaynaklanan terimler olup meveut koordinat sis-
temine bir dénme hareketi uygulanarak bu terimler yok edilirse yiizeyin
standart denkleminin ifade edildigi veni bir koordinat sistemi alinabilir. Biz

bu dersimizde standart denklemi yvani

(0.0.1) F(r,y,2) = A2 + By’ +C22+ D=0

1
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denklemi ile verilen yiizeyleri ele alacagiz. Bu denklemde gerekli iglemler

uygulayip a, b ve ¢ sayilarn bulunarak (0.0.1) denklemi

2 2 2

2 _y |

0.0.2 TV £Z g
( ) 2TETa

w2

esitligine doniistiiriilerek yiizeyin standart denklemi elde edilir. Burada
katsayilarm biiyiikliigiine ve isaretlerine bakilarak cesitli yiizeyler tanim-
lanabilir.

* Kuadratik Yiizey Ornekleri

0.1. Elipsoid
2 ZZ

(0.0.2) denkleminde katsayilar pozitif yani e — b_2 - 2= 1 esitligi

ile tammmlanan yiizeyde a, b ve ¢ sayilarmin birbirinden farkh -sayllar olmasi
durumunda yiizeye elipsoid adi verilir. Bu durumda yiizeyin herhangi bir
diizlem ile arakesit egrisi bir elips oldugundan yiizeye bu isim verilmistir.
Elipsoidin koordinat diizlemleri ile arakesit egrilerini bulmak i¢in (0.0.2)

esitliginde

2 22
r = 0 ahnirsa Oyz diizleminde 5 + — =1
b c

elipsi,

2]
3]

y = 0 almirsa Ozz diizleminde T—g + 2—2 =1
a c

elipsi ve

2

2
r + LA elipsi elde edilir.

z = 0 almirsa Oxy diizleminde 5
a b2

Elipsoidin Ozelikleri,
* Bir elipsoid merkez noktasina, koordinat eksenlerine ve koordinat diiz-

lemlerine gore simetriktir.



Elipsoid 3

* Bir elipsoidde a,b ve ¢ sayilarimdan ikisi esit ve iiglinciisii bunlardan
farkli ise yiizeye ddnel elipsoid veya spheroid adi verilir. Bu yiizey bir elipsi
uzunlugu farkh olan ekseni etrafinda dondiirerek elde edilir.

* Bir elipsoidde a = b = ¢ = r ise ylizey bir kiire yiizeyidir.

Spheroid ve kiire yiizeyi aym zamanda birer dénel yiizeydir.

Ornek 1: r2+4y?+22%2 —1 = 0 esitligi ile verilen yiizeyin cisini belirtip

geklini ¢izelim:

Verilen denklemin standat hali z
2

%

2
o
v

2 (2)?
V3 Y

dir. Burada a =1, b= % ve ¢ = TQ olup bu

+ —1

3]

1

bl
2
%

sayllar birbirinden farkhh oldugundan yiizey =
bir elipsoiddir.
* Blipsoidin Parametrik [fadesi >
2 2 2 =
T Y 2z .
—+=5+—==1..(1
a? o b2 N c2 (1)

esitligi ile tamim lanan bir elipsoid igin

yiizey iizerinde bir P(x,y, z) noktasi alalim.

y?

e 1 olup

2

T

z=0i¢in (1) esitligi —
icin (1) esitligi a2+

bir elips géterir. Buna gore,

OP dogrusunun egim acisina u dersek P noktasimin koordinatlan

P(a cosu,b sinu,0) olur.

z # 0 ise OP dogrusunun Ozy diizlemi ile yapmis oldugu agivi v dersek

z = ¢ sinv olup P noktasmin koordinatlar, diger bir ifadeyle elipsoidin
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parametrik ifadesi
(0.1.1) o(u,v) = (acosucosv,bsinucosv, e sinv)
olarak bulunur. Buna gére Ornek 1 de verilen elipsoidin parametrik ifadesi,
1. 2 . .
d(u,v) = (cosucosv, 5 Sinucosv, —- sin v) dir.
0.2. Hiperboloid

0.2.1. Tek Kanath Hiperboloid. (0.0.2) denkleminde katsayilardan
2 2 2
T

biri negatif yani —2 - g—2 -~ % = 1 esitligi ile tammlanan yiizeydir.
a -
Bu esitlikte
. y? 22 z
x = 0 almirsa Oyz diizleminde ~ — =1
b2 o2
hiperbolii,
2 22
y = 0 almrsa Ozz diizleminde — — — =1
a &
hiperbolii ve Y
22 o2 T
z = 0 almirsa Ory diizleminde — + b_2 =1

elipsi elde edilir.
Burada a # b i¢in yiizey eliptik, a = b ise dinel yiizeydir.

0.2.2. Cift Kanathh Hiperboloid. (0.0.2) denkleminde katsayilar-
2 2 2
dan ikisi negatif yani ? + y -

[ZE-E

—1 esitligi ile tamimlanan yiizeydir.

Bu esitlikte
2

2
. . z vy
x = 0 almrsa Oyz diizleminde 2 g 1 .
hiperbolii ve < ?
22 g2
y = 0 almrsa Orz dizleminde — — — =1
c a
hiperbolii elde edilir. I

Y
|z] # 0 olmak zorundadir (neden?) :1/

Burada b # ¢ icin yiizey eliptik, @

b= e ise dinel yuzeydir.




o

Hiperboloid

0.3. Paraboloid

0.3.1. Eliptik Paraboloid. (0.0.2) denkleminde degiskenlerden biri
2 2

T
l.dereceden yani z = — + ?;_2 esitligi ile tammlanan yiizeydir.
a

Bu esitlikte =
L v’
r = 0 almrsa Oyz diizleminde z = b_2
parabolii,
2
T
y = 0 ahmrsa Ozz diizleminde 2 = —
a Y
parabolii ve T
x2 g2
z=c>0ahmrsa — + b_Q = ¢ elipsi, yani Oxy diizlemine paralel olan bir
a

diizlemde yatan ve orijine z = ¢ br uzakhkta bir elips elde edilir. Bu nedenle
yiizeye eliptik paraboloid ad1 verilir.

Parabolodin Ozelikleri,

* z eksenine, Ozz ve Oyz diizlemlerine gore simetriktir.

* a = b ise bir diénel yiizeydir.

Bu yiizey bir parabolii asal ekseni etrafinda dondiirerek elde edilir.

0.3.2. Hipebolik Paraboloid. (0.0.2) denkleminde degiskenlerden
2 2

T
biri 1.dereceden ve bir digerinin katsayisi negatif yani 2 = — — 5l esitligi
a

ile tammmlanan yiizeydir. Bu esitlikte

x = 0 almirsa Oyz diizleminde
2

1
—';—2 parabolii,

1]
|

y = 0 almirsa Ozz diizleminde
2

T
— parabolii elde edilir.
a

4
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0.4. Koni Yiizeyleri

Koni yiizeyi (0.0.2) denkleminde sabit terimin sifir ve degigskenlerden birinin

katsayis1 negatif (6rngin z’nin katsayis1 negatif ise) a'—z - g—j = i—z esitligi
ile tammlanan yiizeydir.

Bu esitlikte £

r = 0 almrsa Oyz diizleminde z = :ng

dogrular,

y = 0 almrsa Ozxz diizleminde z = F—x Y

]

dogrular ve
) 2 2

| | l 3’, + y l| . .

z = |e| almirsa — + = = ¢ elipsi, yani
a2 2 PsL, ¥

Oxy diizlemine paralel olan bir diizlemde yatan ve orijine z = ¢ br uzakhkta

bir elips elde edilir.

Konin Yiizeyinin Ozelikleri,

* Orijin noktasma, koordinat eksenlerine ve koordinat diizlemlerine gire
simetriktir.

* a # b ise yiizey eliptik koni,

* a = bise dik dairesel koni yiizeyi (veya donel koni) adi verilir.
Bu viizey orijinden gecen bir dogruyu z ekseni etrafinda dondiirerek elde

edilir.

0.5. Silindirik Yiizeyler

Uzayda verilen bir dogruya paralel olan ve diizlemsel bir egriden gegen
dogrularm olusturdugu yiizeylerdir.
0.5.1. Dairesel Silindirik Yiizey. (0.0.2) denkleminde degiskenler-

den ikisinin katsayisi esit ve {iciincii degiskenin katsayisi sifir olan érnegin



Silindirik Yiizeyler

a="b=ri¢n 22+ y? = r? esitligi ile tammlanan yiizeydir.

Bu esitlikte

x = 0 alinirsa Oyz diizleminde y = Fr
dogrular ve

y = 0 almirsa Ozz diizleminde » = Fr
dogrulan elde edilir.

Bu dogrular z eksenine paralel dogrulardir.

1].‘.‘/

IE———

JAN

_—

0.5.2. Eliptik Silindirik Yiizey. (0.0.2) denkleminde degigkenler-

2

. * * an il b . . . 1: .
den birinin katsayis1 sifir olan érnegin 2’nin katsaysi sifir igin — + -5 =1
' a

esitligi ile tammlanan yiizeydir.

Bu esitlikte

x = 0 alinirsa Oyz diizleminde y = Fb
dogrular1 ve

y = 0 almirsa. Ozz diizleminde » = Fa
dogrulan elde edilir.

Bu dogrular 2 eksenine paralel dogrulardir.

0.5.3. Parbolik Silindirik Yiizey.

(0.0.2) denkleminde degiskenlerden birinin

katsayisi sifir ve biri 1.dereceden olan érnegin
2

. .. €T e
2’'nin katsayis1 sifir icin y = — esitligi ile
P L

tammlanan yiizeydir.

b

~J

ﬂy

i
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—

1

J
S



Analitik Geometri

0.5.4. Hipebolik Silindirik Yiizey.

(0.0.2) denkleminde degiskenlerden birinin

katsayisi sifir ve digerinin negatif olan érnegin
: legatil L

’ . . . . . . _ o (_ o 4 . . e

z'nin katsayisi sifir icin i i 1 esitligi

ile tammlanan yiizeydir.




DIZIN

Dénel Elipsoid: Spheroid, 3
Dénel Koni (DDKY), 6
Dénel Paraboloid, 5

Elipsoid, 3
Eliptik Koni Yiizeyi, 6

Hiperboloid (Cift Kanath), 4
Hiperboloid (Tek Kanatlh), 4

Kuadratik Yiizey, 1

Paraboloid (Eliptik), 5
Paraboloid (Hiperbolik), 5

Silindirik Yiizey (Dairesel), 7
Silindirik Yiizey (Eliptik), 7
Silindirik Yiizey (Hiperbolik), 8
Silindirik Yiizey (Parabolik), 7



