e en diisﬁ}( degeril.l.i .l.cmsil ctinck i'lz_cn.:. cogm.ﬂukln canlt renklerde gosterilir.
gagliklt bir ?nlsamll gOZ'U k'““'?" Ve el bplg,'clcrl kf)lzllyhkln seeebilir ve bu sekilde
akis szelligmin yuk§0k V?Y‘} diigiik degerli bolgelerinin yeriai tespit edebilir. HAD
ile olugturulmus giizel resimlerden dolayt, hesaplamali akigkanlar dinamigine

4 . - ar dine 1031°? .
pazen wrenkli akigkanlar dinamigi” de denir,

44 » DIGER KINEMATiK TANIMLAMALAR
aiskan Elemanlarinin Hareket veya Deformasyon Sekilleri

Ak1$kalllar mekaniginde, kati mekaniginde oldugu gibi bir eleman dort temel tip
parekete veya defonPasyona ugrayabilir. Bunlar Sekil 4-34’te gosterildigi gibi:
(a) Btelenme, (b) dinme, (c) dogrusal sekil degistirme (bazen uzama sekil
degistirmesi denir) ve (d) kayma sekil degistirmesi olarak siralanur. Tiim bu dért
tip hareketin veya deformasyonun ¢ogunlukla ayni anda meydana gelmesinden
dolay1 akiskanlar dinamigi alaninda ¢alismak oldukga zordur. Akiskan elemanlari
giirekli hareket halinde ofduklarindan, akigkanlar dinamiginde akiskan elemanlaninin
hareketlerinin veya deformasyonlarinin birim zamana gore tarif edilmesi daha
uygundur. Burada ozellikle /uz1 (birim zamandaki 6telenmeyi), actsal hiz1 (birim
zamandaki donmeyi), dogrusal sekil degistirme hizini (birim zamandaki dogrusal
sekil degistirmeyi) ve kayma sekil degistirmesi hizim (birim zamandaki kayma
sekil degistirmesini) tartisacagiz. Akis hesaplamalarinda kullanigli olabilmeleri
icin bu deformasyon hizlarini, hiz ve hizin tiirevleri cinsinden ifade etmemiz
gerekir.

Otelenme ve donme, bilardo toplari gibi kat1 cisimlerin hareketlerinde yaygin
olarak gozlemlendiklerinden kolayca anlagilabilir (Sek:l 4-1). Ug-boyutta birim
zamandaki otelenmeyi tam olarak tarif edebilmek i¢in bir vektore ihtiyacimiz
vardir. Bu birim zamandaki dtelenme vektorii, matematiksel olarak iz vektorii
seklinde tanimlanir. Kartezyen koordinatlarda hiz vektorii,

Kartezyen koordinatlarda birim zamandaki Gtelenme vektorii:

V=ui+uvj+wk (4-19)

olarak tarif edilir, Sekil 4-34a’da, akiskan elemam pozitif yatay yonde (x-ydniinde)
hareket etmistir; bu yiizden » (ve w) sifir iken u pozitiftir.

Bir noktada birim zamandaki déonme (acisal hiz), baslangigta bu noktada kesisen
iki dik ¢izginin birim zamandaki ortalama dénmesi olarak tanimlanir. Omegin Sekil
4-34bde baslangigta kare seklindeki akiskan elemaninin sol-alt kosesindeki noktayi
g6z 6niine alalim. Sol ve alt kenar bu noktada birbirleriyle kesigmektedir ve baslangigta
bu iki kenar birbirlerine diktir. Bu gizgilerin ikisi de matematiksel olarak pozitif yon
kabul edilen saatin tersi yoniinde dénmektedir. Bu iki cizgi arasindaki ag1 (veya bu
akigkan elemani tizerinde baglangigta birbirine dik olan herhangi iki nokta arasindaki
ag1), sekilde gdsterilen kati cisim donmesinden dolay1 90°de sabit kalacaktir. Bundan
dolayy, her iki gizgi de ayn1 oranda donecektir ve diizlem iizerinde birim zamanda
meydana gelen donme, dogrudan o diizlemdeki agisal iz olacaktir.

Daha genel olarak, ancak hala iki-boyutta kalmak iizere (Sekil 4-35), akiskan
Pargacigy dénerken otelenir ve deformasyona ugrar ve birim zamandaki donme bir
Onceki paragrafta verilen tamima gore hesaplanir. Bunun igin xy-diizleminde f,
baslangig aninda birbirine dik olarak P noktasinda kesisen iki gizgi (Sekil 4-35’teki
4 gizgisi ve b ¢izgisi) ile baslayalim. dt = t, — t, sonsuz kii¢iik zaman diliminde

60 70 Simetri dizlemi
)

SEKIL 4-33

Bir bloga ¢arpan akistan kaynaklanan basing
alaninin HAD hesaplamalan ile olusturulmus
kontur gizimleri; (@) dolu gri 6l¢ekli kontur
¢izimi (b) basing degerlerinin Pa (pascal)
biriminde gosterildigi kontur gizgisi ¢izimi.
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V!
a

(o) BN

SEKIL 4-34

Akigkan elemantnin temel hareket veya
deformasyon sekilleri: () Stelenme, (b) donme,
(¢) dogrusal sekil degistirme ve (d) kayma sekil

degigtirmesi.

a gizgisi

1, anindaki
akigkan elemamn

u

y
a gizgisi ‘

t; anindaki
X

akigkan elemani

SEKIL 4-35

Sekilde izildigi gibi otelenen ve deforme olan
bir akiskan elemani igin P noktast etrafindaki
birim zamandaki donme, baglangigta birbirlerine
dik olan iki ¢izginin (a gizgisi ve b ¢izgisi)
ortalama donmesi olarak tanimlanir.

donen ve hareke
ve b gizgisi @, aG1S1Y
hareket eder (¢izimde her
pozitif yonde gésterﬂmist

Sekil 4-35 teki akigkan elemaninin P no

w'yl a,
4-20nin sag tarafinin isp

t eden bu iki cizgiyl takip edelim. £, ani
{a doner ve her iki cizgi de seki

iki a1 da radyan olarak v rilm
ir). Boylelikle (o, + )/
Je birim zamandaki dénme ya da agisal

¢ xy-diizlemin
tiirevidir:

éls1n1n zaman gore S
ktas etrafinda birim z

(B‘_i_"z) Yol (ﬂ _
SR MG
ve a, agilan yerine u ve ¥ hiz bilesenleri cinsinden
ati alistirma olarak size birakilmustir.
deki bir nokta etrafinda birim za
lamamz gerekir. Clinkii, birim z
biiyiikliigii her bir boyutta birbirinden farkli olabilir. Ug bo
Jdémme vektoriiniin tiiretimi Kundu (1990) ve White (1991)gibi
mekanigi kitabinda bulunabilir. Birim zamandaki donme v

vektoriine esittir ve Kartezyen koordinatlarda asagidaki gibi
Kartezyen koordinatlarda birim samandaki dénme vektorii:

ow ov\- 1 [ou aw\ = aw
(sy' 7 55)'*5(& % 5;)“' (& B
Dogrusal sekil degistirme iz, birim uzunluk basina birim za
gelen uzunluk artisy seklinde tammlanir. Matematiksel olarak, bir 2 1
dogrusal sekil degistirme hizi, iizerinde dogrusal sekil degistirr
dogru pargasinin baslangig yoniine baghdir; bu yiizden, skaler v
biiyiikliik olarak tammlanamaz. Bunun yerine dogrusal sekil degis ir
yonil seklinde keyfi bir yonde tanimlayahm. Omegin, Sekil 4-36'd
pargasmin baslangigtaki uzunlugu dxq’dir ve sekilde gosterildigi gi
pargasina uzamaktadir, Verilen tammdan hareket ederek ve Sekil 4-36'd
kullanarak, x. -yoniindeki dogrusal sekil degistirme iz,

g 0
aa dt PQ

Xe - yoniinde P'Q’"niin uzunlugu
N

d
Wesol

¢ boyutta, akis igerisin
dénme igin bir vektor tanim

L
g

]
Sren:
2

fa-yénﬂnd:?’ﬂ’nﬂﬂﬂﬂﬂm
I

dx

”

( ou
TS

dx

~

dxa) dt + dxd_ ua dt

a

a

S a

dx,
S —
Xa - yontnde P Q" niin uzunlugu

:Larak. ifade ed.iliir.. Kartezyen koordinatlarda xq-yOdnii, nornx
seninin her birinin y6nii olarak alinr, ancak bu yonlerle kisitit

Kartezyen koordinatlarda dogrusal gekil degistirme hizt:
_w

_du
o e P
%= 5y

ox

£ =§\1’.
0z

XX Su



Daha genel halde, S(_:kil 4-35’te gosterildigi gibi akiskan elemam hareket ederke
defom\asygna da U{gr:'».\r. Denklem 4-23’iin bu genel durum igin de hala ge {1
oldugunu gosterme 151 alistirma olarak size birakilmigtir e
Tel ve gubuk gibi kati cisimler cekildiklerinde R e

B e ceime yons d'q lk.lvcnndc uzar. Boyle cisimlerin bir yonde
I o Eeryonde veyayDnlerde biiziildiiklerini
mﬁhendlsllk mekanigi dersinizden hatirhyor olmalisimz. Bu dumm‘ akigkanlar
mekaniginde de aymdir. Sekil 4-34c’de, ilk basta kare seklinde olan akiskan
clamant, yat?y y-o.nd.e uzamakta ve diisey yonde biiziilmektedir. Bu durumda
dogrusal gekil degistirme hiz1 yatayda pozitif, diigeyde negatiftir

Akag stkigtirilamaz 1se, akigkan elemaninin net hacmi sabit kalmalidir. Bunun ;
sonucu ?1arak, eleman bir yonde uzadiginda bunun dengelenmesi igin diger yonde
(veya yonlerde) buna uygm oranda biiziilmelidir. Ote yandan, Szkw[;m?ghf[j;- bir
akiskan elemaninin hacmi, yogunlugu azaldikca veya arttikca; sirasiyla, artar veya
azalir. (Akiskan elemaninin kiitlesi sabit kalmalidir. Ancak p = m/V oldugundan xq gibi keyfi bir yondeki dogrusal sekil
yogunluk ve hacim birbirleriyle ters orantili olarak degisir.) Omegin birb'l' di degistirme hizt, DU yonde birim uzunluk bas2
i erisinde sﬂ(lstlrllmakta olan hav D e g silindir birim zamanda meydana gelen uzunluk artist
¢ | 3 & - par.qasm‘ gdz oniine alalim (Sekil 4-37). olarak tanimlanir. Dogru pargast fasalyor
A¥(l$kan elemaninin YOgUIﬂ_ugu artarken, kiitlesi korunacak sekilde hacmi azalacaktir. olsaydi dogrusal sekil degistirme hizi negatif
Bir akigkan elemanimin birim hacim basina, birim zamanda hacminde meydana olurdu. Burada, pozitif bir sekil degistirme hiz1
gelen artis hacimsel sekil degistirme iz olarak adlandinlir. Bu kinematik ozellik doguran PO dogru parsasiin PG 18
hacmin arttig durumlar igin pozitifolarak ¢ | i J Bt »  pargasina uzamasini incelenmektedir. dxq ve dt
§ 3 ! : animlanir. Hacimsel sekil degistirme  sonsuz kiigik olduklarindan, hiz bilesenleri ve

hizinin bir €$ an 151 C_1a hacimsel genisleme (dilatasyon) huzidir. Los 15182 maruz mesafeler birinci-mertebede kesilmistir.
kaldiginda goziiniizdeki ir1s tabakanin nasil biiytidiigiint (genisledigini) diigiinerck
pbunu kolaylikla hatirlayabilirsiniz. Hacimsel sekil degistirme hiz1, birbirine karstlikli
olarak dik olan Ug yondeki sekil degistirme huzlarnin toplami olacaktir. Boylece
Kartezyen koordinatlarda (Denklem 4-23) hacimsel sekil degistirme hizi,

SEKIL 4-36

Kartezyen koordinatlarda hacimsel sekil degistirme hizt.

v 06y B
WDt \.odt OBV Z i G {0y & 9z

olur. Denklem 4-24’teki D gosterimi, bir akigkan elemanini izleyerek hacim
hakkinda konustugumuzu vurgulamak i¢in kullanilmigtir. Bagka bir deyisle,
Denklem 4-12°de oldugu gibi, akigkan elemannin maddesel hacmini ele aliyoruz.

(4-24)

Sikistirilamaz bir akista hacimsel sekil degigtirme hiz: sifirdir.

Kayma sekil degistirmesi hizinin tarif edilmesi ve anlagiimas1 daha zordur. Bir
noktadaki kayma sekil degistirmesi hiz1, baslangigta bu noktada kesigen iki dik
¢izgi arasindaki agida birim zamanda meydana gelen azalmann yarist olarak
tanimlanur, (Yansidir dememizin nedeni, ileride kayma sekil degistirmesi z1 ile
dogrusal sekil degistirme hizini bir tensor altinda birlestirdigimizde daha iyi
anlasilacaktir.) Omegin Sekil 4-34d’de kare seklindeki akigkan elemaninin sol-
alt ve sag-iist koselerinde baglangigta 90° olan agilar azalmaktadur; bu durum pozitif
bir kayma sekil degistirmesi tammndan kaynaklanmaktadir. Ote yandan, kare
scklmdekl akigkan elemaninin sol-tist ve sag-alt koselerindeki agilar, baglangigta
Kare seklinde olan akiskan eleman sekil degistirdikge artmaktadir; bu da negatif
birkaymasckxl degistirmesidir. Bundan dolay1, kayma sekil degistirmesi mzinn

Hava

SEKIL 4-37
Bir piston silindir diizeneginde sikistiriimakta
A, 3 L T lan hava.Silindirdeki manin i
skaler bir biiyiikliik olarak (arif edilemeyecegi gibl vektorel bir bitytklik o az:?m:;t“:ﬁe;ﬂ;‘ﬁthm\; ?::ill
ktir. Daha dogrusu, kayma sekil degistirmest deistirme hiz: negatiftr.

ak da tarif edilemeyecegi a¢1
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I anindaki

a gizgisi u
h anindaki Y.

akigkan elemant

SEKIL 4-38

Sekilde gizildigi gibi, otelenen ve sekil degistiren
bir akiskan elemani igin P noktasindaki kayma
sekil degistirmesi hizi dik iki gizgi (a ¢izgisi ve
b cizgisi) arasindaki agida birim zamanda

meydana gelen azalmanin yarisi olarak
tanimlanir.

[ v )
A R

SEKIL 4-39

Otelenme, donme, dogrusal sekil degistirme,
kayma sekil degistirmesi ve hacimsel sekil
degistirmeyi gosteren bir akiskan eleman.

akigkan elemani

sel bigimde tam olarak tanlf
likleri erekir. Kartezyen KOOTGIUAT<
ot bunlarla kisitli da de

ecimdir, ancak b ! da de
lemanini ele alalim. Sekil 4-38’de

sekil degistirmektedir. Baslang
ve y-yénlerinde, sirastyla a gizgl
L 7/2’den (yani 90°’den)

hizimin matematik
olan iki yondeki 0z€
bu is igin en agikar s
boyutlu bir akigkan €
zamanla otelenmekte ve
olarak dik iki ¢izgiyl (x- i

delim. Bu iki gizgi arasin a¢ ani 90°den),
fle belirtilen a(;:;a azalmaktadir. x- ve y-yﬁnlex_'m'de baslangi
cizgiler igin P noktasmdaki kayma sekil degistirme hizinin,

x- ve y-yonlerinde baglangigla birbirlerine dik olan cizgiler igin kayma

b _.._.l(@f.;_-a_"ﬁ):
Ey =" 2T 2\gy ox

seklinde verilebileceginin ispati alistirma olarak size bnra'lu.: n
kolaylikla ii¢ boyuta genigletilebilir. Boylelikle kayma sekil d

Kartezyen koordinatlarda kayma sekil degistirmesi hizt:

= NG L EE DN T N

olarak elde edilir. Son olarak, dogrusal sekil degistirme hiz1 v
degistirmesi hizin1 matematiksel olarak sekil degistirme iz t
ikinci mertebeden simetrik bir tensor altinda birlestirebiliriz. Sekil deg
tensérii Denklem 4—23’iin ve 4-26’1n bir birlesimidir:

Kartezyen koordinatlarda kayma sekil degistirmesi hizi tensérii:

Ju 1 (Bu Bv) 1 (au
S ~ (£ (==
Ox 2\dy Ox/ 2\0z
gl e N E . l
Ejj = B_\'.x B_\,). S_\,: — 5 (51{‘ + a—u> _U = (Q +
. Thy €2, : ax y dy 2\az
—(i+@) z(a_w+a_=»_) aw
2 \dx | dz/ 2\ oyar dz

Kayma gekil degistirmesi hiz1 tensorii, tensér degismezleri (inva!iym
kurallan ve ana eksenler gibi tim matematiksel tensor kurallarina uy: r

Sekil 4-39, sikistirlabilir bir akiskan akisindaki tiim olas: hareks
degistirmelerin bir arada oldugu genel bir durumu (iki-boyutlu o
gostermektedir. Bu anlamda; 6telenme, donme, dogrusal sekil de " T
?ekil degistirmesi vardir. Bunun yaninda, akisinin mk;shnlabilirﬁﬁ%
o'Furii l}a(.:ir_nsel sekil degistirme hiz1 da (dilatasyon) vardir. Sllﬂd&
dinamiginin kendine 6zgii karmasikhigini ve akiskan aklsl
tanimlayabilmek igin gerekli matematiksel derinligi daha iyi anlamlg

ORNEK 4-6 I__ki-quullu Bir Akista Kin,amatik
Ozelliklerin Hesaplanmasi |

Ornek 4-1'deki daimi, iki-boyutlu hiz alanini 06z dniine aliniz:
V=(u,v) =05+ 08 x)i + (1.5



ik zaman s ve hizlar m/s birimindedir. §

uklar m, 2 I, . Sekil 4-40"a gosterildigi gibi

: “mdumk‘::fl v:‘ran. Aynca akigin akim gizgileri de Sekil 42%‘1;

e v:,h rim zamansiaki donme, dogrusal sekil degistirme

W“ A acimsel sekil degistirme hizi gibi gesitli kinematik
2. Akigin sikistinlamaz oldugunu gdsteriniz.

an bir hiz alaninin baz: kinematik ozelliklerini .

dugunu Ssrachyr zelliklerini hesaplayacagiz ve akig alaninin
aii?rir. 2 Akig iki-boyutludur, yani hizin z-bilegeni yoktur ve u veya
19 ile verilen birim zamandaki dtelenme, Denklem 1 ile verilen hizin

i)

dtelenme:: u=05+08 v=15—-08 w= 0 @ ;
SEKIL 4-40

donme ise Denklem 4-21'den hesapl

; anir. : : B

vene unedewv zile degistiginden, biri : ) Cl'urElmda} .her yerde Ornek 4-6"daki hiz alanina ait akim gizgiler!-

i UL sifirdan Durma noktast x=— 0.625mvey= 1.875
m’deki daire ile géstcrilmistir..

yoniindedir. Bdylece,
{;’j oo l _a_li au o 1 7

" h Bx—:—B_y k=5(0—0)k=0 3)
kan par:.;amkl‘anmn hareket ederken net bir donme yapmadikiar
i bir bilgidir, bu bdlimde leride ve aynca Bliim 10'da daha detayh

eﬁistmm ‘_hlz‘!an Denklem 4-22 kullanilarak herhangi bir keyfi yonde
1 4-23'ten x-, y-ve z-yonlerindeki dogrusal gekil degistirme hizlan,

35! =
Diidy o S bl
akigkan pargaciklannin x-yoniinde uzadigi (pozitif dogrusal

yoninde biizildigd (negatif dogrusal gekil dedistirme hizi)

Dbaglangicta (0.25, 4.25) noktasinda bulunan kare geKlindeki
ndigi Sekil 4-41'de gosterilmistir. Denklem 2'yi zamana
55 sonunda igaretli akigkan pargasinin dort kosesinin
on gordiigil gibi bu akigkan pargasl x-yoninde

iki-boyutlu oldugundan,
diizleminde olur.

SEKIL 4-41

Omek 4-6’daki hiz alanina gore 1.5 5’lik zaman
periyodu boyunca hareket ettirilmis olan,
baslangigta kare seklindeki akigkan pargasimn
sekil degistirmesi. Durma noktas1 x=—0.625
mvey=1875m deki daire ile gdsterilmis ve
‘ " birkag akim gizgisi izilmistir
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SEKIL 4-42
Vektorel bir carpimin yoni sag-el Kurah ile

pelirlenir.

SEKIL

Cevrinti vektdrii

agisal h

4-43
dénen bir akigkan pargaciginin

1z vekioriinin iki katina egittir,

maktadir. dumm,x-ve_
yondekl (iki-boyutlu) sekil

(s,x E5ViL ((!3
= (15 0

nleri keyfi bir a6t ile dond
eksenler olmazdi Ve sekil degigtirme hizi tensorinde
farkh olurdu. Ana eksenleri, maksimum kayma sam

Mohr dairelerini kullandi§iniz miihendislik mekanidi (
eksenleri hanﬂamlssmnzdw. Benzer OZU

geklinde olur. E@er ekse

Gevrinti ve Diin'umlul'\ik

Bir akigkan elemaninin
(Denklem 4-21e bakiniz).
analizinde piiyiik onem tasit- Matematiksel olarak
seklinde tapimlanan cevrinti vektoriinden bahsediyoruz:
Cevrinti vektorii: Z = e x V= curl(V)
Cevrinti yektorinin fiziksel olarak, vektorel garpim igin Kkullank
ile yontini séyleyebilirsiniz (Sekil 4-42)- Cevrinti igin Kkullamlan
Vunanca’ daki zeta’dir. Bu semboliin tim akigkanlar mekanigi Kit?
olarak olmadigi not edilmelidir. Bazl yazarlar halen Yunan
(), bazilan da Kiiciik omegay (@) Kullanmaktadir. Bu Kitapta, bir ake
birim zamandaki donme vektorini (agisal hiz vektorunil) gd
kullandik. Birim zamandaki donme vektorii gevrin i
oldugu gorulir:

Birim zamandaki donme vektorii:

S ol

Buna gore gevrinti, bir akigkan pargacigint

bigimde ifade etmek gerekirse,

Gevrinti, bir akigkan pargaciginin agisal hizinin ki katina esittir (Gekil

Akig alamindaki bir noktada gevrinti sifir degilse, uzayda 0
a:fﬁkan Qarqacx@ donmektedir ve bu bolgedeki akis donimli
kgn.;' $e.kﬂde, akls alamnin bir bolgesinde gevrinti sifir ise (veya

ciik ise), bu bolgedeki akigkan pargaciklart donmez V€ aku
at.)c‘lllarlx{dmlir. Fiz.iksel olarak, doniimli bir akis bolgesindeki
yaka:nis §>olge§1 boyunca devamh donerek hareket eder. U

\ndaki viskoz simir tabaka igerisindeki akigkan argaciklart
nedenle cevrintileri sifirdan farkly), suur tabakansm dlsp;!ﬂs. :


User
Vurgu

User
Vurgu


Akigkan pargaciklar dénmemektedir

s /@ : J_@_ : SEKIL 4-44
s e e Déniimlii ve doniimsiiz akis arasindaki fark;

doniimlil bir akis bolgesindeki akigkan
déner, doniimsiiz bir akis

elemanlart
e donmez.

Akigka 5 )
skan parcaciklar donmektedir  bolgesindeki akigkan pargaciklarl is

Ceper

ale gevrintileri sifirdir). Her iki durum da Sekil 4-44’te

In Qg_nmesme;l art' izleri, sinir tabakalar, tiirbomakinalar
ypresorler vb.) igerisindeki akislar ve 1s1 gegisli akislard
elemaninin gevrintisi; viskozitenin, iini Sl
e ; viskozitenin, iiniform olmayan 1sitmanin
hger” umf‘om-\_ olmayan olaylarin etkisi diginda degismez.
nmsw bl{ b:)lgede baslams ise, tiniform olmayan bir
ye lf:a.dar doniimsiiz olarak devam eder. Ornegin sakin SEKIL 4-45
ir girise giren hava donumsﬁlzdiir ve yoriingesi tizerinde xy-diizlemindeki iki
adif1 veya tiniform olmayan bir 1sitmaya maruz kalmadig: vekiorii daima 2-(yada
aevam eder. Eger bir akis bolgesi yaklasik olarak P bayrak sekilli akigkan pargaciklan -
B arcket i femlori, Dol : ey SRR diizleminde hareket ederken saatin tersi yoniinde
e . Boliim 10°da goriilecegi gibi  gonmektedir; gevrintiise gosterildigi gibi pozitif
y L z-yénﬁndedir.
2 (i :jv k)* (x9 ¥, Z) ve (.u’ vy W)’ Denkle

-boyutlu akis igin cevrinti
—z)-yénﬁndedir. Bu

m 4-28 asagidaki

ou ow\ = v ou\-
Par i e k (4-30)
ox 0dy

-boyutlu ise, 2-nz bileseni (W) sifir olur. Bu durumda
511 olmaz. Boylece Denklem 430’ daki ilk iki terim

e (Qg = QE); @-31)
ax dy

Ki-boyutlu oldugunda, gevrint vektoriiniin
masl gerektigine dikkat ediniz (Sekil 4-45)-

SEKIL 4-46




pargastoin sekil dcg'\gt'\rmesi,_ TIC

<P
3

dordulde pirkag akim gizgist de ¢izilmist-

gekilden, akigin doniimlii oldugu agikea
gbr'ﬂlmck(cd'\r.

it
gizininiz Ve puniar irdeleyiniz.

dordilde akisa ait birkag akim gizgisi

hareket ettidi an\asi\maklad\r. Akigkan p
ayni sekil uzerinde gbs\eﬂ\m’xsﬂr: At=0'da akigkan par 2
s'de hareket etmis ve ekl de§\§tirm'\§t'\r ve

cozOMm Verilen hiz alanina sahip aKigin donamid md Y
be\iﬂeyece@iz ye birinci dordilde pirkag ak!
Analiz AKg iki-poyutlu oldugundan D

m
enklem

Cevrinri: E: %‘i = %L;)-]; =(-2y

elde edilir. Gevrinti sfirdan farki oldugundan bu aKig donimiddor. gekil 4-

ye daha fazla sekil de(g'\sﬂrmisﬂr. Ozellikle,

Kismina nazaran saga dogru V€ agad\ dodr
pargasinin x-yoninde uzamasina ve digey

Bunun yaninda, agikea goraluyor ki

yapmakiadir Ve pu da Denklem

irdeleme Denklem 4-29'dan biliyoruz ki,
yansina gsit olan Dir agisal hizda W=

bir rijit-cisim donmesi dedil
Daha detayh bir analiz ile bu aks
akigkan pargasint gosteren gd

Silindirik koordinatlarda, (€, €or
asagdaki gibi genisleti\e‘oil'\r:

5 alaninin sikistiniamaz oldugu 9

\gelendirilmis, alanian her UG durumda 4

¢), (r,

Gizgist gizeceé'\z.
4-31 geger\'\dir.

akigkan parg
u daha fuzh ha

0, 2), V€ ({0

guradan,

- 0);: — - 2yk

_akigkan pargas saat y0
2'nin sonucu ile uyum gos
her bir aki
i donmekedir. @ sabit ol
dir. Daha dogrusu 'y ile dogrusal ©

uo, ul)l m



arda gevrinti vektorii:

dug ¢ %_%)5 +\_ arug)  du
Bz or) ) r\ or —%)E: (4-32)

la iki-boyutlu akis:
Ci= l(aﬂ_el AT
g . (4-33)
SEKIL 4-48

+0-diizlemindeki iki-boyutlu aki§ igin gevrinti

Burada z-yoniindeki birim vektor é.
boyutlu oldugun 5 R
e 321 Lﬁ?!du d'klc:a, qewntl Velf‘to vektorii daima z- (yada _7)-yoniindedir. B
S gl O at ediniz (Sekﬂ 4-48). resimde bayrak sekilli akigkan parmmklan, ro-
diizleminde hareket ederken saat yoninde

iklsll\ Kal'§||a§tll'||m35| danmektedir; gevrinti gbstem?g\ fri‘l;ic;;
1 tiim akislar dontimli degildir. Bu noktay1 agikhga kavugturmak

si de 9-diizleminde dairesel akim gizgilerine sahip olmak iizere,
-boyutlu akis1 g6z pniine alalim:

yt?rine k kullamlmigtir. Akis
riiniin yoniiniin ya z- (yada

Az, daimi ve iki
m donmest: u,=0 ve — (4-34)
= K
e Ve = (4-35)

atli okuyucular, Denklem 4-35’teki ug M,
e bu fiziksel olarak imkansizdir.

itlerdir. (Dikk
i gbz onune almiyoruz.) Her ikl

ygim fark edeceklerdir. Elbett

mak icin orijine yakin bolgey
yal bilegeni sifir oldugundan, akim gizgileri orijin etrafindaki
Her iki akisin da iz profilleri, Sekil 4-49'da akim cizgileri
stir. Simdi, Denklem 4-33"0 kullanarak bu akiglarn her biri
hesaplayalim V€ kargilagtiralim. ,‘
2 \
= l@—(‘—"—r—l — 0)'12 = 20k (4-36)
F\ 07
z’.,-l(?_(.m__o P=0 @-3n
r\ or

kati-cisim donmesine ait gevrinti sifirdan farklidur.
ir sabit piytiklige gahiptir ve agisal hizla aym
' ). A akist doniimliidir. Fiziksel

ondiikee kendi etrafinda

{izerinde donerken
' (b
sinda basit bir SEKIL 4-49
rinde d_c“:‘neﬂérken, (a) Kati-cisim donmesi seklindekd A akigina
_da da donerler. Bu ve® gizgisel gevri seklindeki B akigina ait
e rmdekl gocuklar akim gizgileri ve iz profilleri. A akigl
B ' snimliidar, buna karsin B akigi orijin hari¢

bir vaziyette
g bl X y her yerde donamstzdir.
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(@
SEKIL 4-50

Basit bir andinm (analoj
dairesel akig donme dolaba benzer.

© Robb Gregg/PhotoEdit

i): (a) déniimlii dairesel akis ath karincaya benzerken (b) doi

ORNEK 4-9  Cizgisel Bir Kuyuda Déniimliiligiin Belirler

Cizgisel kuyu denilen basit iki-boyutlu bir hiz alani, z-ekseni boyunca bir iz
dogru emilmekte olan akigkanin similasyonunu yapmak igin siklikla kullan
boyunca birim uzunluk bagina hacimsel debi \//L'nin bilindigini varsayiniz.

y negatif bir biytkliktir. ro-dizleminde iki boyutta,
Cizgisel kuyu: — L 1 =
et - g 520

seklindedir. Akisa it birkag akim gizgisi giziniz ve gevrintiyi hesaplayiniz. Bu akig
mi yoksa doniimsiiz midiir?

COZUM Verilen akis alaninin akim gizgileri gizilecek ve akisin doniimiliigii bel
A’Tf’_"’z Safjece radyal akig oldugundan ve tegetsel akis olmadigindan, tim akim
orulneldolgfu yonlenmis isinlar seklinde olacag anlasiimaktadir. Sekil 4-51'
akim gizgisi gizilmigtir. Gevrinti ise, Denklem 4-33'ten hesaplanir:

Akim gizgileri = () N o 1 -
oy §=;<———-—’ ==('orrrol =Vl =0
SEKIL 4-51 ar 06 r 36 \2mL r
Cizgisel kuyu i¢in rf-diizlemindeki akim o
cizgileri. Gevrinti vektori her

yerde sifir oldugundan bu akig alani déniimsiizdr.
i davlumb.?\z@nn icine dogru olan akislarda oldugu gibi i
vgulamadaki birgok akis, déniimsiiz akig kabuli ile oldu
abilir (Heinsohn and Cimbala, 2003).

4-5 < REYNOLDS TRANSPORT TEOREMI y

Termodin

Irdeleme Giriglerin
emisin bulundugu u
bir bigimde ele alin

amikte ve kat; mekani

lanimlanan sistem (diger ginde gogunlukla belirli bir sabit kﬁﬂe'?l?“.’k

adiyla kapal sistem) ile ¢aliginz. Akigkanlar m



User
Vurgu


Budss

it
mang
g 4108

G Jzapda inceleme igin secilen bir bilge olarak tar
nimlanan bir kontr
rol hacmi

(diger adn{la a‘;“;:.'m?.‘) lle': x.;ahsmak daha yaygindir. Bir proses esnasinda si -
S gt ve seklt degigebilir ancak sistem siurlarindan kiitle gegi:is ln‘ iy
olmaz. Diger

Y‘ndm kon@l h.acmmge e kﬁﬂe*_ ?‘0“"0‘ yiizeyi adi verilen kontrol hacmi
smﬁ'lmndan jgeri veya digari gecebilir. Bunun yaninda kontrol hacmi :) T
acmi bir proses

ggins'mda hareket edebilir ve sekil degistirebilir. Ancak gergek mithendi lik
endisii

@1mglarmm gogunda sabit, sekli degismeyen tiirde kontrol hacimleri s6z

ur.
Sekil 4-52, kutusundan puiskiirtiilen bir deodoranta ait kontrol hacmini ve sistemi

. rormektedir. Pisku i ini '
cktedir Kiirtme islemini analiz ederken, analizimiz igin yapacagimiz

?laSIMbif seqTﬁ.\; ya hareket eden ve s,.fakli degisen akiskan (sistem), ya da kutunun
ic yu.zejzlen 1‘16 sxniflandxrllan hacim (kontrol hacmi) olacaktir Deodorant
..skﬁrmlmesmden dnce bu iki segim de Hzdestir. Kutunun 1 : o
deodoran‘t bo.s.a}.dlgmfia, sistem yaklagiminda bosalan kiitle sistemin bir pargasl
olarak diigtiniilir ve izlenir (ki bu gergekten de zor bir istir) i

o ; Boylece sistemin
Kiitlesi sabit kalir. Kavramsal olarak bu, kutunun piiskiirtme agzina soniik bir balon

takip piiskiirtiilen deodorantin balonu sisirmesine i7in verilmesine es degerdir. Bu
durumda balonun i¢ yiizeyl sistem siirinin bir pargasi haline gelir. Ote yanéan
Kkontrol hacmi yaklasmnnda (crkas agzindaki 5zellikleri harig) kutudan digart Q1ka£1
deodorant ile jlgilenilmez. Dolaysiyla bu islem sirasinda kontrol hacminin hacmi
sabit kalirken Kkiitlesi azalir. Bu nedenle sistem yaklasimi, piiskiirtme islemini
sistem hacminin genislemesi olarak ele alirken, kontrol hacmi yaklagimi akigkanin
sabit kontrol hacminin kontrol yiizeyinden disar1 atilmast olarak ele alir.
Akigkanlar mekanigi yasalarnin ¢ogu, yaygin zelliklerin birim zamandaki
degwmﬁenm ele alan fiziksel yasalarn sistemler igin ifade edildigi katt mekaniginden
uyarlanmistir. Akigkanlar mekaniginde, kontrol hacimleriyle galismak daha uygundur
ve bu yiizden kontrol hacmindeki degisimler ile sistemdeki degigimler arasinda

¢inden bir miktar

bir baglanti kurmak gerekir. Bir yaygin zelligin bir sistem icin ve bir kontrol
hacmi igin birim zamandaki degisimleri arasindaki iliski, Reynolds transport
teoremi (RTT) ile ifade edilir. RTT, sistem il kontrol hacmi yaklagimlar arasinda
bir bag olusturur (Sekil 4-53). RTT adini, RTT nin akiskanlar mekanigindeki
uygulamasint ilerletmek igin gok emek harcayan Ingiliz miihendis Osborne
Rcynoids’dan (1842-19 12) almugtir.

Reynolds transport {eoreminin genel bigimi, keyfi bir sekle ve keyfi etkilegimlere
sahip bir sistem gbz Oniine alinarak tiiretilebilir. Ancak bu tiir bir tiiretme oldukea
zordur. Temel anlamint kayramaniza yardimcl olmas1 igin, teoremi ONce basit bir
g@ﬂmbm kullanarak anlagilmast kolay bir yolla tiiretelim Ve ardindan sonuglart

Sekil 4-54'te cizildigl gibi, bir akig alamnin genisleyen Ksmindan gegen akigt g6z
oniine alalun. Goz oniine alinan akigkanin ist ve alt siurlan akisin akim cizgileridit
ve bu iki akim gizgist arasindaki herhangi bir on-kesitten gegen akist? iniform
oldugunu kabul ediyoruz: Kontrol hacmini; akas alamnin (1) V€ (2) kes?ﬂe.n m§sg1d§
s&bitoiuakgekllde segelim. (1) ve (2) Kesitlerinin her ikisi de akiga d1kt1r: ¢ gibi bir
baslangig anmda sistem, Kontrol hacmi ile qaklsmaktadnr ve boylece gistem ile kontrol
haomi 6 msm (Sekil 4-54’teki golgeli bolge). A zaman araliginda sisterm, akig
yoniinde ) kesitinde V; @) kesitinde V2 {iniform hleanyl?. halrel‘cet etmektedir. }?:u
zaman aralig1 sonundaki sistem taral1 bolge i1 gosterilmistt Bu hareket ile

-
-

- Pliskiirtiilen Kiitle,

-

(b)

SEKIL 4-52

Kutusundan piiskiirtiilen deodorantin analizi

icin iki metot: (a) Akigkan, hareket ederken V€

sekil degistirirken takip edilir. Bu sistem

_\'uk!dgﬂﬂdW —sistem inirinda kiitle gegisi

olmaz ve toplam Kiitle sabit kalr. (b) Kutunun

sabit i¢ hacmi dikkate

yaklagim

alimir. Bu kontrol hacmi

1dir —kiitle siurt geger.

4

ontrol hacmi

SEKIL 4-

Reynolds transport teoremi (RTT), sis
yaklagimt ile kontrol hacmi yaklagumi arast

bir bag olust



a kontrol hacmi

(KH zamanla degismemektedu)
{ aninda sistem (maddes;l hacim)
ye kontrol hacmi (gdlgelt bolge)

1+ Al amnd:

¢+ At amnda sistem
(taralt bolge)

%;

}
\\Y

@)

At stiresince igeri akiy

At stiresince digart akig

{ aninda: Sistem = KH
{ + Ar aninda: Gistem=KH -1+ n

SEKIL 4-54

{ ve 1 + At anla
xasmindaki hareketli si
sabit kontrol hacmi (golgelib
sinirlar akisa ait akam gizgileridir.

rinda bir akig alaniin iraksak
stem (tarah bolge) ve
olge). Ust ve alt

sistemin agi&a q:kardlgl bolge, bﬁlt e !ﬂ;
ve sistemin kapladigt yeni polge 15€ t :
argast degildir). BU enle, t + AL
ancak kapladi@t bolge bu anda“
o

B (kiitle, enet)! a
p=B/m ise bund Kargihik gelen yogun 0Z
olmasindan yola ¢ikarak 7 V€
ifade edilebilir: | ‘ ‘
By~ Byy i (8 aninda sistem Ve kontr 5
Bgs, 1+ = Byw, e+t — By 1y + By, i
.‘wcﬁ#(

{ ikinci esitlikten gikanp At ile bolersek,

By, 10t — Byu,t _ Bl.rj:.
At Al
iirevin tammindan faydale : sk e

Birinci egitlig
B

Bsis,!+Al i i 818,80

At

unur. At — 0 igin limitini ahp,

bul
dBiedb : z ¢
dst\s _____E%H___Bgm-qum irnb
e
ya da |
dB. dB <
dt dt i i

elde edilir. Clinkd,
= bt

B o= bimy nn = blplvl,t+m b,
.-' g‘
By oiac s ol AT by et = b,p, Sl

ve
B bp VAL 4
giren 1 A0 o At A:IBD At bl L-%.'q
: ; Jml b, p,V,At
B imir L1 lim o8l L i 4 _ A
At—0 At At—0 At hhi

cgarak ifade edilebilir. Burada 4, ve 4,, 1 ve 2 konumlann daki en-kes
. er?(llem 4.“38_a-SiSf€min B dzelliginin degigim hizmin; B nin &2
icer 1sm.a’ekr degisim hizi ile B'nin kontrol yiizeyinden disart gtkan
r‘113t l(ikm'mm toplamina eit oldugunu ifade eder. Sistemdekl bir ozell
1d enkc;ntrol hacmu_'xdeki bir dzelligin degisimi arasinda baglantt KUf
a:;m z;n fa)-ldah bir bagmtidir, Goz bniine alinan bir anda sistem V& &9

/ ay1 isgal etmesi kaydiyla, Denkl 5 . bir an
bildigine dikkat ediniz. e em 4-38'in herbAREREEEY
Bud ici Sy :
urum igin, sadece tek giris ve tek gikig bulundugundan v¢ =

e S ;
esitlerinde yiizeylere dik oldugundan, B dzelliginin giris akast By
birkag giris ¥

abilir. Bult
in kontrol Y%

Bl

v;k;;; he’sa_l"amak kolaydir. Bununla birlikte genellikle

ik r,mgldrls noktasinda kontrol yiizeyine dik olmay
a olmayabilir. Bu islemi genellestirmek i¢

™~



alani d4’y1 ele alahm ve biri
/ A 3 e rim dis n Re by .
?jﬁgnttl“lflbl!FSen}n} Vefdiéinden,sb &;’Z";“"?glil:i :]1 ;1’; ,g;)sterelim_
Sl ‘.g.u;e)flmn ta!’{lam;ndan disariya cika an gegen
gibi hesaplanabilir (Sekil 4-55). n net debi ise

pbV - iidA i :

3 LY (negatif olursa igeri aks)

ali bir yonii, daha sonra a 51 oibi

\ ) ¢iklanacag gibi gi

ol TR giren akisi ot i

hgﬁ;k:;mt;‘slt_r. ;(.o.ntrol yuzeyi tizerinde bulunan bi?ln?ﬂ?gl;:\;:('

{?\ G aki birim dis normal vektoriin skaler c;arplml
cost’ i 1

! mmalﬁ11‘.klt3"urada 0, Se?ql 4-56’da gosterildigi gibi hiz

e vektor arasindaki agidir. & < 90° icin cosd > 0’dir

: ’dacmmden disar1 dogru olan kiitle akisi igin V-n>0dir
ir ve dolayisiyla kontrol hacminin igine dogru olan kiitle;

“dir. Bundan dolay1 pbV"- 7idd diferansiyel bityiikliigi, kontrol

T
(4-39)

. hacml icerisindelfi_ﬁzellikler konum ile degigebilir. Boyle
5inin kontrol hacmi igerisindeki toplam miktari integral ile

Beu =[ pbdV (4-40)

KH
n 4-38’deki dByy/dt terimi, ;id—t -[ pbd\V ’ye esit olur ve B
KH

i igerisindeki miktarnin degisim hizim gosterir. dB,/df'nin
1nda bir artma; negatif degeri ise bir azalma meydana
klem 4-39 ve 4-40’1 Denklem 4-38’de yerine koyarsak,
igin sistemin kontrol hacmine déniigtimii olarak bilinen
ini elde etmis oluruz:

J pbd\/+J pb?-fidA
KH KY

(4-41)

ket etmediginden ve sekil degismediginden, denklemin
tiirev integralin igine alinabilir, ¢iinkil integrasyon
dir. (Diger bir deyisle 6nce tirev sonra integral
I ' snemi yoktur.) Fakat bu durumda
ve b’nin miktan kontrol
la, sabit bir kontrol

sin de gﬂ‘z‘e’h hale sgetmleb;h_r;

) -@—(pb)d\/+[ pb?-ﬁdA (4-42)
R at : KY

tilmistir. Bununla

|
[

1s1
BOLUM 4
Kiitle .

Kiitle n gikis =
girigi \‘ \— /n
\
’ \
i Kontrol [
P hacmi /
- \ 4
n= & g
Disnormal < = 4 = - ’\
vektor ‘1 ot
n
n
Kiitle
cikist

Bt = Boikan— Byiren= 4( pbV - n dA
KY

SEKIL 4-55

bp V. 7idA’min kontrol yiizeyi boyunca integrali,
B ozelliginin birim zamanda kontrol hacminden
disan gikan (negatif oldugunda kontrol hacminin

icine giren) net miktarini verir.

Ay n
dA
i‘e; dA Ie

Digart akig: igeriakiy:  V
4 <90° 8 > 90°

V'-ﬁ-—*l‘-l'llh'lcosﬂ = Vcos 0

If 6 < 90°, then cos & > 0 (Digan akig).
1£ 0 > 90°, then cos 8 < 0 (igeri akag).
1£ 6 = 90°, then cos 6 =0 (akug yoktur).

| hacmi igin tirettm )
sistemde sabit olmayan ontro s
kS son terimindeki mutiak SEKIL 4-56
B dem hareket Diferansiyel kontrol yiizeyi alaninda digan ve
igeri dogru olan kiitle akigi.
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SEKIL 4-57

Kontrol yiizeyinden gegen akigkanin bagil hizi,
akigkanin mutlak hiz1 ile yerel kontrol yiizeyi
hizinin negatifinin vektorel toplamu ile bulunur.

Mutlak referans koordinat sistemi:

Kontrol hacmi

Mutlak referans koordinat sistemi:

Kontrol hacmi

Reynolds transport teoreminin, sabit hizla
hareket eden bir kontrol hacmine uygulanmas;

=y SN
Bagil hiz: Vo =V =y

Burada .y kontrol yiizeyinin yerel hizidir (Sekil 4-57). Boylece Re
teoreminin en genel formu,

Sabit olmayan KH igin alternatif RTT: —6;;—'5" = gt_ [ pb dV +J pbi;b‘. ‘
KH KY

halini alir.

7amanla hareket eden ve/veya sekli degisen bir kontrol hacmi igin
tiirev alma isleminin, Denklem 4-44’de gosterildigi gibi, integral il
yapilmas: gerektigine dikkat ediniz. Hareket eden kontrol hacmine basit!
olarak I_;mba — 10 km/h mutlak hiziyla saga dogru hareket eden bir oyunc:
o7 niine alimz. Yiiksek hizh bir su jeti (mutlak hiz = 7, = 25km/h, saar
arabanim arka tarafina carpmakta ve arabayi ileri dogru itmektedir (
Arabanin etrafinda bir kontrol hacmi gizersek bagil hizin saga dogru
10 = 15km/h oldugu gériiliir. Bu hiz, kontrol hacmi ile birlikte hareket eden
(arabayla birlikte hareket eden) bir gozlemcinin, kontrol yiizeyinden gegen akigkani
gozlemleyecegi hizdir. Diger bir anlatimla I_/)b, kontrol hacmi ile birlikte hareke!
eden bir koordinat sistemine gore tamimlanmig akiskan hizidir.

Son olarak, Leibnitz teoreminin uygulanmasiyla, genel hareket eden ve/veyd
sekli degisen bir kontrol hacmi igin Reynolds transport teoreminin (Denklem

4-44), Denklem 4-42 ile verilen ve asagida tekrar yazilan bigime eﬁeéﬂﬁw
gosterilebilir: ;

Sabit olmayan KH igin alternatif RTT: ﬁi — J tdl (pb) dV +J pb 17 -ndA (o
dt it KY :
Denklem 4-44’iin tersine, sabit olmayan bir kontrol hacmine uyglllﬂ-“"“a”‘l-ii“;;(m
I)fenklem 4-45’teki huz vektorii V' mutlak iz (sabit bir referans korrdinat sistemi®
gore hiz) olarak alinmalidur,
Daimi akista kontrol hacmi igerisindeki B 6zelliginin miktar zamania deEisn”

ve bunun sonucu olarak Denklem 4-44’teki zamana gore turev sifir olur. B!
durumda Reynolds transport teoremi,

Daimi akig icin RTT: dB (4?‘5)

e =J pb ¥ -ii dA
s he e . KY il
E?rh:lz;r:::f:,ng Iignnolubacr?linden farkl olarak, sistemdeki B mlktann:;:
k()ntrol yuz; :]da lle deg-lsebllecegine dikkat edlmz Ancak bu dun“nda \M
(daimi Olmaiq e‘:;k_uﬂe ile taginan net 6zellik miktarina esit olmak QU
RTenin peatis e S0k advkifethi soq QRS | act”
simirindan sOr:lu $ mudhendl-SI.l k uygulamalarinin gogunda akiskar: kol\m?l 9
Boyle dummlardqalzl o 1?./] tm.nm]anmls giris ve gikiglardan 8e¢¢7 (8 M
ve Denklem 4_‘;4’:11?01"Y11263./1ni tier bir girig vo qukig boyRags dogmd:ﬂ 5 $
e 6zellik]cr;,: I yuzey integralini, her bir girig ve gikigta s_mlr R
B I ortalama degerlerine dayanan yaklasik cebirsel & bi
giris veya ¢1k1$1,|;1 ‘f“l:)’gun(lul-_ Ports boq Ve Vo 'y1 A emckesil alant®® 'l
(b, =@/ A)J ; Ib‘j“f" P, b ve ¥, nin ortalama degerleri olarak't ‘
X Al: En-kesit alani 4 olan bir girige veya giki§a uygy!




11 deki (Denklem 4-44) yuzey integralleri, b 6zelligini yiizey i
¢ geoy s gini - g
almak V€ yerine ortalama degerini yazmak suretiyle asa;?lza ;Zﬁ%criihcqg\ dzis'llr'm
clde edilir:

bV, i dA = Vit

Lp b5 bon[4 pV,-ndA= b m,

purada fi, Ir giris veya sikistan (hareketli) kontrol yiizeyine g¢ i
Jebidir. BU denklerridekl b, en-kesit alan1 4 boyunca iinifor);n olgite fgcen ‘;Uﬂese\_
yaklastmm tam dogru sonucu verir. Boylece Denklem 4-44 A

B d
Soasis = b dV E :
dzwfdzf}'pd+ %‘Z

KH cikan giren :

m, b

gbson, (4-47)

herbir ¢ikis igin herbir giris igin

halini alir. Bazi uygulamarda denklem 4-47’yi hacimsel (kiitlesel degil) d bi
cinsinden yeniden yazmak isteyebiliriz. Bu Abrunda Mmoo p V.= pglp} e ;
seklinde bir yaklastmm daha yapariz. Bu yaklastmm a{;lska;ﬂ (}))c”runlc:' b, ort ‘A
poyunca Giniform ise dogrudur. Bu Rinda 4-47 : yogunlugu p,

{yi—tammlanmtg giris ve cikaglar icin yaklagik RIT:

dB sis d
—-"dt oy [ pb dV + z a0V oA _Z DbV ol
KH (;1\(311 — _ilifCﬁl \—__\’___4 (4’_48)

herbir ¢ikis igin herbir giri§ i¢in

haline indirgenir.
Bu yaklastmmlarln analizi buyiik dlgiide basitlestirdigine, ancak ozellikle girls
ve gﬁustaki hiz dagilimlarinin cok diizgin olmadig durumlarda oldugu gibi, her
zaman dogru olmadigma dikkat ediniz (6regin boru akislari; Sekil 4-59). Ozel
bir durum olarak b ozelligi bir hiz terir_rsi igerdiginde, (6rnegin RTT 'yl dogrusal
momentum denlemine uygularken p = ¥ almir) Denklem 4-45’teki kontrol yiizeyl
integrali dogrusal olmayan hale gelir ve Denklem 448’ deki yaklagtinm hatali
sonuglara yol agar. Neyse ki Bolim 5 ve 6’da tartigilacagl gibi, Denklem 4-48’e
diizeltme faktorleri dahil ederek hatalari ortadan kaldirabiliriz.

Denklem 447 ve 448 sabit ya da hareketli kontrol hacimlerine uygulanabilir,
ancak daha nce de tartisildig1 gibi sabit olmayan kontrol hacimleri igin bagil hiz
kullaniimahidir. Ornegin Denklem 4—47’de Kiitlesel debi iy, hareketli kontrol

yiizeyine goredir ve b alt indisi bu nedenle kullanilmagtir.

* Reynolds Transport Teoreminin Alternatif Tiiretimi

Leibnitz teoremini (Kundu, 1990°a bakiniz) kullanarak Reynolds transport
teoremini daha zarif bir yolla tiiretmek miimkiindiir. Bu teoremin bir-boyutlu
uyarlamasina muhtemelen daha onceden asinasmmdu'. Bu uyarlama, simrlarn,
integral teriminin tiirevieme degiskeninin fonksiyonu olan bir integrali almamiza

olanak tamir (Sekil 4-60) ve asagidaki gibi ifade edilir

Bir-boyutlu Leibnitz teorem.

=bh(1) b d

= ! G(x,t)dx = J -Q-Ci dx + -d-?- G(b,t)— #% cfat) (4-49)
dt x=al(l) i a ot dt dt

itz teoremi, sadece integral suurlan a(f) ve b(f)'nin zamana gore degigimlerinl
¥ sinin zamanla

zamanda integrali alinan G(x, ) ifade

ugramaksizin aﬂayabilirsiniz.

SEKIL 4-59

[yi-tanimlanmig bir girig (1) ve iyi-tanpimlanmig
iki cikigin (2 ve 3) bulundugu Kkontrol hacmine
bir 6rmek. Boyle durumlarda, RTT deki kontrol
yiizeyi integralleri her bir girig ve ¢iKI§tan gegen
akigkan gzelliklerinin ortalamasi cinsinden daha
uygun bir bigimde yazilabilir.

G(x, 1

b(t)

SEKIL 4

Bir-boyutlu Leibnitz teoremi, integral si
zamanin fonksiyonu olan bir integralin zar
gore tirevini hesaplamada gereklidir (int
islemi x’e ¢
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g boyutta bir hacim igin integrali Leibnitz teoremi,

Uc-boyutlu Leibnitz teoremi:

J G(x,y,z, ) dV

()

SEKIL 4-61

Ug-boyutlu Leibnitz teoremi, hacmin kendisinin
zamanla hareket ettigi ve/veya sekil degigtirdigi
durumda bir hacim integralinin zamana gore
tiirevini hesaplamada gereklidir. Buna gore
1eibnitz teoreminin tig-boyutlu bigimi, Reynolds
transport teoremini alternatif bir yolla tiiretmek
igin kullamlabilir,

olarak verilir. Burada \/(f), hareket eden ve/veya sekil degi
bagli), 4(f) bu hacmin yiizeyini (siir) ve ¥, bu (hareketli) ¥i

Analiz Gozim igin once
Denklem 1, Denklem

kullanabiliriz. Burada G(xt) =<l
fonksiyonu degildir)- integralin sinirian ise a(
sonug agagidaki gibi elde edilir:

b . it
oG dbi s
F(:)=] o +;,;G(_bs_‘f),_
a ..(,),J h.él e_bl

) J G(x,y,z,t)dv=j Eg—d\f+[
u(t) V(1) at Jaw)

(Sekil 4-61) ifade etmektedir. Denklem 4-50, uzayda v
hareket eden ve/veya sekli degisen herhangi bir hacme
analizle uyum saglamak agisindan integrali alinacak G fonksiy
icin pb olarak almak suretiyle, :

Akisa uygulanan tigc-boyutlu Leibnitz teoremi:

d
£ J pbdV =J 3 (pb)dV +[ pb
) win? A1)

elc'ie edilir. .Egicr Leibnitz teoremini, bir maddesel hacmin

miktan sabit bir sistem) s6z konusu oldugu 6zel bir duruma

bu durumda maddesel yiizey tizeri = TR
esel yiizey lizerinde her noktada §; = V olur, ZL

fi‘il;ll(an ile beraber hareket etmektedir. Bu halde f;,yetel akis

M :
addesel bir hacme uygulanan Leibnitz teoremi:

%] Pde=iBSi=J 2 v+ ool id
v(t) U Bt POX "5

; dt
haline gelir. A1)

Denk AR
komrollir:(:k-s 2 her_ha“gl bir 1 aninda gegerlidir. Biz kon
o mi .1ie“51stem ayni uzay1 isgal edecek sekile



BOLUM 4 i

ntrol hacmi farkli bir bigi ;
bigimde hareket etmig ve sekil degistirmis t anindaki sistem (maddesel hacim)
ve kontrol hacmi

2,)_,,. Ancak burada 6nemli olan, t aninda sistem (maddesel hacim)

, zr? bir v ayni olmasidir. Dolayisiyla Denklem 4-52’nin sag
mtegrall, t a:nmdakl kontrol hacmi tizerinde; yiizey integrali ise
yiizeyi iizerinden alinabilir. Boylece,

{ + At amindaki sistem

dB Rig . J =
B etaV | pbVdidd @Sy
t KH at
KY
dllq.-Bu 1.fade Denklem 445 ile 6zdestir ve ¢ aninda hareket
gekh degsn}ikte'olan geligigiizel sekilli bir kontrol hacmi igin
‘ em 4-53’teki IV 'nin mutlak akigkan hizi oldugu unutulmamahidir.

1z Cinsinden Reynolds Transport Teoremi :
{ + At anindaki kontrol hacmi
SEKIL 4-62

- Bﬂﬂﬂ ve sekil deﬁistiren bir kontrol hacmi icin, Denklem Maddesel hacim (sistem) ve kontrol hacmi ¢
aninda ayni uzayl isgal etmekte (mavi golgeli

= alan), ancak farkli bigimde hareket edip sekil
1 yapilacaktir. degistirmektedir. Bir siire gectikten sonra bunlar
iig-boyutlu uyarlamasi olan Denklem 4-50 herhangi iist iste gakismaz.
lir. Biz bu denklemi, maddesel hacimden (sistemden)

veya sekil degigtirebilen bir kontrol hacmine uygulayahm



el Tiirev ve RTT Arasind
jan maddesel tiirev ile bur

tcoremi arasinda bir benzerlik oldugunu fark . ‘,
de temelde Lagrange tipi olan kavramlarin, Enl i
igin yollar gﬁstermektedir. Reynolds trangport mi s
hacmini, maddesel tirev ise sonsuz kiigiik akxgm

karsin, ayni temel fiziksel yorum her ikisi icip ,dé

Maddes

Kisim 4-1'de tartis!

Sistem
— Reynolds transport teoremi, maddesel tiirevin mtegai
Her iki durumda da, tanimlanmis bir akigkan kiitlesini
SEKIL 4-63 degisim izt iki kisimdan olusur. Bunlar; alas alant
daimi olmayan Kisim (Denklem

Sonlu biiyiiklitkteki kontrol hacimleri igin olan  patan yerel veya
Reynolds transport teoremi (integral analizi),
sonsuz kiiciik bilyiiklikteki hacimler i¢in olan
maddesel tiireve benzerdir. Her iki durumda da
Lagrange ya da sistem bakis agisim; Euler ya

da kontrol hacmi bakis agisina doniistiiririz.

acist) iin gegerli ve kullanigh olan bigimlere kolayhkla d

(1743 |

Alaskan kinematigi akigkan hareketini tarif etmekle ilgilenirken bu
tiir akiskan hareketlerine neden olan kuvvetlerin analizi ile ilgilenmez.
Akisa ait iki temel tamimlama vardir —Lagrange ve Euler. Lagrange
tamimlamasinda her bir ayn akigkan pargacigimi veya akiskan
pargaci kiimelerini takip ederken, Euler tanimlamasinda igerisinden
akiskanin girip ¢iktig bir kontrol hacmi tanimlanir. Sonsuz kiigiik
ukl;:k:m pargaciklarina ait hareket denklemlerini Lagrange tipinden
Euler tipine doniistirmek i¢in maddesel tiirevden; sonlu bityiikliikteki
klmnmk hacmi sistemlerine ait hareket denklemlerini Lagran
tipinden Euler tipine doniigtiirmek i¢in ise Reynolds !ra%rs gf:
oreminden (RTT) faydalamnz. Herhangi bir yay-gm ozellik B i
buna karsilik gelen yogun 6zellik b igin, it

Sl e Db ob =
Vladdesel tiirev: — = — + (V.Y
Dt ot SERD
Sabit olmayan KH igin genel RTT:
del }
-= ﬁ( b) d\/ V
dr c')rp) VT | bV sidd

KH
;&gklipdedir. Her iki denklemde de, bir aknska::d a 5
bir sistemin izlenmesi yolu ile belirlenen herhf) SR
toplam degisim iz, yerel (daimi olma an) 5
olmak uzere iki kisimdan olugur. dig
Akis alanlarim gorsellestirmek v
gikis gizgileri, yoriinge ¢izgileri

gi bir o0zelligin
simsal (hareket)

e anali iG]

3 h‘z e.lmek 160 akim cizgileri

»2aman gizgileri, yiizey gén'imiileme,
3

taraflarindaki ilk terim 7
esaba katan tagimsal kisimdir (Der

daki ikinci terimleri karsilastiriniz
Maddesel tiirevin herhangi bir akiskan ozelligine, b
uygulanabilmesi gibi,
vektorel dzellige uygulanabilir. Bolim 5 ve 6’da, B'yi
agisal momentum alarak, Reynolds transport teoremini kil
ve agisal momentumun korunumuna uygulayacagiz. Bu
korunum yasalarim (Lagrange bakis agisindan), kontrol hacn

digerine hareketini h
4-45’in sag taraflarin

leri karsilagtiriniz) ve akis

Reynolds transport teoremi de herha

v

gélge grafigi, siliren goriintiileme, profil gizi
ve kontur ¢izimleri gibi gesitli yontemler var d
her birini tanimladik ve rnekler verdik.
akislarda akim gizgileri, ¢ikig gizgileri ve y@
lerinden farkliyken, daimi akislarda akim
ve yoriinge ¢izgileri iist iiste akigiktir.
Bir akigin kinematigini tam olarak tarif et
sekil degistirme hiz1 (deformasyon hizt) ¢
zamandaki telenme), agisal hiz (birim zam
sekil degistirme hizi ve kayma sekil deg
akiskan pargaciklannin dondimMhiliiklerini gost

Cevrinti vektérii: 2 =V xV= curl(-‘;)

Bir bélgedeki gevrinti sifir ise o bolgede
Bu béliimde &grenilen kavramlar kitabin
kullanilacaktir. Bliim 5 ve 6’da RTT yi kaps
Oaan" k?runum yasalarini, kontrol hacmi g
doniistiirmek igin, Bélim 9'da ise akigkan hat
denklemlerini tiiretmede kullanacagz. Cevrintinin'
ro}u-x.m Boliim 10’da ok daha ayrintih olarak ek
Bolim 10’da déniimsiiz akig yaklagtinminin, ¢

etmek iizere gesitli akig gorsellestirme sekill
kullanacagz. o





