MAT1320: LINEER CEBIR

Uygulama-1 Sorular: ve Cevaplari

1. A ve B reel girdili iki idempotent matris olmak tizere, A + B matrisi de idempotent olsun. Bu durumda
AB = BA = 0 oldugunu gosteriniz. (Burada 0 uygun boyutta sifir matrisini géstermektedir.)

Coziim: A + B idempotent oldugundan

(A+B)? = A’+AB+BA+B?
A+ AB+ BA+ B (A ve B idempotent)
A+ B

dir. Buradan
AB+ BA=0 (1)

elde edilir.
ifadesi soldan B ile carpilirsa

BAB + B*A=BAB+ BA=0= BA=-BAB (2)
olur. Ayrica, ifadesi sagdan B ile carpilirsa
AB? 4+ BAB = AB+ BAB=0= AA= —-BAB (3)
elde edilir. Sonug olarak, ve egitliklerinden AB = BA olup esitliginden
AB+BA=2AB=0= AB=0
olur.

2. A = |ay],,,, idempotent matris ve I,, n x n tipinde birim matris olmak {izere (I, + At =1,-14
oldugunu gosteriniz.

Cozim: B=I1,+AveB'=1, — %A ise BB~! = B-1B =1, dir.

(ot Al = 5A) = (Lt AVl — (I + A) LA
= (In + A) + <_;A - ;A2> {A2 = A}

1.1
= (In+A)+(f§Af§A)
= L +A-A=1I,

= (In+A)_1:In—%A

3. A= [ (1) _1 ] olmak iizere 242 + A — 51, ifadesini hesaplayiniz.

1 -1 1 -1 1 -2 2 —4 5 0
X3 .. . 2 _ _ 2 _ _ .
Qozum.A—[O 1 0 1 _[O 1}olup2A—[O 2}Ve512—[05]d1r.

2 —4 1 -1 5 0 -2 =5
2 _ _ _ _
2A° 4+ A 5[2—[0 }_‘_[0 1] [05]—[0 2}olur.

4. [2x ﬂ{f3g][§
1

Coziim: [2m 3] {

2
] = 0 ise = degerini bulunuz.

2
-3 0
z(2z+23) = 0=z =0 veya z = =22 olur.

][2m—9 4z | ve [ 22 -9 496][ ]2x29x+32x:52x2+23x

x
8
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5. A = [ajjl5, 4 terslenebilir bir matris olsun. 0 # k € R icin kA matrisinin tersi var m1? Varsa bulunuz.
Coziim: A = [a;j],, 4 terslenebilir bir matris ise AA™" = A~ A = I5 olacak sekilde tek tiirlii belirli A~
matrisi vardir. (kA)(kA)~! = (kA) (A7) = £ (4A71) = I3 olur. Buradan (kA)~! = + A~ dir.

6. A ve B karesel iki matris olmak iizere (A — B) (A + B) igleminin sonucu nedir?

Coziim:

(A—B)(A+ B) AA+ AB - BA - BB

A’AB — BA — B?

dir. Matris ¢arpiminin degisme 6zelligi olmadigindan dikkat edilirse AB — BA = 0 yazamiyoruz.

7. A ve B karesel iki matris olmak tizere ABT — BAT matrisi ters-simetrik olur mu?

Coziim: Bir C' matrisinin ters-simetrik olabilmesi icin CT = —C olmahdur.
(ABT — BAT)" = (4B")" — (BAT)"
_ (BT)TAT _ (AT>T BT
= BA" — AB"
= —(AB" - BA")
oldugundan ABT — BAT matrisi ters-simetriktir.
1 1 1 1
x z  w .
8. 2 ny 2 w2 determinantim garpanlarina ayiriniz.
2y B

Coziim: |A] =

AT ‘ oldugundan

1 o 22 28 | Hu(-1) |1 =z x? x3

Ly o o | Hu(=1) |0 y—z y*—2* y°—2°

1 z 22 28 Hy(-1) |0 z—2 22—-2% 28-23

1 w w? W = 0 w—z w?>—22 wd—23

determinant1 1. siituna gore agilirsa

y—z y -2 y’-a’ Loty Pray+a® | 4 (—1)
e e e B ) I R R Wi

w—z w?—z2 wd-23 1 24w w?+zw+ a? 31

M
1 z+y y? + xy + 22

= r|0 z—y 22—y’+ax(z—y) |=r
0 w—y w?—y%>+n(w-—y)

z—y 22—y +a(z—y)
w—y w?—y*+n(w-—y)

determinant1 1. siituna gore agilirsa

1 z4+y+=x
1 wH+y+=x

= W-2)(z-2)(w-2)(z-y)(w-y)(w-2).

= r(z-y(w-y)

1 z4y+x
Ha(-1) =rG =)= § 57

1 2 -3 0
9. A= 2 4 —2 2 | matrisinin
3 6 —4 3

(a) satirca egelon formunu,
(b) satirca indirgenmis eselon formunu,

(c¢) rankimi bulunuz.
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Cozim:

12 -3 0| Ha(-2) |1 2 =3 0 Hy (2)
A = |2 4 -2 2| Hu(-3) [0 0 4 2 2 \4
|3 6 —4 3 ~ 0 0 5 3
[1 2 -3 0] 1 2 -3 0
00 1% H@fﬁ) 00 1 % Hfm
10 0 5 3 | 0 0 0 3
1 2 -3 0] 12 -3 0
00 11 H%S%) 00 10 Hf@)
(00 0 1] 00 01
(a) satirca eselon form
1 2 0 0
0 010
0 0 01
—_—
(b) satirca indirgenmis eselon form
[1 2 -3 0
(a) 0o 1 1
00 0 1
(1.2 0 0
® o0 1 0
000 1

(¢) A matrisinin ranki satirca egelon formu veya satirca indirgenmis egelon formundaki sifirdan farklh
satirlarin sayist olup rank (A) = 3 tiir.

10. Hem simetrik hem de ters simetrik olan bir matris var midir? Varsa ornek veriniz.

11.

12.

Coziim: A matrisi simetrik olsun. Bu durumda her 1 < 4,5 < n i¢in a;; = aj; olur. Ayni1 zamanda A
matrisi ters simetrik oldugundan her 1 <4,j < n icin a;; = —a;; dir. O halde a;; = —a;; = 2a;; =0 =
a;; = 0 dir. Yani hem simetrik hem de ters simetrik olan A matrisi sifir matrisidir.

A ve B n x n tipinde ortogonal ve ters simetrik matrisler olmak {izere, eger AB = BA ise AB matrisinin
involut oldugunu gosteriniz.

Coziim: (AB)2 = I, oldugunun gostermeliyiz.

{ AAT = ATA =1,

BBT —=BTB =1, A ve B ortogonal

AT = —A _ _
{ BT — _R A ve B ters simetrik
esitlikleri vardir.
(AB)> = (AB)(AB)= A(BA)B (birlesme 6zelligi)

= A(AB)B = (AA)(BB) (degisme o6zelligi)
= A(—A")B(-B") (ters simetri)

= (AA") (BB") (ortogonallik)

= IL,1,=1,.

Ik ve son terimlerden (AB)? = I,,.

n x n tipinde A, B matrisleri i¢gin AB = BA ve AB = 0 olsun. T'r ((A + B)S) =Tr (A?’) +Tr (B3)
oldugunu gosteriniz.
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NOT: iz (Tr(.)) fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri vardr.

(a) Tr(A+ B)=Tr(A)+Tr(B)
(b) Tr(AA) = XTr(A), (A € R)
(c) Tr (AT) =Tr(A)

(d) Tr(AB) = Tr(BA)

Coziim:
(A+B)*> = A*+3A°B+3AB*+ B3
= A*4+3A(AB)+3(AB)B+ B*, (AB=0)
— A3+B3
= (A+B)P*=4*+D°
Sonug olarak T'r ((A + B)3) =Tr (A%) +Tr(B?).
1 2 3 2 1 1
2 3 11 2 2
13. A= 1 92 1 2 3 4 matrisinin rankini1 bulunuz.
2 3 3 2 4 4
Coziim:
1 1] Ha(-2) [1 1 B 10
2 2| Hs(=3) |0 0 HQ;I( Doloa
3 4| Hu(—4) |0 1 2 0 0
4 4 ~ 00 0 0
1 2 3 2 1 2 3 2
12311 . o231 1] 3
olup eger 1 2 1 9 # 0 ise rank (A) = 2, eger 1 2 1 9 = 0 ise rank (A) = 0 olacaktir.
2 3 3 2 2 3 3 2
1 23 2] Hu(-2) |1 2 3 2
2 3 1 1| Hu(-1) |0 -1 -5 -3
1 21 2| Hy(-2) [0 0 -2 0
2 3 3 2 = 0 -1 -3 -2
-1 -5 -3 -1 -5 -3
0 -2 0 | Y -2 0
-1 -3 -2 o 2 1
-2 0
[ e
oldugundan rank (A) = 2 dir.
14. AAT = A~'B ise det (B) yi det (A) cinsinden ifade ediniz.
Coziim:
AAT = A7'B (her iki tarafi soldan A ile carp)
A(AAT) A(A7'B) = (AA) A" = (AA™") B
= A?A” = B (her iki tarafin determinantini al)
= [APAT] = AP [AT| = |AP|4] = 4P = |B]

olup det (B) = |A|? dir.
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a
15. A= | d
g

(a) [34]

reel girdili bir matris ve det (4) = |A| = 3 olmak iizere agagidakileri bulunuz.

>0 o
SL 0

(b) [2471]

(c) |242]

(@) [4(am)™"|

Coziim:

(a) |3A] = 33|A| =333 = 3* =81.

(b) [247 1| =22 A7t = 2, = 5.

(c) [24%] =23 |A?| =23 |A||A| = 2333 =233 =72

(@ [4(an) = |(an) T =2 a = g =

16. K, n x n tipinde ters simetrik matris olmak iizere, eger n tek ise K singiilerdir. Gosteriniz.
Coziim: K, ters simetrik ise K7 = —K dir. Buradan ‘KT’ = |K| = |-K| = (-1)"|K| ve n tek
oldugundan |K| = —|K| = 2|K| = 0= |K| =0 bulunur. Yani verilen sartlar altinda K singiilerdir.

17. A = [ai],, ., matrisi verilsin. rank (A) = n ise rank (Adj (A)) = rank (Ek (A)) = n dir. Gosteriniz.
Coziim: rank (A) =n = det(A) # 0 ve A.Ek (A) = det(A)I, oldugunu biliyoruz. Buradan

det(A).det(Ek (A)) = det(A.Ek(A))
= det(det(A)I,)
= (det(A))"

ise det(Ek (A)) = (det (A))"~! # 0 bulunur. Sonug olarak rank (Adj (A)) = rank (Ek (A)) = n dir.

18. A = [ay],, ., terslenebilir (singiiler olmayan) ve periyodu 3 olan periyodik bir matris olsun. A~ = Ek (A)
oldugunu gosteriniz.
Coziim: A~ = #(A)Ek (A) oldugunu biliyoruz. A nin periyodu 3 oldugundan A3*! = A ve buradan

A terslenebilir oldugundan A% = I, ve ’A3‘ = |A|3 = |I,)| ise |A| = 1 yazlr. Sonug olarak A~ =
dei Bk (A) = Ek (4) yanhr.

19. B= [ -3 } and C = [ 3 2 ] ve (AB)~! = (CB)T olsun. A~! matrisini bulunuz.

-1 2 -1 -1
Coziim:
(cB)Y' = BTCOT
-1 —17[3 -1
- 3 2 2 -1
-5 2
a 13 -5
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ve
(AB)™! = pBlta '=pTc?
= B(B'A")=B(B"CT)
= (BB ')A '=B(B"C")
= A '=B(B"CT)

L1 3 1[5 2
= 4 _{—1 2“13 —5]

_[44 7
= 31 —12 |

1 4 2 3
20. A~ = 1 2 —2 | and A='B=| —1 | ise A ve B matrislerini bulunuz.
-1 -3 -3 2

Coziim: (A_l)_1 = A olup [A_1| I3] ~ [I3]| 4]

1 4 21 0 07 Hy(-1) 1421001{(;1)
1 2 —2](0 10 Hy (1) |0 -2 —4|-1 1 0 2\
| -1 -3 -3|0 0 1 ~ 0 1 -1 0
(14 2|1 0 0 1 4 2[/1 00 _
01 2% F o Hoa (1) | gy % 0 Hs ()
(001 -1]1 01 00 =3|5 3 1
1 4 2| 1 0 07 Hxpa(-2) [1 4 0 2 L1 2 3
01 2 %*71 0| Hi3(-2) [0 1 0 %% % H”N(4)
oo alg 2 2]~ looafg 2 4
[1 0 0] -2 1 —2]
5 —1 2
o0 1| B
L 5 6 3 J
1 00]-2 1 =2 -2 1 -2 3 ~11
ompA=1|0 1 0| 3 ZL 2 |veA(A'B)=B= g =1 2 -1 |=| 4
pA=| 0L 0L G 5 g e adTE) RERCRNE B B Bl
6 6 3 6 6 3
-2 3 4
21. A= 3 1 —2 | olmak iizere adjoint tanim yardimiyla A~! matrisini bulunuz.
2 6 4
Coziim:
1 -2 3 -2 3 1
An =DM oy '16, Ap =D 5 ‘16, A=Y 5 4 ‘16
0r1| 3 4 -2 4 -2 3
Aoy = (—-1)°F o 4’:12,A22:(—1)2+2 5 4‘:—16,A23—(—1)2+3 5 6’:18
3 4 -2 4 -2 3
Az = (-1)* 1 _2‘107/132(1)5 3 9 ‘871433( 1)° 3 1 ‘11
16 12 —10 -1 -3 2
Adj(A)=| -16 —16 8 | vedet(A)=—-16o0lup A" = g Adj(4)=| 1 1 _1% dir.
16 18 11 -1 -2 4

92, R? diizleminde A (1,2,3), B (3,2,1), C (3,4, 5) noktalan verilsin. Ayrica W = AB ve ¥ = AC' olsun.
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(a) W ve ¥ vektérlerine dik bir vektér bulunuz.

(b) A, B ve C noktalariin belirledigi paralelkenarin alanini bulunuz.

(¢) 0 <6 < olmak iizere U ve V vektérleri arasmdaki 6 agisini bulunuz.
Coziim:

(a) U x V vektorel carpiminin sonucu bir vektér olup hem U vektoriine hem de V' vektériine diktir.
T =(2,0,-2) ve V = (2,2,2) olmak fizere,

WXV = (‘g 7

(4,-8,4).

(b) A, B ve C noktalarmmmn belirledigi paralelkenarin

alani |ﬁ X 7’ = /42 + (—8)% + 42 = 4V/6 br2.

(¢) |& x ¥| = ||| V|sind olup sind = Eﬁg" dir. O halde [W| = 1/22 402+ (-2)" = 2V2 ve
’7| = /22 + 22 1 22 = 24/3 olmak iizere

i x V| NG

" NI e )

= 0= inl = —.
arcsin D)

t+J, 1<

2i—j4,i<j Ce
23. A= laij],, s @i = { i—7, 0> ve B = [bijl,,, ., bij = { "7 TSI matrisler verilsin,

Jtliz>yg

(a) n=20, m=06ver=>5i¢in AB = C = [¢;;] olmak {izere C' matrisinin ¢ 5 girdisini bulunuz.
(b) n=m = 3 igin A = [a];, ; matrisinin determinantin1 bulunuz.

() n=m =3 icin A = [ay],, 5 matrisinin tersini £k (A) = Adj (A) yardimiyla bulunuz.

Coziim:

(a) C matrisinin (11,5) inci girdisi A matrisinin 11. satir1 ile B matrisinin 5. stitununun ig-carpimidir.
A matrisinin 11. satiri;

ailn = 11-1=10
anz = 11-2=9
anz = 11-3=8
aj1a = 11-4=7
a1y = 11-5=6
aile = 11—-6=25
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B matrisinin 5. stitunu;

bis = 21-5=-3
bas = 22-5=—1
bss = 23-5=1
bys = 24-5=3
bss = 5+1=6
bes = H+1=6
i1 = 10.(=3)+9.(-1)+81+7.3+6.6+5.6
= 56.
ail1 a1z Qi3 2 3 4 2 3 4 1 4 5 H(—Q)
(b) A= |ag1 azs ags| = |1 4 5| dir. [A|]=|1 4 5 |Ho=—-|2 3 4 f;%*%
as1 asy ass 2 1 6 2 1 6 2 1 6 31
1 4 5
——l0 -5 —6 :_‘_? 2‘:22,
0 -7 —4
4 5 |3 4 3 4
11 65 21 46 42 54 19 -4 -1
(c) Adj(A)= |- - =14 4 -6
2 6 2 6 15 7 4 5
1 4 2 3 2 3
2 1 2 1 1 4
19 —14 -1
|2 % R
S A
22 22 22

24, x—y+3z=1,y=—-2x+5, 92 —x — 5y + 7 = 0 lineer denklem sistemi verilsin.

T
(a) x=| y | olmak iizere, verilen sistemi Ax = b geklinde ifade ediniz.
z

(b) Verilen lineer denklem sisteminin genigletilmig (arttirilmig) katsayilar matrisini yazarak satirca in-
dirgenmis eselon forma getiriniz.

(¢) rank(A) ve rank ([A|b]) yi bulunuz.
(d) Eger varsa, verilen sistemin tiim ¢oziimlerini bulunuz.
Coziim:

(a) Verilen sistemi agagidaki gibi yeniden diizenleyelim.

T -y +3z = 1
2z +y = 5
—r =5y 49z = -7
Bu sistem
1 -1 3 x 1
2 1 0 y | = 5
-1 -5 9 z -7

ile ifade edilir.


http://avesis.yildiz.edu.tr/mkoroglu/dokumanlar

1 -1 3] 1

(b) Sistemin genisletilmig katsayilar matrisi 2 1 0| 5 dir. Elementer satir iglemleri uygu-
-1 -5 9| -7
lanarak
1 -1 3] 1 Hy (—2) 1 -1 3|1 H, (3
2 1 0|5 Hs (1) 0 3 —6|3 Hs (%)
-1 -5 9|7 ~ 0 -6 12| —6 ~
é 11 _?2 1 Hso (1) é 11 _?2 } Hiz (1)
0 1 -2]1 - 0 0 0|0 -
1 0 1 |2
01 =211
0 0 010

(¢) rank(A) = rank ([A|b]) = 2.

10 1|2 o, =2t
(d) [Alb] ~ | 0 1 —=2|1 | oldugundan °~ yazariz. Buradan z =t € Rve y=1+42t
y=1+2z
00 0160 z=1
T 2 -1
olmak lizere, x= | y | =| 1 [ +t| 2 verilen sistemin genel ¢ozlimii olur.
z 0 1
25. A =layjl,,, karesel matris, B = [b;] ., ve C=][cy], ., toplanabilir matrisler ve K = [kj;], . ters-

simetrik matris olmak tizere, asagida verilen ifadelerin dogrulugunu gosteriniz.

(a) A matrisinin tersi varsa tektir.
(b) |Adj (A)| = A"

(c) (B+C)" =BT +CT.

(d) Eger n tek ise K singiilerdir.
Coziim:

(a) A matrisinin B ve C gibi iki tane birbirinden farkli tersi olsun. Bu durumda AB = BA =1, ve
AC=CA =1, dir. B=BI, = B(AC) = (BA)C =1,,C = C olup ilk ve son ifadeden B = C
olur. Bu ise bir geligkidir. Bu celigki ” A matrisinin B ve C gibi iki tane birbirinden farkli tersi
olsun” kabuliimiizden kaynaklandi. O halde kabuliimiiz yanhgtir. Yani, A karesel matrisinin tersi
varsa tektir.

(b) A=l = ﬁAdj (A) oldugunu biliyoruz. Buradan Adj (A) = |A| A~! yazariz. Bu son ifadenin her iki
tarafinin determinant: almursa, |Adj (A)| = ||[A]| A~ = |A|" |[A7!| olur. [A7!| = ﬁ oldugundan
|[Adj (A)] = A"

(c) B =b;;] ve C = [¢;;] olsun. Bu durumda G = B+C denirse G = [g;;] ve g;; = b;;+¢;;. (B + c)f=G"= 9] =
lg5i] = [bji + 5] = [b3; + i3] = B + CT.

(d) K ters-simetrik ise K = —K dir. Her iki tarafin determinant1 alnirsa |[K”| = |[-K| = (-1)" |K]|
olur. n tek oldugundan |K| = — |K| ve buradan 2 |K| = 0 dir. O halde |K| = 0 ve sonug olarak K
singiilerdir.

a a* a® a*
b b2 v bt . . ..

26. F = ¢ 2 B 4 | matrisinin determinant1 |F| olmak {izere |F| # 0 olsun.
d d* d® d*
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(a) |F| determinantini determinant ozelliklerini kullanarak hesaplayiniz.

T a
(b) x = ? ve b= 2 olmak {izere Fx = b denklem sistemini Cramer yontemini kullanarak
3
Ty d
¢Oziiniz.
Coziim:
(a)
1 a a® a® | Hy (1) 1 a a? a’
1 b b b3 | H3 (1) 0 b—a b —a®> b —ad?
abed 1 ¢ 2 | Hy(-1) abed 0 c—a 2—a*> —-a
1 d d* & = 0 d—a d>-a®> d®-a®
b—a b —-a®> V’—-a® 1 b+a b>+ab+a? Har (1)
= abed| c—a 2 —a? A—a® |=abed(b—a)(c—a)(d—a)| 1 c+a c+ac+a? HZI(—l)
d—a d*>—-a®> d®—ad? M 1 d+a d*+ad+a® 31
1 b+a b? + ab + a? 1 b+a b*+ab+ad?
= 7|0 c—b =b+alc=b) |[=r(c=b)(d-b)|0 1 c+b+a
0 d—b d*>—-b>+a(d-0b) |0 1 d+b+a
_ 1 c¢c+b+a _ 1 c+b+a
- ‘1 d+b+a Hﬂ(_l)_rs‘ 0 d-c

=abed(b—a)(c—a)(d—a)(c—=b)(d—b)(d—c).
(b) A =|F|#0ve A; (i=1,2,3,4) i¢cin F matrisinin 4. stitununa b stitun matrisi eklenerek elde edilen

matrisin determinanti olmak tizere A; = |F| ve Ay = Ag = Ay = 0 olacagindan 1 = 1, zo = 3 =
x4 = 0 geklinde bulunur.

10
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