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1. MADDESEL NOKTALARIN EGRISEL HAREKETI

1.1.Yer vektorii, hiz ve ivme. Bir maddesel nokta dogrusal olmayan bir ¢izgi iizerinde
hareket ediyorsa nokta egrisel hareket yapiyor denir. Noktanin verilen bir t zamaninda
bulundugu P yerini tanimlamak i¢in, 6rnegin Sekil 1.1a daki gibi eksenleri sabit bir x, y, z
karsilagtirma takimi secer ve O baslangi¢ noktasini P ye baglayan 7 vektoriinii ¢izeriz. 7
vektorii, r siddeti ve karsilastirma eksenlerine gore dogrultusu ve yoni ile
tanimlandigindan noktanin yerini bu eksenlere gore tam olarak belirtmis olur; bu 7
vektoriine, noktanin t anindaki yer vektéorii ad1 verilir.

Simdi ayni noktanin biraz sonraki ¢+ A¢ zamaninda bulundugu P'yerini tanimlayan 7'
vektoriinii g6z Oniine alalim. P ile P’ yi birlestiren A7 vektorii, yer vektoriiniin Az zaman
araligindaki degisimini gosterir, ¢iinkii Sekil 1.1a dan kolayca goriilebilecegi tizere, 7'
vektorli, ¥ ve Ar vektorlerinin iiggen kuralina gore toplanmasi ile elde edilir. A7 nin, 7
vektoriiniin hem dogrultusu ve yoniinde, hem de siddetindeki degismeyi gosterdigine
dikkati cekeriz. Maddesel noktanin At zaman araligindaki ortalama hizi , Ar nin Atye
orani olarak tanimlanir. A7 bir vektor, Az ise bir skaler oldugundan, A7 /A¢ orani, P den
gecen ve Ar ile ayni dogrultu ve yonde olan bir vektordiir; siddeti ise A7 nin siddetinin
At ye boliimiinden elde edilen degere esittir (Sekil 1.1b).

(b) (©)

Sekil 1.1

Maddesel noktanin ¢ anindaki ani hizi, At zaman araliklarin1 ve karsit olarak A7 vektor
artimlarin gittikge kiictilterek elde edilir. Boylece ani hiz

V= lim — (1.1)

vektorii ile gosterilir. A7 ve At kiigiildiikge, P ve P' noktalari birbirine yaklasir: Su halde
v vektorl limitte maddesel noktanin yoriingesine teget olur (Sekil 1.1c).

7 vektorliiniin yeri ¢ zamanina bagli oldugundan, buna ¢ skaler degiskeninin vektor
fonksiyonu adin1 verebiliriz ve 7(¢) ile gosterebiliriz. Skaler fonksiyonun tiirevi kavramini
da genisleterek A7 /At limitine, 7(¢) vektor fonksiyonunun tiirevi adin1 verecegiz. Su
halde:

dr
dt

V=

(1.2)



v vektoriinin v siddetine, maddesel noktanin yériinge hizi adi verilir. Bu, (1.1)
denkleminde A7 vektoriiniin yerine, PP’ kiriginin siddetini koyarak elde edilebilir. Oysa
At azaldik¢a, PP’ kiriginin boyu, PP’ yaymin As boyuna yaklagir (Sekil 1.l1a) ve
dolayisiyla

) ! . A
y = lim P _ lim 28
A0 Af A0 At (1.3)

yazabiliriz. Su halde hizin v siddeti, maddesel noktanin katettigi s yay boyunu ¢ ye gore
tiireterek elde edilebilir.

Maddesel noktanin ¢ zamanindaki v hizi ile ¢+ A¢ zamanindaki v' hizin1 géz Oniine
alalim (Sekil 1.2a). Her iki v ve vektoriinii ayn1 O’ baslangi¢ noktasina tagiyalim
(Sekil 1.2b). Q ile Q' yii birlestiren Av vektorii, At zaman araliinda maddesel noktanin
hizindaki degismeyi gosterir, ¢linkii v’ vektorii v ile AV nin toplanmasiyla elde edilebilir.
Av nin, hizin hem dogrultu ve yoniinde , hem de siddetindeki degismeyi gosterdigine
dikkat etmelidir. Maddesel noktanin A¢ zaman araligindaki ortalama ivmesi, Av nin At
ye orani olarak tanimlanir. Av bir vektor, A¢ ise bir skaler oldugu igin, Av/A¢ orani, Av
nin dogrultu ve yoniinde olacaktir.

‘_}’
‘7!

o x
/ (a)
(a) (b)

Sekil 1.2

Maddesel noktanin ¢ zamanindaki ani ivmesi , At ve Av yi gittikce kiigiilterek elde edilir.
Boylece ani ivme

d=lim — (1.4)



vektori ile gosterilir. v hizinin ¢ zamaniin v(¢) seklinde bir vektor fonksiyonu olduguna
dikkat ederek Av /At oraniin limitine, v nin t ye gore tiirevi adin1 verebiliriz. Su halde:

@
di

a=

(1.5)

Gorliyoruz ki @ ivmesi, v vektorleri sabit bir O" baslangi¢ noktasina tasindigi takdirde,
bu vektorlerin O uglarinin ¢izdigi egriye teget olmakta (Sekil 1.3a) ve genel olarak
maddesel noktanin yoriingesine teget olmamaktadir (Sekil 1.3b). v vektorlerinin uglarinin
cizdigi ve Sekil 1.3a da gosterilen egriye hareketin hodografi ad1 verilir.

d 1.3 y fﬂ Path

v lQ
L/ Hodograph
I
P
/;} 1- |
. 2 (d)
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Sekil 1.3

1.2. Vektor fonksiyonlarinin tiirevleri. Bundan onceki kisimda, egrisel harekette bir
maddesel noktanin yerini belirleyen 7(¢)vektor fonksiyonunun tiirevi ile v(¢#) hizinin

gosterilebilecegini  gordiilk. Benzer sekilde, noktanin a ivmesi de Vv(r) vektor

fonksiyonunun tiirevi olarak gosterilebilmektedir. Bu kisimda vektor fonksiyonlarinin
tiirevleri icin formel bir tanim verecek ve vektorlerin toplam ve ¢arpimlarinin tiirevlerine
ait birkag kural ¢ikaracagiz.

u skaler degiskeninin vektor fonksiyonu P(x) olsun. Bundan amacimiz sudur: u skaleri,
P vektoriiniin siddetini, dogrultusunu ve yoniinii tam olarak tanimlamaktadir. P vektorii
sabit bir O baslangi¢ noktasindan alinir ve u degistirilirse, P nin ucu uzayda belirli bir egri
cizer. Skaler degiskenin sirasiyla u ve u+ Au degerlerine kars1 gelen P vektorlerini gz

oniine alalim (Sekil 1.4a). Bu verilen iki vektdriin uglarini birlestiren vektor AP olsun. Su
halde

AP = P(u + Au) — P(u)



yazilir. Bunu Au ya béliip Au yu sifira yaklastirarak, P(u)vektor fonksiyonunun tiirevini

tammliyoruz :
AP _ (i AP _ iy POt Aw) = P() (1.6)
du Mu—0 Ay  Au—0 Au

Au sifira yaklasinca AP nin etki ¢izgisi Sekil 1.4a daki egriye teget hale gelir. Su halde
P(u) vektor fonksiyonunun dP/ du tiirevi, P(u) nun ucunun ¢izdigi egriye tegettir.

y T
| dp
du
Plu)
X
/O |
" (b)
(b)

Sekil 1.4

Simdi de skaler fonksiyonlarin toplam ve ¢arpimlarinin tiirevlerine ait kurallarin, vektor
fonksiyonlarina da uygulanabilecegini gosterecegiz. Once ayni u skaler degiskeninin P(u)

ve O(u) gibi iki vektor fonksiyonunun toplamini goz 6niine alalim. (1.6) da verilen tanim

geregince P+ O vektoriiniin tiirevi

APHO) _ oy ALPHOD) [ AP, A0
du Au—0 Au A—0 Au  Au

veya, bir toplamin limiti, terimlerinin limitlerinin toplamina esit oldugundan

AP+ _ i AP | i A9
du Au—0 Ay Au—0 Ay
(1.7)

4P+0)_dP a0
du du du

yazilir.



Simdi de aym u skaler degiskeninin bir f{u) skaler fonksiyonu ile P(u)vektir

fonksiyonunun ¢arpiminin tiirevini goz oniine alalim. fP vektoriiniin tiirevi

d(fP) _ . ([ +AN)(P+AP)— [P _ hm[Aprrij

du Au—0 Au Au—0\ Ay Au

veya toplam ve carpimlarin limitlerine ait 6zellikleri hatirlayarak

d(P)_df 5, dP
du

1.8
du du (1.8)

olur. P(u) ve QO(u) gibi iki vektor fonksiyonunun skaler carpimimin ve vektorel
carprminin tiirevleri de, benzer sekilde elde edilebilir :

ﬂﬁ@=g§Q+ng

. 1.9
du du du (1.9)
m=£xé+ﬁxg (1.10)
du du du

Vektorel carpim komiitatif olmadigi i¢in (1.10) daki ¢arpanlarin sirast bozulmamalidir.

Yukarida ¢ikarilan 6zellikleri, bir P(u)vektir fonksiyonunun tiirevinin dik bilesenlerini

bulmakta kullanacagiz. P nin sabit x, y, z dik eksenleri iizerindeki izdiisiimlerini

P=Pi+P j+Pk (1.11)

yazalim; burada P,, P,, P. ; P vektoriiniin skaler dik (kartezyen) bilesenleri ve f,j,E
sirastyla X, y ve z eksenleri iizerindeki birim vektérlerdir. (1.7) geregince P nin tiirevi, sag
taraftaki terimlerin tiirevlerinin toplamina esittir. Bu termlerin her biri bir skaler ve vektor
fonksiyonunun ¢arpimi oldugundan (1.8) i kullanmamz gerekir. Oysa i, /,k birim

vektorlerinin siddetleri sabittir (1 e esit) ve yonleri degismemektedir. Su halde onlarin
tiirevleri sifirdir ve

P dP. . dP, . 4P
d_P: ~i + yj+dzk (1.12)
du  du du du
yazilir. Birim vektorlerin katsayilar1 tanim geregince dP/du vektoriiniin skaler bilesenleri
oldugundan, su sonuca ulasiriz : Bir P(u)vektor fonksiyonunun dP/du tiirevinin dik

skaler bilesenleri, P nin karsit skaler bilesenlerinin tiirevierini alarak elde edilir.



Bir vektoriin degisim hizi. P vektori ¢t zamaninin fonksiyonu ise, bu vektoriin

dP/ dt tiirevi, Pnin Oxyz takimma gore degisim hizimi gosterir. P yi dik bilesenlere
ayirarak (1.12) geregince asagidaki esitlik bulunur :

p dpP._. dP, . 4P -
ar _ X7+ yj+dzk (1.13)
dt dt dt dt

Daha sonra goriilecegi gibi, bir P vektoriiniin hareketli bir karsiastrma takimindan
gozlenen degisim hizi, genel olarak sabit bir karsilagtirma takimindan goézlenen degisim
hizindan farklidir. Bununla birlikte, eger hareketli O'x'y'z" takimi dtelenme yapiyorsa,
yani eksenleri, sabit Oxyz takiminin karsit eksenlerine paralel kaliyorsa (Sekil 1.5), iki
takimda da ayni 7,7,k birim vektorleri kullanilir ve P vektoriiniin P,, P,, P, bilesenleri,
verilen bir anda her iki takimda da aymi olur. (1.13) den, dP/dt degisim hizinin, Oxyz ve
O'x"y'z" takimlarma goére ayni oldugu sonucu ¢ikar. O halde sunu soéyleyebiliriz : Bir
vektoriin, sabit bir takima gore degisim hizi ile otelenme yapan bir takima gore degisim

hizi aymidir. Bu 6zellik isimizi bir hayli kolaylastiracaktir, ¢iinkii biz esas olarak, dtelenme
yapan takimlarla ugrasacagiz.

Sekil 1.5
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1.3. Hiz ve ivmenin Dik Bilesenleri. Bir P maddesel noktasmin herhangi bir andaki yeri
X, y, z dik koordinatlariyla tanimlanmigsa, noktanin v hizinin ve @ ivmesinin de dik
bilesenlere ayrilmasi kolay olur (Sekil 1.6).

Vy

A~ 4

i

f —
P [T T - V‘
sh\? F,-.-',V
r

Sekil 1.6
7 yer vektoriinii dik bilesenlere ayirarak
F=xi+y+zk (1.14)

yazariz.; burada x, y, z koordinatlari,  zamanimin fonksiyonlaridir. iki kere tiirev alarak

A _ _ -

V=—=xi +y] +2k 1.15
5 YV (1.15)
Y

ad=—=3Xi + V] +7k 1.16
7 Vi (1.16)

elde ederiz; burada x, y, z nin ¢ ye gore birinci ve ikinci tiirevleri x,y,z ve X,y,Z ile
gosterilmektedir. (1.15) ve (1.16) dan hiz ve ivmenin skaler bilesenlerinin

v,=x v,=y v, =2 (1.17)

a,=x a,=y a,=:z (1.18)

oldugu anlasilir. V, in pozitif olmasi, v, vektor bileseninin saga dogru; negatif olmasi,

sola dogru y6nlenmis oldugunu ifade eder; diger vektdr bilesenlerinin yonleri de benzer
sekilde karsit skaler bilesenlerinin isaretinden belirtilir. Istenirse, hiz ve ivmenin siddet,
dogrultu ve yonleri de elde edilebilir.

Eger ivmenin a, bileseni yalniz ¢, x ve/veya v, e bagh ise ve benzer sekilde a, yalmiz ¢, y

ve/veya v, ye ve a:, t, z ve/veya v. ye bagl ise, maddesel noktanin yeri, hi1z1 ve ivmesini
belirlemek i¢in dik koordinatlarin kullanilmasi etkili olur. O zaman (1.18) denklemleri, ve
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aym sekilde (1.17) denklemleri bagimsiz olarak integre edilebilir. Baska bir deyimle,
maddesel noktanin x dogrultusundaki, y dogrultusundaki ve z dogrultusundaki hareketi ayr1
ayri gbz online alinabilir.

1.4. Otelenme Yapan Bir Takima Gére Bagl Hareket. Onceki kisimda, bir maddesel
noktanin hareketini tanimlamak i¢in bir tek takim kullanilmisti. Pek ¢ok durumlarda bu
takim diinyaya bagli alinmis ve sabit kabul edilmisti. Simdi, ayn1 anda birden fazla
karsilagtirma takimi1  kullanmanin  kolaylik saglayabilecegi halleri inceleyecegiz.
Takimlardan biri diinyaya bagli ise ona sabit karsilagtirma takimi, diger takimlara ise
hareketli karsilagtirma takimi adim verecegiz. Bununla birlikte sabit bir karsilagtirma
takiminin se¢imi tamamiyla keyfidir. Herhangi bir takim sabit olarak alinabilir; o zaman
bu takima rijit bagli olmayan biitiin 6teki takimlar hareketli sayilir.

Uzayda hareket etmekte olan 4 ve B gibi iki maddesel nokta g6z oniine alalim (Sekil 1.7);
7, ve ry vektorleri bu noktalarin, verilen herhangi bir anda, Oxyz sabit takimindaki
yerlerini tanimlasinlar. Simdi baslangi¢ noktasi 4 da olan ve X, y, z eksenlerine paralel bir
x',y",z" eksen takimini géz 6niine alalim. Bu eksenlerin baslangici

Sekil 1.7

hareket ettigi halde dogrultular1 ayni kalmaktadir; Ax'y'z" takimi, Oxyz takimina gore

! r_r

otelenme yapmaktadir. 4 ile B yi birlestiren 75, , vektorl, B nin Ax'y'z' takimina gore

bagil (veya kisaca, B nin A ya gére bagil) yerini tanimlar.

Sekil 1.7 den goriiliir ki, B maddesel noktasinin 7, yer vektorli, 4 noktasinin 7, yer
vektorii ile B nin 4 ya gore 7, , bagil yer vektoriiniin toplamidir; o halde

Fo =Ty +7g, (1.19)

yazilir. (1.19) un, sabit karsilastirma takiminda, ¢ ye gore tlirevini alarak
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dry _ dFy  dry,
de dr i

(1.20)

elde ederiz. dr,/dt ve dry /dt tiirevleri, A ve B maddesel noktalariin v, ve v, hizlarim
gosterir. dry, ,/dt ise, 7y, , nmin hem Ax'yz" takimina gore, hem de sabit takima gore
degisim hizin1 gosterir, ¢iinkii Ax'y’z" Otelenme yapmaktadir. O halde bu tiirev B nin
Ax'y'z" takimina gore vy, , bagil hizimi ( veya kisaca, B nin A ya gore vy, , bagil hizini)

tanimlar :

(1.21) in ¢ ye gore tiirevini alarak B nin Ax'y'z’ takimina gore ay, , bagil ivmesini (veya
kisaca, B nin A ya gore dgz,, bagil ivmesini) tanimlamak icin dvy, ,/dt tirevini

kullanarak su sonug elde edilir :

B nin, sabit Oxyz takimina gore hareketine, B nin salt hareketi denir. Bu kisimda
cikardigimiz denklemler sunu gostermektedir : B nin salt hareketi, A nin hareketi ile A ya
baglannus hareketli bir takima gore B nin bagil hizint bilestirerek elde edilebilir.

!

Ornegin, (1.21) denklemi, B noktasmin v, salt hizinm, 4 nin hiz1 ile B nin Ax'y'z’
takimina gore hizim1 vektorel olarak toplamak suretiyle elde edilebilecegini ifade
etmektedir. (1.22) denklemi, benzer ozelligi ivmeler cinsinden vermektedir. Bununla
birlikte, Ax'y'z' takimimin ételenme yapuigini, yani A noktasi hareket ettigi halde
eksenlerin ayn1 dogrultuyu korudugunu hatirdan ¢ikarmamak gereklidir. Ileride goriilecegi
gibi donme yapan karsilastirma takimlarinda, farkli bagintilar kullanma zorunlulugu vardir.

1.5. Tegetsel ve normal bilesenler. Bir maddesel noktanin hizinin, maddesel noktanin
yoriingesine teget bir vektoér oldugunu, fakat ivmesinin genel olarak yoriingeye teget
olmadigimi Kisim 1.1 de gormiistiik. Bazi hallerde, ivmeyi yoriingenin tegeti ve normali
dogrultusunda bilesenlere ayirmak daha yararli olmaktadir.

Maddesel noktanin diizlemsel hareketi. Once sekil diizleminde bulunan bir egri iizerinde
hareket eden, bir maddesel noktayr géz Oniine alacagiz. Verilmis bir anda maddesel
noktanin yeri P olsun. P ye, maddesel noktanin ydriingesine teget olan ve hareket
dogrultusu ydniinde bir i, birim vektdrii baglayalim (Sekil 1.8a). Noktanin biraz sonraki

P' yerine kars1 gelen birim vektdr i olsun. Her iki vektdrii ayn1 O’ baslangig noktasina

tastyarak Ai, =i'—1i, vektoriinii (Sekil 1.8b) tanimliyoruz. i, ve i,’, birim boyda
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(a) (b)
Sekil 1.8

olduklarindan uglar1 1 yarigapli bir gember iizerinde bulunacaktir. . i, ve i, niin yaptiklari
agty1 A@ ile gosterirsek, A, nin siddetini 2sin(A@/2) olarak buluruz. Simdi A7, /A&

vektoriinii goz Oniine alirsak, A@ sifira yaklastigi zaman bu vektor Sekil 1.8b deki birim
¢cembere teget olur ve siddeti de

lim 2sin(A8/2) ~ lim sin(A68/2) 1
A0 A6 A0-0  AG/2

e yaklagir. Su halde limitte, maddesel noktanin yoriingesine normal, i, nin déndiigii yonde

bir birim vektor elde edilmektedir. Bu vektorii i, ile gostererek

Y

i, = lim —
AO—0 AG

- di

[, =L
do

(1.23)

yazabiliriz.

Maddesel noktanin v hiz1 yoriingeye teget oldugundan bunu, v skaleri ile i, vektoriiniin

carpimi olarak yazabiliriz :

3 (1.24)

v=vy

Maddesel noktanin ivmesini elde etmek i¢in (1.24) {in ¢ ye gore tiirevini almamiz gerekir.
Bir skalerle bir vektér fonksiyonunun ¢arpiminin tiirevine ait kurali uygulayarak (Kisim
1.2)

N (1.25)
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yazabiliriz. Oysa

di, di, do ds

dt  do ds dt

dir. (1.3) den ds/dt=v, (1.23) den di, /d@ =i, ve elemanter hesaptan da, p y&riingenin
egrilik yarigap1 olmak lizere, d@/ds nin, 1/ p ya esit oldugunu hatirlayarak (Sekil 1.9)

0o x
Sekil 1.9 N
g _vy (1.26)
at p

elde ederiz. Bunu (1.25) de yerine koyarak
—i (1.27)

buluruz. Su halde ivmenin skaler bilesenleri

2
LA (1.28)
dt o,

olur. Elde edilen bu bagintilar, ivmenin tegetsel bileseninin maddesel noktanin hizinin
siddetinin tiirevine, normal bilegeninin ise hizin karesinin p nin yériingesinin egrilik
yari¢apina béliimiine esit oldugunu ifade etmektedir. Hizin artmasi ya da azalmasina bagl
olarak a, pozitif veya negatif olur ve a, vektor bileseni daima yoriingenin C egrilik

merkezine dogru yonlenmistir (Sekil 1.10).
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Sekil 1.10

Yukaridan anlasilmaktadir ki ivmenin tegetsel bileseni, maddesel noktanin hizinin
siddetinin degisimini yansitmakta, normal bileseni ise, noktanin hizinin dogrultusundaki
degisimi yansitmaktadir. Bir maddesel noktanin ivmesinin sifir olmasi i¢in bu iki bilesenin
de sifir olmas1 gereklidir. O halde bir egri lizerinde sabit hizla hareket eden bir maddesel
noktanin ivmesinin sifir olmast ancak noktanin, egrinin bir biikiim noktasindan ge¢mesi
(biikiim noktasinda egrilik yaricapi sonsuzdur) ile veya egrinin bir dogru olmasi ile
mimkiindiir.

fvmenin normal bileseninin, maddesel noktanin izledigi ydriingeye bagh oldugu gergegi,
ucak kanatlari, demiryolu raylar1 gibi birbirinden ¢ok degisik sistem ve mekanizmalarin
yapiminda dikkate alinir. Bir kanadin yanindan gecen hava zerrelerinin ivmesindeki ani
degisimlere engel olmak i¢in, kanat profilleri egrilik yarigapinda ani degigmeler olmayacak
sekilde yapilir. Demiryolu kurbalarini insa ederken de vagonlarrin ivmelerindeki ani
degisimlerin Oniine gegmek icin benzer dikkat gosterilir (¢linkii bu degismeler techizata
sert etki yapar ve yolcular rahatsiz eder). Ornegin, yolun dogrusal kisminin hemen
arkasindan dairesel bir kisim yapilmaz. Dogru bolgesindeki sonsuz egrilik yaricapindan
dairesel bolgedeki sonlu egrilik yaricapina diizgiin olarak ge¢meye yardimei olmak igin
0zel gecis bolgeleri ( rakordman) kullanilir.

& o&runi 1¢_\$LM

7 ' v
C:-‘t‘:\l\:\'-‘t_ LY TN oA Mman,
9"‘3-"\4\.)-1-' M{_SlM

Bir maddesel noktanmin uzayda hareketi. Bir uzay egrisi boyunca hareket eden maddesel
nokta halinde (1.27) ve (1.28) bagmtilar1 yine gecerli kalir. Ancak, bir uzay egrisinin
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verilen bir P noktasindaki tegetine dik sonsuz sayida dogru bulundugu i¢in i, birim
vektoriiniin dogrultusunun daha kesin bir tanimina ihtiya¢ vardir.

Maddesel noktanin yoriingesi lizerinde birbirine komsu P ve P’ gibi iki noktada
yoriingeye teget olan 7, ve i birim vektorlerini (Sekil 1.11a) ve i, ve i, arasindaki
farki gosteren Ai, vektoriinii (Sekil 1.11b) tekrar gdz Oniine alalim. P den gegen (Sekil

1.11a) ve i, , i ve Ai, vektdrlerinin tanimladig1 diizleme (Sekil 1.11b) paralel bir diizlem

Osculating
p]ﬂ“[‘

S
(a) (b)

Sekil 1.11

L

diistinelim. Egrinin P deki tegeti bu diizlem i¢indedir ve P’ deki tegeti de bu diizleme
paraleldir. P' yii P ye yaklastirirsak limitte P civarinda egriye en iyi uyan diizlemi elde
ederiz. Bu diizleme P deki oskiilator (6pen) diizlem denir. Bu tanimdan anlasilir ki

oskiilator diizlem i, birim vektoriinii i¢inde bulundurur, g¢iinkii bu vektor A7, /A@

n

vektoriiniin limitidir. O halde l:, ile tanimlanan normal, oskiilatér diizlemdedir; buna P

deki asal normal denir. i, =i, xi, birim vektorii, i, , 7, ,i, sag takimmni tamamlar (Sekil
1.11c) ve P deki binormali tanimlar. O halde binormal oskiilator diizleme diktir. (1.27) de
ifade edildigi gibi, P maddesel noktasinin ivmesinin, biri P nin tegeti dogrultusunda, 6teki
asal normali dogrultusunda iki bilesene ayrilabilecegi sonucuna varmaktayiz. Ivmenin

binormal dogrultusunda bileseni yoktur.

1.6. Kutupsal Koordinatlarda Bilesenler

Diizlemsel hareketteki bazi problemlerde P maddesel noktasinin yeri, » ve 6 kutupsal
koordinatlar1 yardimiyla tanimlanir (Sekil 1.12a). O zaman maddesel noktanin hizini ve

ivmesini, OP dogrusuna paralel ve dik bilesenlere ayirmak daha elverisli olur. Bu
bilesenlere radyal ve radyale dik (enine) adi verilir.

17



(a) (b) (©)

Sekil 1.12
P ye i, vei, olmak tzere iki birim vektor koyacagiz (Sekil 1.12b). i, vektorii OP
dogrultusundadir, 7, vektdrii ise i, yi saat ibrelerinin aksi yonde 90° dondiirmekle elde
edilmistir. i, birim vektorii radyal dogrultuyu, yani 0 sabit tutulup » arttirilinca P nin
hareket edecegi dogrultuyu tanimlar; i, ise radyale dik dogrultuyu, yani r sabit tutulup
0 arttirilinca P nin hareket edecegi dogrultuyu tamimlar. Kistm 1.5 de i, birim vektoriiniin
tiirevini bulmakta kullandigimiza benzer bir sekilde su bagintilar ¢ikarilir:
A

=7 =— 1.29
do 7] do L ( )

burada-i, , i, ninkinin aksi yonde bir birim vektdr gostermektedir (Sekil 1.12c).

/%

P noktasmin 7 yer vektoriinii, r skaleri ile i, birim vektdriiniin ¢arpimi olarak yazip ¢ ye

gore tiirev alarak
F=ri (1.30)

S_dr _dr- di, _dr- dodi

=—=—1I+r =—1i +r—
dt dt’ d dt’ dt dé

elde ederiz. (1.29) bagintilarindan birincisini dikkate alarak ve zamana gore tiirevleri
noktalarla gostererek

V=71 +réi, (1.31)

bulunur. ¢ ye gore bir kere daha tiirev alarak

a =ﬂ=ffr +r‘di+r'éfg +r01i, +r %o
dt dt
veya di, /dt = 01, ve di, / dt =0 i, oldugundan
a=@GF-rf%)i, +(r6+2r0)i, (1.32)
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elde edilir. Su halde hiz ve ivmenin radyal ve radyale dik dogrultudaki skaler bilesenleri
sOyle olur:

v, =F vy =10 (1.33)
a =i-r0*  a,=r0+2/0 (1.34)

O merkezli bir daire iizerinde hareket eden bir maddesel nokta halinde, » = sabit ,
7 =7 =0 olur ve (1.32) denklemleri su sekle indirgenir :

v =réi, a=-r0% +réi, (1.35)

Maddesel noktanin uzay hareketine genisletme: Silindirik koordinatlar. Bir P
maddesel noktasinin uzaydaki yeri bazen R, @ ve z silindirik koordinatlar1 yardimiyla

tammlanir (Sekil 1.13a). O zaman Sekil 1.13b de gosterilmis olan i,,i, ve k birim

vektorlerini kullanmak uygun olur. P noktasinin 7 yer vektoriinii, vektorler dogrultusunda
bilesenlere ayirarak

F=Ri,+zk (1.36)

-
A

y

(a) (b)
Sekil 1.13

elde ederiz. i, ve i, nin, yatay xy diizleminde radyal ve radyale dik dogrultular

tanimladigina ve eksenel dogrultuyu tanimlayan k vektoriiniin gerek dogrultu, gerek
siddetge sabit olduguna dikkat ederek su bagintilar1 kolayca ¢ikarabiliriz :

\7=%:R7R+Réfg+z'/€ (1.37)
i =% = (R~ ROy + (RO +2RO), + 5k (1.38)
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2. MADDESEL NOKTALARIN KiNETIiGi : KUVVET, KUTLE VE iVME
2.1. Newton’ un U¢ Temel Kanunu ve Cekim Kanunu
Newton’ un li¢ temel kanununu yeniden yazalim:

Birinci kanun : Bir maddesel noktaya etkiyen bileske kuvvet sifirsa maddesel nokta
(baslangicta hareketsiz ise) hareketsiz kalir veya (baslangicta harekette ise) bir dogru
tizerinde sabit hizla hareketine devam eder.

ikinci kanun : Eger bir maddesel noktaya etkiyen bileske kuvvet sifir degilse, maddesel
nokta bu bileske kuvvetin siddeti ile orantili ve bileske kuvvetin dogrultu ve yoniinde bir
ivme kazanir. Bu kanun

F=mi 2.1)

seklinde ifade edilir. Burada F,m ve @ sirastyla maddesel noktaya etkiyen bileske kuvveti,

maddesel noktanin kiitlesini ve maddesel noktanin ivmesini (birbirine uygun birimlerle
ifade edilmek sartiyla) gostermektedir.

Uciincii kanun : Birbirine degen cisimler arasindaki etki ve tepki kuvvetleri aym
siddettedir, ayn1 tesir ¢izgisi lizerindedir ve zit yondedir.

Newton’ un c¢ekim kanunu : Bu kanun sunu ifade eder: Kiitleleri M ve m olan iki
maddesel nokta karsilikli olarak esit ve zit yonlii F ve— F kuvvetleri ile birbirini ceker ;
bu kuvvetlerin siddeti su formiille verilir :

Mm
F = Gr_2 (2.2)

burada r iki maddesel nokta arasindaki uzakliktir. G ¢ekim sabiti denilen evrensel bir
sabittir. Biiyliikk onemi olan bir 6zel hal, diinyanin yeryiiziindeki maddesel noktalar1

cekmesidir. Diinyanin uyguladigi bu F kuvveti maddesel noktanin W agirhig olarak
tanimlanir. M yi diinyanin kiitlesine, m yi maddesel noktanin kiitlesine ve r yi diinyanin R
yarigapina egit alarak ve

GM
8§="71 (2.3)
sabitini hesaba sokarak, kiitlesi m olan bir maddesel noktanin W agirlig
W =mg (2.4)

seklinde ifade edilir. Bu formiilde R nin degeri géz Oniine alinan noktanin yiiksekligine ve
ayn1 zamanda enlemine de baghdir, ¢ilinkii diinya tam kiire seklinde degildir. O halde g nin
degeri gbz Oniine alinan noktanin yeri ile degismektedir. Nokta yeryiiziinde kaldig: siirece
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bir ¢ok miihendislik hesaplarinda g yi 9.81 m/sn® ye esit kabul etmek yeteri kadar
dogrudur.

Newton’ un ikinci kanunu sadece F ved min siddetlerinin orantili oldugunu degil, (m
pozitif bir skaler oldugu i¢in) dogrultulariin da ayni oldugunu ifade eder (Sekil 2.1).
F kuvveti sabit olmayip  ile degisirse @ ivmesi de  ile degisecektir.

Maddesel nokta ayn1 anda birden fazla kuvvetin etkisinde bulunursa (2.1) denklemi yerine

—

Y F =ma (2.5)

denklemini koymak gerekir; burada Y F maddesel noktaya etkiyen biitin kuvvetlerin
vektorel toplamini veya bileskesini gdstermektedir.

Sekil 2.1

a ivmesinin belirtilmesinde esas alinan eksen takimlarinin se¢iminin de serbest olmadigi
hatirdan c¢ikarilmamalidir. Bu eksenlerin yildizlara goére dogrultusu sabit olmali ve
baslangi¢ noktasi da giines sisteminin kiitle merkezine baglanmali veya kiitle merkezine
gore sabit hizla hareket etmelidir. Boyle bir eksen takimina Newton karsilastirma takimi
ad1 verilir. Yildizlar da gercekte sabit olmadiklarindan, Newton karsilagtirma takimlarinin
daha dogru bir tanimi (2.5) denkleminin gegerli kaldig1 takimlardir seklinde yapilabilir.
Diinyaya bagl sistemler Newton karsilastirma takimlar1 degildir, ¢iinkii diinya yildizlara
gore donmektedir ve giinesin kiitle merkezine gore de bir ivmesi vardir. Bununla birlikte
miithendislik uygulamalarimin pek ¢ogunda @ ivmesi, diinyaya bagh takimlara gore ve
(2.1) ve (2.5) denklemleri kullanilarak belirtilirse biiyiik bir hata yapilmis olmaz. Ote
yandan, eger a ivmesi hareketli eksen takimlarma gore Olcililen bagil bir ivmeyi
gosteriyorsa ve bu hareketli takim da ivmeli bir otomobile veya déonmekte olan bir makine
parcasina baglanmis ise, yukaridaki denklemler yiiriirliikte kalmaz.

2.2.Birimler

Mekanikte kullanilan temel kavramlar uzay, zaman, kiitle ve kuvvettir. Bu kavramlar tam
olarak tanimlanamaz; bunlar sezgi ve tecriibelerimize dayanarak kabul edilmeli ve
mekanigi incelerken bagvurulacak bir kaynak olarak kullanilmalidir.

Uzay kavrami, bir P noktasinin yeri kavrami ile yakindan ilgilidir. P nin yeri, bir
karsilagtirma noktas1 veya baslangictan itibaren verilen ii¢ dogrultuda o6lciilen iig¢

uzunlukla tanimlanir. Bu uzunluklara P nin koordinatlar1 adi verilir.

Bir olayr tanimlamak ic¢in uzaydaki yeri belirtmek yeterli degildir. Olayin zaman: da
verilmelidir.
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Kiitle kavrami, cisimleri belirli temel mekanik deneyler yoniinden karakterize etmek ve
karsilagtirmakta kullanilir; 6rnegin, kiitlesi ayn1 olan iki cisim diinya tarafindan ayni tarzda
cekim etkisindedir; ayni1 sekilde boyle iki cisim, Otelenme seklindeki bir harekette,
hareketin degisimine ayn1 direnci gosterir.

Kuvvet bir cismin digeri iizerine etkisini gosterir. Ya gercek dokunma sonucunda veya
¢ekim kuvveti, manyetik kuvvetlerde oldugu gibi uzaktan uygulanabilir.

Newton mekaniginde uzay, zaman ve kiitle birbirinden bagimsiz, mutlak kavramlardir. Ote
yandan kuvvet kavrami diger ti¢linden bagimsiz degildir. (2.5) esitligi gostermektedir ki,
bir cisme etkiyen bileske kuvvet cismin kiitlesi ve hizinin zamanla degismesi ile ilgilidir.

Birimler (2.5) esitligi saglanacak sekilde secildiklerinde kinetik agidan uyusurlar.

Kinetik olarak uyusan bes sistem Tablo 2.1 de gosterilmistir.

Tablo 2.1. Birim sistemleri

Boyutlar Metrik sistemler ingiliz sistemleri
Salt (MKS) Salt (CGS) Salt
Metre (m) Santimetre (cm) | Ayak (ft)
Uzunluk Kilogram (kg) Gram (gr) Libre (1b)
Kiitle Saniye (san) Saniye (san) Saniye (san)
Zaman Newton (kg m/ san’) Din(gr cm/san®) | Poundal (Ib ft /san’

Kuvvet,F’=ma dan

Cekimsel Cekimsel
Uzunluk Metre (m) Ayak (ft)
Kuvvet Kilogram (kg) Libre (Ib)
Zaman Saniye (san) Saniye (san)
Kiitle, F =ma dan | kg san’/m Slug (Ib san?/ ft)

MKS sistemine salt (mutlak) birimler sistemi denir. Bunun anlami sudur: Segilen ii¢ temel
birim (metre, kilogram, saniye) ol¢iimlerin yapildig1 yerden bagimsizdir. Metre, kilogram
ve saniye diinyanin her hangi bir yerinde, hatta baska bir gezegende bile kullanilabilir.
Bunlarin anlami her yerde ayni kalir.

Teknikte yakin zamanlara kadar ¢ekimsel birimler kullanilmasina ragmen giintimiizde salt
birimlerin kullanimi gittik¢e yayginlagmaktadir.

Salt birimler sisteminde (MKS) kuvvet birimi olan Newton, 1kg kiitlesindeki bir cisme 1

m/san” lik ivme veren bir kuvvet olarak tanimlanmaktadir. Cekimsel birimler sisteminde
kuvvet olarak alinan Kilogram ise, kiitlesi 1 kg olan bir cisme, deniz diizeyinde ve 45°
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enlemde yeryiiziiniin uyguladig1 kuvvet olarak tanimlanmaktadir. Boyle bir yerde serbest
diisen bir cismin ivmesi 9.81 m/san® oldugundan, lkg kuvvetin, 1 kg lik kiitleye 9.81
m/san® lik bir ivme verdigini goriiriiz. Bu tanimlara gore 1kg kuvvet ~9.81N oldugu

goriilmektedir. Asagida salt sistemler i¢in bazi birim ¢evirmeleri verilmistir.
lin=254cm ; 1ft=12in=3048cm ; 1kg=2.20461b

Kinetikte ig birimi olarak kullanilan Joule ise 1 Newton’ luk kuvvetin 1 metre yol almasi
durumunda yaptigi is olarak tanimlanmaktadir. Birim alana gelen kuvvet (gerilme) birimi
1 pa=1N/m’ dir.

Burada, salt birimler (MKS) kullanilacaktir.
2.3.Hareket Denklemleri. Dinamik Denge

Birden fazla kuvvetin etkisi altindaki m kiitleli bir maddesel noktay1 goz oniine alalim.
Newton’ un ikinci hareket kanununa gore bu kuvvetlerin bileskesinin ma vektoriine esit

olmasi gerekmektedir(Sekil 2.1a). F kuvvetini ve @ ivmesini dik bilesenlerine ayirarak
Y(Fi+F,j+F.ky=m(a,i+a,j+a.k) (2.6)

yazabiliriz.

(2.5) denkleminin sag tarafini sola gecirerek
SF-mi=0 (2.7)

elde ederiz. Newton’un ikinci hareket kanunu bu sekilde yazilinca maddesel nokta
dinamik dengededir denir ve g6z Oniline alinan problem daha once statikte kullanilan
yontemler yardim ile ¢oziilebilir(Sekil 2.2b). —ma ifadesine atalet vektorii ad1 verilir.
Atalet vektorli, maddesel noktay1 hareket ettirmek veya hareket kosullarini degistirmek
istedigimiz zaman maddesel noktanin gosterdigi direnisin Olgiistidiir. Bu nedenle cogu
zaman atalet kuvveti adin1 alir. Bununla beraber atalet kuvveti statikte rastlanilan degme
noktalarinda olusan kuvvetler veya ¢ekim kuvvetleri gibi bir kuvvet degildir. Bu sebeple
—ma vektoriinii ger¢ek kuvvetlerden ayirt etmek i¢in burada atalet kuvveti deyimi yerine
atalet vektorii deyimi kullanilacaktir.

ma

m

() (b)
Sekil 2.2
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2.4.Maddesel Noktalar Sistemi. D> Alembert ilkesi

Bir problemde birden fazla maddesel noktanin hareketi s6z konusu oluyorsa, (2.1) ve (2.5)
denklemleri g6z Oniine alinan her nokta i¢in ayr1 ayri yazilabilir. Fakat, ornegin, rijit
cisimde oldugu gibi ¢ok sayida maddesel noktadan olusan bir sistem halinde, sistemi bir
biitlin olarak gdz Oniline almak genellikle daha kolay olur. Bu halde sistemdeki bir
maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin sunlardan olusacagi diisiiniilmelidir: (1) Sistemin
disinda bulunan cisimlerden gelen dis kuvvetler (diinyanin maddesel noktaya uyguladigi
agirlik gibi); (2) sistemin 6teki maddesel noktalarinin uyguladigi i¢ kuvvetler. Newton’ un
ikinci kanunu geregince, goz Oniine alinan maddesel noktaya etkiyen dis ve i¢ kuvvetlerin
bileskesi, ma vektoriine esit olacaktir. Bu vektore genel olarak maddesel noktaya gelen
efektif kuvvet adi verilir.

Simdi, maddesel noktalar sisteminin biitiin noktalarin1 ayn1 anda g6z 6niine alalim (Sekil
2.3). Yazdigimiz baginti her bir maddesel nokta i¢in gecerli oldugundan, sistemin
noktalarina etkiyen biitiin dis ve i¢ kuvvetlerin bileskesi, biitiin noktalara etkiyen efektif
kuvvetlerin bileskesine esit olur. Oysa Newton’ un {i¢iincii kanunu geregince, i¢c kuvvetler
birbirine esit, ayn1 dogru iizerinde ters yonlii ikiser kuvvet seklinde ortaya ¢ikarlar, boylece
i¢ kuvvetler sistemi sifira indirgenmis olur. Buradan su sonug elde edilir: Bir maddesel
noktalar sistemine etkiyen dis kuvvetler, sistemin cesitli noktalarina etkiyen efektif
kuvvetlere esdegerdir.

F, o L
T i ( p \,J o { |
f:"l. ke = . ,|" /" |I |
/ - I / n
| / \ L ol 43,
\ "‘ i/ s /
\ / AR P
AY /! 4
3 Ay ,’{ s \\ n .fq.
- R Ty ”// W B ,/h H
— e
l:2

Sekil 2.3

Bu 6nemli hiikiim, Fransiz matemetikg¢isi Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) e izafeten,
D’ Alembert ilkesi diye taninir. Bu ilkeden su sonug ¢ikar: Dis kuvvetlerin toplami efektif
kuvvetlerin toplamina esittir ve dis kuvvetlerin her hangi bir O noktasina gére momentleri
toplami, efektif kuvvetlerin ayni o noktasina gére momentleri toplamina esittir. Verilmis
bir maddesel noktanin yer vektoriinii 7 ile gdsterirsek

F+fi + fi =mya,
F2+ch + (_fAB):mBEiB

(_jAC + (_fgc) =me aC

F+F, =m,d,+myd,+m.a,.

Dus kuvvetlerintoplami = Efektif kuvvetlerin toplami

Y Fy, =Yma Y (M), =X (Fxma) (2.8)
yazilir.
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2.5.Bir Maddesel Noktalar sisteminin Kiitle Merkezinin Hareketi

(2.8) denklemlerinden birincisi, maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezi géz Oniine
aliarak degisik bir sekilde yazilabilir. Sistemin kiitle merkezi,

(Im)r=Ymr (2.9)

=

bagmtisini saglayan 7 vektoriiniin belirledigi G noktasi olarak tammlamir. 7 ve 7 yer

vektorlerini dik bilesenlerine ayirirsak, kiitle merkezinin X, v,z koordinatlarini belirtmekte
kullanilmak tizere asagidaki ii¢ skaler denklemi elde ederiz:

Emx=Xmx  (Zm)y=2my (Zmz=xmz  (2.10)

W=mg oldugu i¢in, G nin ayni zamanda sistemin agirlik merkezi olduguna dikkat
etmelidir. Bununla birlikte karigikligin oniine ge¢mek i¢in, G yi maddesel noktalarin
kiitlesi ile 1ilgili problemlerde maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezi, maddesel
noktalarin agirlig: ile ilgili problemlerde sistemin agwrlik merkezi olarak adlandiracagiz.
Ornegin, diinyanin ¢ekim alani disindaki maddesel noktalarm kiitlesi vardir, fakat agirhg
yoktur. O zaman kiitle merkezinden s6z etmek dogru oldugu halde agirlik merkezinden s6z
etmek anlamsizdir. Su nokta da belirtilmelidir ki bir maddesel noktalar sisteminin kiitle
merkezi ile agirlik merkezi tam olarak st iiste diismez, ¢iinkii noktalarin agirliklar yerin
merkezine yonelmis oldugu i¢in tam olarak paralel bir kuvvetler sistemi tegkil etmez.

(2.9) denkleminin ¢ ye gore tiirevini alarak

dr dr
(zm)z—zmz

veya dr/dt nin, maddesel noktalar sisteminin G kiitle merkezinin v hizim gdsterdigine
dikkat ederek

(Xm)v =Y mv @2.11)

yazilir. Bir kere daha tiirev alimip, G kiitle merkezinin ivmesini a ile gdstermek suretiyle
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dv dv
(Zm)z—zmz

(2.12)
m) a =>ma
buluruz. (2.12) ile (2.8) bagintilarinin ilkinden Y ma y1 yok edersek
d:; =(Imya (2.13)

denklemini elde ederiz; bu denklem, sistemin kiitle merkezinin hareketini tanimlar. (2.13)
denkleminin, kiitlesi > m olan ve biitiin dis kuvvetlerin etkisi altinda bulunan bir tek
maddesel noktanin hareketi icin elde edilecek denklemle ayni oldugu goriilmektedir. O
halde sunu soyleyebiliriz : Bir maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezi, sistemin
biitiin kiitlesi ve biitiin dis kuvvetleri bu noktada toplanmis gibi hareket eder. Bu ilke en
iyi sekilde, patlayan bir merminin hareketi ile canlandirilabilir. Biliyoruz ki, hava direnci
ihmal edilirse merminin, parabolik bir yoriinge tizerinde hareket ettigi farzedilebilir. Mermi
patladiktan sonra mermi pargalarinin G kiitle merkezi, ayn1 yoriinge iizerinde harekete
devam edecektir. Ger¢ekten, G noktasi, parcalarin kiitle ve agirliklar1 G de toplanmig gibi
hareket etmek zorundadir; su halde bu nokta sanki mermi patlamamis gibi hareket
edecektir.

Ortaya konan bu ilke gostermektedir ki, cismin, kiitle merkezinin hareketi ile ilgileniyor ve
kiitle merkezi etrafindaki hareketi ile ilgilenmiyorsak, rijit cisim yerine kiitlesi ayni olan
bir maddesel nokta koyabiliriz. Bununla birlikte, (2.12) ve (2.13) denklemlerinin, etkiyen
kuvvet ve vektorlerin momentleriyle ilgili olmadigmi hatirdan ¢ikarmamalidir. Ornegin
(2.12) denklemi, sisteme ait maddesel noktalara etkiyen efektif kuvvetlerin, G kiitle
merkezine baglanmus bir (X m)a vektoriine esdeger oldugunu ifade etmez. Daha sonra

rijit cisimlerin kinetigi bahsinde goriilecegi iizere, efektif kuvvetlerin bileskesi ve
dolayistyla dis kuvvetlerin bileskesi, genel olarak maddesel noktalar sisteminin kiitle
merkezinden gegmez.

2.6.Maddesel Noktanin Egrisel Hareketi

Bir P maddesel noktas1 egrisel bir yoriinge lizerinde hareket ediyorsa ivmesinin dik
bilesenlere, tegetsel ve normal bilesenlere veya radyal ve radyale dik bilesenlere
ayrilabildigi goriilmiistii. Su halde Newton’ un ikinci hareket kanununu ifade etmek i¢in bu
gosterim yontemlerinden her hangi birini kullanabiliriz.

Dik Bilesenler: P maddesel noktasmna etkiyen F kuvvetleri ile maddesel noktamn a

ivmesi dik bilesenlere ayrilirsa, Newton’ un ikinci hareket kanunu su skaler denklemlerle
ifade edilebilir:

YF,=ma, YF,=ma, YF, =ma, (2.14)

Ivmenin dik bilesenlerinin, P nin koordinatlarinin ikinci tiirevlerine esit oldugunu
hatirlarsak
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F. =mx ZFy =my YF, =mZ (2.15)
elde edilir.

Tegetsel ve Normal Bilesenler: Kuvvetleri ve maddesel noktanin ivmesini, 7, ve i, birim
vektorleri dogrultusunda bilesenlere ayirarak iki skaler denklem elde ederiz:

>F, =ma, >F, =ma, (2.15)
a, ve a, yerine (1.28) deki degerlerini koyarsak
2
sE=-m®  sE-m’ (2.16)
dt o,

bulunur. Elde edilen bu denklemlerden iki bilinmeyen ¢oziiliir.

Kutupsal Koordinatlarda Bilesenler: Kutupsal koordinatlar1 » ve € olan ve diizlemde
egrisel bir yoriinge tizerinde hareket eden bir P maddesel noktast géz oniine alalim. P ye

etkiyen F kuvvetlerini ve maddesel noktanin @ ivmesini i, vei, birim vektorleri

dogrultusunda bilesenlere ayirarak, Newton’ un ikinci kanununun asagidaki iki skaler
denklemle ifade edilebilecegini goriiriiz:

>F. =ma, > Fy=ma, (2.17)

a, ve a, yerine (1.34) deki degerleri konulursa
SE =m(F-r0*) YF,=m(r0+270) (2.18)

bulunur. Elde edilen bu iki denklemden iki bilinmeyen ¢oziilebilir.

Merkezsel Bir Kuvvet Etkisi Altinda Hareket: Bir maddesel noktaya O koordinat

baslangicindan gecen, O ya dogru veya O dan uzaklasacak sekilde yonlenmis bir tek F
kuvveti etkiyorsa, maddesel nokta merkezsel bir kuvvet etkisinde hareket ediyor denir

(Sekil 2.4). F nin radyale dik dogrultudaki bileseni sifir oldugundan ikinci denklem
2
d-o 2drd¢9 ld(zdﬁjzo

r—+2——=0 veya ——|r"—
dt>  dt dt rde\ dt

verir. Buradan 7 nin sonlu degerleri i¢in, / bir sabit olmak iizere

do

2
re—=nh 2.19
% (2.19)
sonucu elde edilir. Sekil 2.4 incelenirse, OP yaricap vektoriiniin, d@ acis1 kadar donmesi

halinde dA =r*d0/2 degerinde sonsuz kiiciik bir alan siipiirdiigii goriiliir. Maddesel
noktanin alan hizi, dA/dt oram olarak tanimlanirsa, (2.19) denkleminin sol yaninin,
maddesel noktanin alan hizinin iki katin1 gosterdigi anlasilir. Buradan su sonug elde edilir:
Bir maddesel nokta, merkezsel bir kuvvet etkisinde hareket ediyorsa alan hizi sabittir.
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Sekil 2.4

(2.19) denklemi, (2.18) denkleminin birincisinden ¢ yi yok etmekte kullanilabilir.
dO/dt =h/r* oldugu dikkate almarak

At dOdt *dO do
ﬁ_i(ﬂ]_i(ﬂjﬁ_ii(ﬂ)_ii _hi(lj
a2 di\di) ao\dr ) dar ~ s ae\ar) srde| dolr

d’r _ n* d’ (1) (2.20)

r

dr_drdf hdr d(lj

>t do*

yazilir. d@/dtved?r/dt* nin sirastyla (2.19) ve (2.20) deki degerlerini (2.18)
denklemlerinin birincisinde yerine koyar, > F, =—F alir ve u =1/r fonksiyonunu ise
sokup, diizenledikten sonra
d*u F
+u= (2.21)
do’ mh*u’

elde edilir. (2.21) denkleminin ¢ikarilmasinda F kuvvetinin O ya dogru yonlendigi kabul
edilmistir. O halde F kuvveti O ya dogru yonlenmisse (¢ekici kuvvet) F' siddeti pozitif;
F, O dan disar dogru yonlenmisse (itici kuvvet) negatif alinmalidir. Eger F, r ve
dolayistyla # nun bilinen bir fonksiyonu ise (2.21) denklemi, # ve & cinsinden bir

diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel denklem F merkezsel kuvveti etkisinde
maddesel noktanin izleyecegi yoriingeyi tanimlar.
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3. MADDESEL NOKTALARIN KINETIGI : iS VE ENERJI
3.1. Giris

Bundan 6nceki bolimde, maddesel noktalarin hareketi ile ilgili problemler F =ma

hareket denklemi kullanilarak ¢éziilmiistii. Bir F kuvveti etkisinde bulunan bir maddesel
nokta verilmisken bu denklemden a ivmesini hesaplayabiliyorduk; ondan sonra
kinematigin ilkelerini uygulayarak @ dan, maddesel noktanin her hangi bir andaki hizini
ve yerini belirtmek miimkiin olabiliyordu.

F =ma denklemi ile kinematigin ilkeleri birlestirilirse iki yeni ¢oziimleme yontemi daha
elde edilebilir : is ve enerji yontemi ve impuls ve momentum yéntemi. Bu yontemlerin
Uistlinliigli, ivmenin belirtilmesini gerekli kilmamalarindadir. Gergekten, is ve enerji
yontemi dogrudan dogruya kuvvet, kiitle, hiz ve yer degistirme arasinda iliski kurar,
impuls ve momentum ydntemi ise kuvvet, kiitle ve zaman arasinda iligki kurar.

Bu béliimde is ve enerji yontemi ele alinmistir. Bu yontem ii¢c 6nemli kavrama dayanir :
Bir kuvvetin igi kavrami, potansiyel enerji kavrami ile maddesel noktanin kinetik enerjisi
kavrami. Asagidaki kisimlarda bu kavramlarin tanimlar1 verilmistir.

3.2. Bir Kuvvetin Isi

Once mekanikte kullanildig1 sekilde yer degistirme ve is kavramlarini tanimlayacagiz. Bir

A noktasindan yakinindaki A" noktasina hareket eden bir maddesel nokta gbz Oniine
alalim (Sekil 3.1). 4 noktasina karst gelen yer vektorii 7 ile gosterilirse, 4 ile 4" yi
birlestiren kiiciik vektor d 7 diferansiyeli ile gosterilir. d 7 vektoriine maddesel noktanin
yer degistirmesi adi verilir. F kuvvetinin d7 yer degistirmesindeki isi, F kuvveti ile d 7
yer degistirmesinin skaler carpimi olan

AW =F-d7 (3.1)

biiylikliigii ile tanimlanir. F' ve dr ile sirastyla kuvvetin ve yer degistirmenin siddetlerini,
aile de F ve d7 nin arasindaki agiy1 gosterirsek, iki vektoriin skaler carpimimin tanmmim
hatirlayarak

dW = Fdrcosa (3.2)

yazilabilir. (3.2) den, dW isi pozitif ise a agisinin dar, negatif ise genis a¢1 olmasi gerektigi
sonucu ¢ikar. Ug 6zel hal ilgi cekicidir: F kuvveti ile d7 ayni yonde ise, dW isi Fdr

haline gelir. F ile d7 aksi yonde ise dW =-Fdr olur. Son olarak, F ile d7 birbirine
dikse dW isi sifir olur.
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Sekil 3.1

Maddesel noktanin 4; den A4, ye kadar sonlu yer degistirmesi (Sekil 3.2) sirasinda F
kuvvetinin isi, (3.1) denkleminin maddesel noktanin yoriingesi boyunca integrasyonu ile

W,.,=[F-dF (3.3)

seklinde elde edilir.

Sekil 3.2
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3.3. Maddesel Noktanin Kinetik Enerjisi

Bir F kuvvetinin etkisinde bulunan ve dogrusal veya egrisel bir yoriinge iizerinde hareket
eden m kiitleli bir maddesel nokta gdz oniine alalim (Sekil 3.3). (3.3) esitligi

4, _ 4, 4 dv
Wo,,=|F-di=|mdadr=[m—-dr=

4, 4, 4 dt
4, v, 2 (3.4)
[mv-dv =m|vdv= :E(vf—vlz)
A, v

2

seklinde yazilirsa, buradaki (1/2)mv° ifadesi maddesel noktanin kinetik enerjisi olarak

adlandirilip £ ile gosterilir ve skaler bir biiytikliiktiir. Bu durumda (3.4) esitligi
Wiy =En—Ey (3.5)

sekline doniislir. Bir maddesel noktanin kinetik enerjisi, maddesel noktanin hizinin is
yapma kapasitesini gosterir.

P
39
—
Ay F
<
X
Sekil 3.3
2
Sekil 3.3

3.4. Potansiyel Enerji

Potansiyel enerji, bir cismin konumu sebebiyle is yapma kapasitesi olarak
tanimlanmaktadir. ¢ skaler bir fonksiyon olarak tanimlansin. Bu fonksiyonun degeri

konum koordinatlarina baghdir. Bir F kuvvetini boylesi bir fonksiyonun gradyeni olarak
ifade edelim:

(3.6)

Bu kuvvetin yaptigi is, isin tanimindan
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W) =[Fdi =[] 227+ 925290 i axi + ayj + dok )=
ox oy 0z

(3.7)

R I JA I S
I(axd +8ydy+62dj_¢£d¢_¢2 &

olur. (W,_,,), konservatif kuvvetin isi olarak adlandirilmaktadir. Burada ¢ ye is
fonksiyonu dersek, bunun degeri fonksiyonun ilk ve son degerlerine baghdir ve iki nokta
arasinda yapilan is izlenen yoldan bagimsiz kalmaktadir (Sekil 3.4a). Eger kuvvet 4; den
A, ye gittiginde kapali bir yoriinge ciziyorsa (4; ile A4, st liste diiger) isin sifir ettigi
goriiliir (Sekil 3.4b). Boylesi bir ¢ fonksiyonunun gradyeni olarak yazilabilen kuvvete de
konservatif kuvvet denmektedir. Bu durumda E, =-¢ olarak tanimlanan ifadeye

potansiyel enerji fonksiyonu adi verilir.

F
g Ag(xg,Ys2,22)
\
\ A
\
|
S
Az ypzy)
3 : (a) i (b)  wic. 13.12
(a) (b)

3.5. is ve Enerji ilkesi

Konservatif olan ve olmayan kuvvetlerin bir arada bulunmas1 durumunda (3.5) ifadesi elde
edilmisti. (3.5) ifadesinin sol tarafindaki is terimi

Wi =Wp), + Wy (3-8)

seklinde iki kisma ayrilsin. Burada (W,_,,), konservatif kuvvetlerin isi olduguna gore
(W,,,), konservatif olmayan kuvvetlerin isi olur. Konservatif olmayan kuvvetlerin isi

maddesel noktanin aldigr yola bagimli kalmaktadir. Bdylesi kuvvetlere 6rnek olarak
stirttinme kuvveti verilebilir. (3.5) ifadesi, (3.8) kullanilarak

Wi =)o +(Winn), = Epn —Eyy
seklinde yeniden yazilabilir. (W), yerine (3.8) ifadesinde goriilen potansiyel enerji

cinsinden esiti yazilirsa
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W) +tE—Ep=En—-Eq>W,),=E,-E, +E,—-E, (3.9

olur. AE, =E , -E,, AE, = E,, — E,, alinarak, (3.9) daki is ifadesi

pl>

W2), = AE, +AE, (3.10)

olarak son halini almis olur. Bu ifade, konservatif olmayan kuvvetlerin yaptigi isin, toplam
potansiyel enerjideki degisim ile toplam kinetik enerjideki degisimin toplamina esit
oldugunu gostermektedir.

3.6. Bazi Kuvvetler Icin Potansiyel Enerji ifadeleri

Sabit kuvvet: Sabit bir kuvvet F :§¢:az7+b]‘+cl€ olarak verildigine gore E,
potansiyel enerji fonksiyonunu bulalim:

o¢p o¢p

=—=q :—:b =—=C 3.11
9. . 9, o 9. % (3.11)
olarak alinir. (3.11) esitliklerinden birincisinin x e gore integrasyonundan

¢=[adx=ax+c, (3.12)

olur. (3.12) deki c; , igerisinde y ve z degiskenlerini kapsamaktadir. Bu sebeple, (3.12) nin
v degiskenine gore tiirevi

,=c, =L (3.13)

olmaktadir. (3.13) ifadesiyle (3.11) esitliklerinden ikincisi karsilastirilirsa

¢, =c, =b (3.14)
oldugu goriiliir. (3.14) ifadesinin y degiskenine gore integrasyonundan bu kez

¢ =by+c, (3.15)

olur. (3.15) in z ye gore tiirevi (3.11) in lgiinci esitligiyle karsilastirilirsa

. =c,, =cC (3.16)
bulunur. (3.16) nin z degiskenine gore integrasyonu ile

c,=cz+c 3.17
2 3

elde edilir ve (3.12), (3.15) ve (3.17) den
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p=ax+by+cz+cy (3.18)

seklinde is fonksiyonu bulunur. Islemlerde A¢ kullanildigindan c; sabitinin her hangi bir
deger almasi sonuglari etkilemez. Bu sebeple ¢; = 0 alinir. Enerji fonksiyonu (3.18) ve
E, =-¢ den

E,=-ax-by-cz (3.19)
olarak elde edilir.
Yercekimi kuvveti: Sekil 3.5 de verilen eksen takimi igin F :—mglg olmaktadir.

Baylesi bir kuvvetin potansiyel enerji fonksiyonu sabit kuvvet i¢in izlenen islem asamalar1
tekrarlanarak elde edilir. Bu asamalar asagida verilmistir:

Sekil 3.5
ﬁ:—mgl€=%;+%j+%/€ (3.20)
ox oy oz

(3.20) de goriildiigii gibi

o _3p_, 3 _db_

ox oy 7 oz dz e (3-21)
(3.21) in ikinci esitliginden
¢ =-mg[dz =-mgz +c (3.22)
olurve (3.22) ve, E, =—¢ den
E,=—¢p=mgz—c c¢=0>E,=mgz (3.23)

olarak yercekimi kuvveti i¢in potansiyel enerji fonksiyonu bulunur.
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Yay kuvveti : Yay kuvveti durumunda, sekil 3.6 da secilen eksen takimi i¢in, yaym x
ekseninin art1 yoniinde x kadar ¢ekilmesi durumunda, yayin maddesel noktaya etki ettirdigi

kuvvet F =—kxi olmaktadir. Bu kuvvet, bir ¢ skaler fonksiyonunun gradyeni olarak

Fooki=007,905,9F

ox oy 0z

seklinde ifade edilir. Daha dnceki islemler tekrarlanirsa

W g 9299 (3.24)
ox oy Oz
olur ve buradan
¢=—:%kx2+c (3.25)

elde edilir. Potansiyel enerji fonksiyonu ise (3.25) ve £, =—¢ den
E =%kx2—c, c=0>E, =—kx? (3.26)

seklinde bulunur. Yay icin elde edilen bu ifade, yayin uzamasi boy degistirmemis
konumdan ol¢iildiigii stirece gecerlidir. Yani sekil 3.6 da x; den x; ye gidilmesi
durumundaki potansiyel

1
E, =5k(x§ —x7)

olup, bu ifadede (x3 —x) yerine (x, — x,)* kullamlamaz.

Spring undeformed F

B IVW\{\/W!

l

§ I'vvv\/\/v\/\.
|‘ 4
Pae

I
| F

R

I

B I’\N\/ﬁ[/\/\/\/.
I
| | Ag

r Xy
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3.7. Maddesel Noktalar Sistemi

Bir problemde ¢ok sayida maddesel nokta varsa, her maddesel nokta ayr1 ayr1 goz oniine alinabilir ve is ve
enerji ilkesi her bir maddesel noktaya uygulanabilir. Biitiin maddesel noktalarin kinetik enerjilerini toplamak
ve probleme giren biitiin kuvvetlerin islerini géz 6niine almak suretiyle, is ve enerji denklemini sistemin tiimii

i¢in de yazabiliriz:

(W2), =AE, +AE, (3.27)

Burada AE, sistemi meydana getiren maddesel noktalarin, kinetik enerji degisimlerinin
aritmetik toplamuni, AE, potansiyel enerji degisimlerinin aritmetik toplamini, (W,_,,), ise

tim maddesel noktalara etkiyen konservatif olmayan kuvvetlerin 1 noktasindan 2
noktasina gidene kadar yaptiklari islerin aritmetik toplamini géstermektedir.

Is ve enerji yontemi ozellikle, uzamayan ipler veya zincirlerle birbirine baglanmis
cisimlerden olusan sistemlerle ilgili problemlerin ¢oziimiinde elveriglidir. Bdyle
durumlarda, i¢ kuvvetler esit ve ters yonde olmak tizere ¢ift sayida ortaya ¢ikar ve bu ¢ift
kuvvetlerin uygulama noktalar1 esit uzakliklarda yol gider. Bunun sonucu olarak i¢
kuvvetlerin isi sifir olur ve (W _,,), yine sadece konservatif olmayan dis kuvvetlerin

toplam isi olarak kalir.

Agirhk merkezinden gecen bir karsillastirma takimi kullamilmasi: Pek ¢ok sayida
maddesel noktadan olusan bir sistemin (bir rijit cisim halinde oldugu gibi) kinetik
enerjisini hesaplarken ¢ogu zaman, sistemin G kiitle merkezinin hareketi ile sistemin G ye
baglanmis hareketli bir karsilagtirma takimia gore bagil hareketini ayr1 ayri incelemek
daha uygun olur.

Sekil 3.7
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Sistemin bir maddesel noktasi P, bunu Oxyz Newton karsilastirma takimina gore bagil hizi
v, Oxyz ye gore Otelenme yapan Gx'y'z’ hareketli takimina gore bagil hizi ise v' olsun

(Sekil 3.7). G kiitle merkezinin Oxyz Newton takimina gre bagil hizini v ile gosterirsek,
Kisim 1.12? ye gore

V=v+7' (3.28)

yazilir. v’ nin V-V skaler ¢arpimuna esit oldugunu dikkate alarak, sistemin Oxyz Newton
takimina gore E; kinetik enerjisini s0yle ifade ederiz:

E, :lzmv2 =1z(mv-v) (3.29)
2 2
v yerine (3.28) deki degerini koyarak
1 = = 1 2 = —y 1 )
E, ZEZ[m(V +v)-(V+v )]ZE(Zm)v +v->mv +§va (3.30)

Kisim 2.5 deki (2.11) bagintisin1 goz oniine alirsak
>mv'=(Xm)v' =0 (3.31)

oldugunu goriiriiz, ¢iinkii G nin Gx'y’z’ takimina gore bagil hizin1 gésteren v' niin sifir
olacagi aciktir. Su halde

E, = %(z m)v? +%va'2 (3.32)

Bu denklem sunu gostermektedir: Maddesel noktalar sisteminin E; kinetik enerjisi, G
kiitle merkezinin (kiitlenin timii G de toplanmis gibi farzederek) kinetik enerjisi ile,
sistemin Gx'y'z' takimina gore hareketindeki kinetik enerjisini toplayarak elde edilebilir.

3.8. Is ve Enerji Ilkesinin Uygulamalari

Is ve enerji ilkesinin uygulanmasi, kuvvetler, yer degistirmeler ve hizlarla ilgili pek
¢ok problemin ¢dziimiinii biiyiik dlgiide basitlestirir. Ornegin, W agirhiginda bir top ile /
boyunda bir ipten olusan bir sarkaci géz oniine alalim (Sekil 3.8a). Sarkag ilk hiz1 sifir
olmak lizere, OA4; yatay konumundan birakilmis olsun ve diisey diizlemde salinim yapsin.
Topun tam O nun altinda bulunan 4, noktasindan gectigi andaki hizin1 bulmak isteyelim.
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(b) (©
Sekil 3.8

Once topa etkiyen kuvvetlerin 4; den 4, ye kadar yer degistirme sirasinda yaptiklari isi
bulalim. Topun serbest cisim diyagramini ¢izelim, topa gelen ger¢ek kuvvetlerin tiimiindi,

yani W agirhigmi ve ipten gelen P kuvvetini gosterelim (Sekil 3.8b). Atalet vektorii
gergek kuvvet olmadigindan serbest cisim diyagraminda gésterilmemelidir. P kuvveti is
yapmaz, ¢iinkii yoriingeye diktir; o halde w agirhiginin potansiyel enerjisindeki degisim,
diisey yer degistirme / olduguna gore (3.23) den,

AE, =W

olur. Maddesel noktanin kinetik enerjisindeki degisim ise (3.4) ve (3.5) den
1 5
AE, =—m(v; =0)
2
dir. Konservatif olmayan kuvvetler bulunmadigina gore,

Wiyy), =AE, +AE, — 0 =%mv22 Wi

Buradan v, =,/2g/ olarak elde edilir. Bulunan hizin / yiiksekliginden serbest diisen bir
cismin hiz1 ile ayn1 olduguna dikkat ediniz.

Goz Oniline alinan drnek, is ve enerji ilkesinin asagidaki tstiinliiklerini ortaya koymaktadir:

1. A deki hiz1 bulmak i¢in, arada bir 4 noktasindaki ivmeyi bulup elde edilen bu ifadeyi
A; den A ye kadar integre etmeye ihtiya¢ yoktur.

2. Hesaba giren biitlin biiyiikliikler skalerdir, x ve y bilesenlerini kullanmadan dogrudan
dogruya toplanabilir.

3. Is yapmayan kuvvetler, problemin ¢oziimiinde hesaba katilmamaktadir.
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Ancak, bir problemde iistiin olan bir sey dtekinde sakinca olabilir. Ornegin is ve enerji
ilkesinin de, dogrudan dogruya ivmenin bulunmasinda kullanilamayacagi agiktir. Ayrica
yoriingeye normal kuvvetler is yapmadiklarindan, bunlarin belirtilmesi i¢in bu ilkeye ek
olarak Newton’ un ikinci kanununun dogrudan dogruya uygulanmasi gerektigine dikkat
edilmelidir. Ornegin sekil 3.8a daki sarkagta, top 4, den gegerken ipteki gerilmeyi bulmak
istedigimizi farzedelim (Sekil 3.8c) ve Newton’ un ikinci kanununu tegetsel ve normal

bilesenler cinsinden yazalim. Y F, = ma, denklemi a,=0 verir, > F,, =ma, den ise

2
p=w+a —wi "V

g gl

elde edilir. Oysa A4, deki hiz daha once is ve enerji yontemi yardimiyla bulunmustu.
v? = 2g1 koyarak sonucu elde ederiz:

P=W+K2il=3W

g I
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4. MADDESEL NOKTALARIN KiNETiGIi:iMPULS VE MOMENTUM

4.1. impuls ve Momentum Tlkesi

Bu boéliimde maddesel noktanin hareketi ile ilgili problemlerin ¢6zliimii i¢in ti¢lincii bir ana
yontem g6z Oniine alinacaktir. Bu yOntem impuls ve momentum ilkesine dayanir ve
kuvvet, kiitle, hiz ve zamanla ilgili problemler i¢in 6zellikle elverislidir.

Bir F kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktasi géz oniine alalim. Newton’ un
ikinci kanunu olan F = ma da @ =d v/ dt koyarsak

yazar, veya m kiitlesi sabit oldugundan
- d
F=—(@mv 4.1
7 (mv) (4.1)

elde ederiz. mv vektoriine, maddesel noktanin dogrusal momentumu veya momentumu
denir. Bu, maddesel noktanin hizi ile ayn1 dogrultudadir ve siddeti Nsan ile dlgiiliir. (4.1)

denklemi, maddesel noktaya etkiven F  kuvvetinin, maddesel noktanin
momentumundaki degisim hizina esit oldugunu ifade etmektedir. Bu sekil, ikinci
kanunun Newton tarafindan ilk ifade edildigi sekildir.

(4.1) denkleminin her iki tarafini d¢ ile ¢arpar ve #; zamanindan ¢, zamanina kadar integre
edersek

Ij“dt=d(m\7)—>J-th=m\72—m\71

veya son terimi sola gecgirerek
o)
m¥, + | F dt = m¥, (4.2)

4

elde ederiz. (4.2) denklemindeki integrale, F kuvvetinin, gdz Gniine alinan zaman
araligindaki dogrusal impulsu veya sadece impulsu ad1 verilir. Bu denklem, Sekil 4.1 deki

gosterimle de ifade edilebilir. F yi dik bilesenlere ayirarak
. Lo ) _h R
Imp, ,, = [Fdt =i [F dt+j[F, dt+k[F, dt (4.3)
tl tl tl tl

yazilir. Kinetik enerji, potansiyel enerji ve is skaler biiyiikliikler oldugu halde, momentum
ve impulsun vektorel biiyiikliikler olduguna dikkat edilmelidir. Su halde analitik ¢6zliim
elde etmek i¢in,
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Sekil 4.1

(4.2) denklemi yerine esdeger bilesen denklemlerini koymak gerekecegi agiktir :

t2
(mv.), +[F. dt=(mv,),

4

(mv,), +[F, di =(mv,), (4.4)

L5
(mvz)l + IFZ dt = (mvz)Z
t,

1

Maddesel noktaya birden fazla kuvvet etkiyorsa, her bir kuvvetin impulsu gbz Oniine
alimmalidir. O zaman

olur. Bu denklem de yine, vektorel biiylikliikkler arasinda bir baginti gostermektedir;
problemin ger¢ek ¢oziimiinde ise, vektorel denklem yerine karsit bilesen denklemlerini
koymak gerekir.

4.2. Maddesel Noktalar Sistemi

Bir problemde birden fazla maddesel noktanin hareketi s6z konusu oluyorsa, maddesel
noktalar ayri ayri goz Oniline alinmali ve her bir maddesel nokta icin (4.5) denklemi
yazilmalidir. Biitiin maddesel noktalarin momentumlar: ve ilgili kuvvetlerin impulslarini
vektorel olarak toplamak da miimkiindiir. O zaman

D> mV+Y Imp_, =) m, (4.6)

yazilir. Oysa i¢ kuvvetler birbirine esit ve zit yonde, ayni tesir ¢izgisi lizerinde bulunan
ikiser kuvvet olarak meydana geldiklerinden, bunlarin toplami sifir eder ve sadece dis
kuvvetlerin impulslarin1 g6z 6niine almak yeterli olur. Su halde
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t2 —
Tmvy+ Y [Fyodt =Y mv, 4.7)
b
olur.

Maddesel noktalar sisteminin G kiitle merkezi géz oniine alinirsa (4.7) denklemi degisik
bir sekilde yazilabilir. G nin hiz1 v olmak iizere

Smv=(Em)v (4.8)

yazabiliriz. Bunu (4.7) de yerine koyarak
(Em)v, + ¥ Dis Imp,_, = (X m)v, (4.9)

elde ederiz. (4.9) denkleminin, biitiin dis kuvvetlerin, kiitlesi > m olan bir tek maddesel
noktaya etkimesi halinde elde edilecek denklemle 6zdes olduguna dikkat etmelidir.
Boylece, bir maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezinin, sistemin biitlin kiitlesi ve dis
kuvvetlerin hepsi bu noktaya etkiyormus gibi hareket ettigini saglamis oluyoruz. Bununla
birlikte (4.8) ve (4.9) denklemlerinin, gbz Oniine aliman impulslarin ve momentumlarin
momentleri arasinda bir bagint1 géstermedigini hatirdan ¢ikarmamalidir. Su halde, (4.8)
denklemi, maddesel noktalar sisteminin momentumlarinin, G kiitle merkezine uygulanmis
bir (X m)v vektoriine esdeger oldugunu ifade etmez. Gergekten daha sonra gorecegimiz
izere, bir sistemin maddesel noktalarinin momentumlarinin bileskesi, genellikle sistemin
kiitle merkezinden ge¢mez.

4.3. Impulsif Kuvvetler

Bazi problemlerde maddesel noktaya ¢ok kisa bir siire i¢inde ¢ok biiyiik bir kuvvet
etkiyebilir ve momentumda belirli bir degisme meydana getirir. Boyle bir kuvvete impulsif
kuvvet ad1 verilir. Ornegin bir beyzbol topuna vurulunca sopa ile top arasindaki degme,

cok kisa bir Az siiresince devam eder. Fakat sopanin topa uyguladigi ortalama F kuvveti

ok bilyiiktir ve bunun sonucu, ortaya ¢ikan F Af impulsu topun hareket yoniinii
degistirecek kadar biiyiik olur (Sekil 4.2).

mv, + FAt @m‘@

=
[
U

Sekil 4.2
Bir maddesel noktaya impulsif kuvvetler etkirse (4.6) denklemi

mv, + Y F At =m¥v, (4.10)
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haline gelir. Impulsif olmayan her hangi bir kuvvet ihmal edilebilir, ¢iinkii bu kuvvete ait
F At impulsu ¢ok kiiciiktiir. fmpulsif olmayan kuvvetler, cismin agirligi, bir yayin hasil

ettigi kuvvet veya impulsif kuvvete gore ¢ok kiigiik oldugu bilinen herhangi kuvvetlerdir.
Bilinmeyen reaksiyon kuvvetleri impulsif olabilir veya olmayabilir; bunlarin ihmal
edilebilir oldugu gosterilmedikce (4.10) denklemine katilmalar1 gerekir. Ornegin yukarida
g0z Oniline alinan beyzbol topunun agirliginin impulsu ihmal edilebilir. Sopanin hareketi
inceleniyorsa, sopanin agirliginin impulsu da ihmal edilebilir. Topu ¢elenin eline gelen
sopa reaksiyonunun impulsu ise ise katilmalidir. Topa yanlis vurulursa bu impulslar ihmal
edilemez.

4.4. Momentumun Korunumu

Kisim 4.2 de goriildii ki, bir maddesel noktalar sistemi gesitli kuvvetler etkisi altinda hareket ediyorsa,
maddesel noktalarin ilk momentumlari, son momentumlart ve dis kuvvetlerin impulslari arasinda su
bagint1 saglanmaktadir :

Zm\71+ZDl§fmp1_>2 =>mv, (4.6)

Simdi dis kuvvetlerin impulslarinin sifir oldugu hali goéz Oniine alalim. O zaman (4.9)
denklemi kisalarak

Ymyvy, =3 mv, (4.11)

haline gelir. Su halde, bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dis kuvvetlerin impulslar
toplanu sifir ise, sistemin toplam momentumu sabit kalir.

Yine, sistemin G kiitle merkezini isin i¢ine sokar ve (4.8) bagmntisin1 kullanirsak (4.11)
denklemi

v =, (4.12)

haline gelir. Su halde, bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dis kuvvetlerin impulslari
toplamui sifir ise sistemin kiitle merkezi sabit hizla hareket eder.

Momentumun korunumunda iki farkl hale sik sik rastlanmr :

1. Sisteme etkiyen dis kuvvetler g6z Oniine aliman siire igerisinde birbirini
dengelemektedir. Zaman aralig1 ne kadar uzun olursa olsun ¥ Dismp, , =0 olur ve

(4.11) formiilii uygulanir. Ornegin, kiitleleri m4 ve mp olan, baslangigta hareketsiz duran
iki kayik birbirine dogru cekilmekte olsun (Sekil 4.3). Suyun direnci ihmal edilirse,
kayiklara etkiyen dis kuvvetler sadece kendi agirliklar1 ve suyun kaldirma kuvvetleridir.
Bu kuvvetler birbirlerini dengelediklerinden

Y my, =y mv,

_ ’ ’
O=m, v, +mzgvy
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olur; burada v/ ve v}, kayiklarin sonlu bir zaman araligi sonundaki hizlarini
gostermektedir. Elde edilen denklem, kayiklarin zit ydnlerde (birbirlerine dogru)
kiitleleriyle ters orantili hizlarda hareket ettiklerini gostermektedir. Ayrica baslangicta
hareketsiz olan iki kay1gin kiitle merkezinin ayn1 yerde kaldigina isaret edelim.

mAvA=[} mEh"E={ mﬂ\h' mH\'B]
;—"E*ii'-%—**"-?d‘f“*'"h-— g !'"% e a:m""_: T T
Sekil 4.3

2. GOz Oniline alinan zaman araligl ¢ok kisadir ve biitiin dis kuvvetler impulsif olmayan
tiptendir. Yine, ¥ D1s Imp, ,, =0 olur ve (4.11) denklemi uygulanir. Ornegin, kiitlesi m ,
olan bir mermi v, ilk hiz1 ile, kiitlesi m, olan ve uzamayan bir ipin ucuna asilmis

hareketsiz bir tahta kiireye atilmis olsun (Sekil 4.4). Mermi kiireye girer ve ona bir v' hizi
verir; bu hizi bulmak isteyelim. Kiireye vurulunca ipteki kuvvet sifir olur ve kiire ile
merminin beraber agirligi dengelenmemis kalir. Fakat zaman c¢ok kisa oldugundan,
agirhigin impulsu ihmal edilebilir. Boylece

myv,+0=m,+mgz)v'

yazilir. Elde edilen denklemden v’ ¢oziilebilir; ¥' hizinin v, ile ayn1 dogrultuda oldugunu
gormekteyiz.

(my+ mB:Iv’

|
&
Ly
R

Sekil 4.4

Simdi mermi ile kiireye asag1 dogru ates edildigi hali gdz 6niine alalim (Sekil 4.5). ip
uzamayacag! igin, kiirenin asag1 dogru her hangi bir hareketine engel olacak ve ona bir P
reaksiyonu gosterecektir. Bu reaksiyon belirsizdir ve bu sebepten aksi kanitlanmadikca
impulsif kabul edilmek zorundadir. (4.9) genel denklemini yatay ve diisey bilesenleri
cinsinden yazip, yine agirligin impulsunun ihmal edilebilecegine dikkat edersek
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Smv, +¥ Dis Imp,_,, =Y mv,

myv,cosa+0=(m,+my)H

—-my v, sina+PAt=0

elde ederiz. ik denklem, momentumun x bileseninin korundugunu ifade eder; bu, v/ niin

hesabinda kullanilabilir. ikinci denklem, dogrusal momentumun y bileseninin
korunmadigin1 gosterir; bu denklem, ipin uyguladigi kuvvetin impulsunun P Az siddetini

belirtmekte kullanilabilir. Su halde géz Oniine alinan sistemde momentum korunmaz ve
(4.11) denklemi sadece x dogrultusu i¢in saglanir.

e
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PAt

WAt =0 e{m#mﬂ"’

Sekil 4.5

4.5. Carpisma

Iki maddesel noktanin ¢ok kisa bir siire i¢inde birbirine dokunup, bu anda karsilikli olarak
birbirlerine olduk¢a biiyiik kuvvetler uygulamalarina ¢arpisma denir. Carpigsma
stiresindeki dokunma yiizeylerinin ortak normaline ¢arpisma dogrusu adi verilir. Carpisan
cisimlerin kiitle merkezleri bu normal iizerinde ise, ¢carpismaya merkezsel ¢arpisma denir.
Aksi halde carpisma, merkezsel olmayan carpisma adimi alir. Simdiki incelememizi iki
cismin merkezsel c¢arpismasina ayiracak ve iki rijit cismin, merkezsel olmayan
carpismasinin ¢oziimlenmesini sonraya birakacagiz.

Iki cismin hizi, ¢arpisma dogrusu iizerinde ise carpismaya dogru ¢arpisma denir. (Sekil
4.6a). Ote yandan cisimlerden biri veya her ikisi carpisma dogrusundan farkli bir dogru
tizerinde hareket ediyorsa, ¢arpismaya egik ¢arpigsma denir. (Sekil 4.6b).

oS
e =

\ 8

(a)Dogm merkezsel carpisma (b)Egik merkezsel carpisma c) Merkezsel olmayan ¢arpisma
Sekil 4.6
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4.6. Dogru Merkezsel Carpisma

Kiitleleri m, ve mp olan A ve B cisimlerini géz Oniine alalim; bunlar ayn1 dogru {lizerinde
ve saga dogru bilinen v, ve v hizlar ile hareket etmekte olsunlar (Sekil 4.7a). v ,,v, den
biiylikse A cismi B ye ¢arpacaktir. Carpisma sonucu iki cisim gekil degistirecekler ve sekil
degistirme siiresi sonunda ayn1 # hizim1 kazanacaklardir (Sekil 4.7b). Sonra bir geri déniig
stiresi ortaya ¢ikacak, bu siirenin sonunda, ¢arpisma kuvvetleri ve malzemenin cinsine
gore, iki cisim ya ilk sekillerini yeniden kazanacaklar veya artik sekillerini degistirmis
olarak kalacaklardir. Bizim simdiki amacimiz, geri doniis siliresi sonunda cisimlerin
V', ve v hizlarim belirtmektir (Sekil 4.7¢).

Vﬂ V_B-
(a) Cafp\lsAm’ada'n once (b) Maksimum éekilr degistirme (¢) Carpismadan sonra
konumunda
Sekil 4.7

Once iki cisimden olusan bu sistemi bir biitiin olarak géz Oniine alirsak g¢arpisma
sirasindaki impulsif kuvvetlerin, sadece i¢ kuvvetler oldugunu goriiriiz. Su halde sistemin
momentumu korunmaktadir ve

= - =1 =1
mAVA+mBVB—mAvA +vaB

yazilabilir. Biitiin hizlar aym eksen dogrultusunda oldugundan, elde edilen bu denklem
yerine sadece skaler bilesenleri i¢ine alan su denklemi koyabiliriz :

MV, +mgvy =m,v, +mgvy (4.13)

Skaler biiytiklikler olan v ,,v,,v/, ve v, niin pozitif olmasi, ilgili vektoriin saga dogru
yonlenmis oldugu anlamina gelecektir; negatif deger ise ilgili vektoriin sola dogru
yonlenmis oldugunu gosterecektir.

V', ve v}, hizlarin1 elde etmek igin v/, ve v}, skalerleri arasinda bir baginti daha bulmak

gereklidir. Bu amagla simdi, A cisminin sekil degistirme siiresindeki hareketini gz oniine
alip impuls ve momentum ilkesini uygulayacagiz. Bu siire icinde A4 ya etkiyen impulsif

kuvvet sadece B den gelen P kuvveti oldugu icin (Sekil 4.8a), yine skaler bilesenleri
kullanarak

myv, —|Pdt=m,u (4.14)
elde ederiz; buradaki integral sekil degistirme siiresi i¢inde alinacaktir. Simdi 4 nin geri

donts siiresindeki hareketini goz oniine alip bu slirede B nin 4 ya uyguladigi kuvveti R
ile gosterirsek (Sekil 4.8b)
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myu—[Rdt =m v (4.15)

yazabiliriz; bu defaki integral geri donis siiresince alinacaktir.

Srai

m_,lvA

:

(a) Sekil degistirme siiresi

SRt

mAI.I

+

(b) Geri doniis stiresi
Sekil 4.8

Genel olarak geri doniis stliresinde etkiyen R kuvveti, sekil degistirme siiresinde etkiyen
P kuvvetinden farklidir ve jﬁdt impulsunun siddeti P nin impulsu olan | Pdt nin

siddetinden kiiciiktiir. Geri doniis ve sekil degistirme siirelerine ait impulslarin oranina
carpisma katsayist denir ve e ile gosterilir :

o= 1190 (4.16)

e katsayisinin degeri daima 0 ile 1 arasindadir ve daha ¢ok, carpisan cisimlerin yapildigi
malzemeye baghdir. Bununla birlikte, bu katsay1, carpisma hizi ve ¢arpisan cisimlerin sekil
ve boyutlari ile de biiyiik ol¢iide degisir.

(4.14) ve (4.15) denklemlerinden impulslar1 ¢oziip (4.16) da yerine koyarsak

o=t V4 (4.17)

elde edilir. B i¢in de benzer bir hesap sonucunda

!

(4.18)

M—VB
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elde edilir. (4.17) ve (4.18) deki oranlar birbirine esit oldugundan bunlar, pay ve
paydalarinin toplamu ile elde edilen orana da esit olurlar. O halde

=) - vy =)
(vy—u)y+@@—vy) v,—vg
ve
v =V, =e(v, —vg) (4.19)

elde edilir. v} —v/, iki cismin garpigtiktan sonraki, (v, —v,) ise ¢arpismadan Onceki
bagil hizlarim gosterdigine gore (4.19) formiilii, iki cismin carpistiktan sonraki bagil
hizlarimin, ¢carpismadan onceki bagil hizlar ile carpisma katsayisimin ¢arpilmasindan
elde edildigini ifade etmektedir. Bu 6zellik, verilen iki malzemenin ¢arpisma katsayilarinin
deneysel olarak belirtilmesinde kullanilir.

Iki cismin carpistiktan sonraki hizlari artik (4.13) ve (4.19) denklemlerinden v/, ve v}, niin

¢oziilmesiyle, yani momentumun korunum ilkesi ve ¢arpigsma katsayist kavrami yardimai ile
elde edilir. Sunu hatirlatalim ki, (4.13) ve (4.19) denklemlerinin c¢ikartilmasinda, B
cisminin 4 nin saginda oldugu ve ilk anda her ikisinin de saga dogru hareket ettigi
farzedilmisti. Eger baglangicta B cismi sola dogru hareket ediyorsa, vz skaleri negatif
olarak alinmalidir. Ayni igaret kabulii, ¢arpistiktan sonraki hizlar i¢in de yiirtrliktedir: v/,

nilin pozitif olmasi, 4 nin ¢arpistiktan sonra saga dogru hareket ettigini, negatif olmasi ise
sola dogru hareket ettigini gosterir.

iki 6zel hal, iizerinde durulacak kadar ilgi cekicidir:

1. e = 0, tam plastik carpisma. ¢ = 0 olursa, (4.19) denkleminde v}, =v', olur. Geri doniis
siiresi ortadan kalkar ve iki cisim carpistiktan sonra birbirine bitisik kalir. Sistemin
momentumunun korundugunu ifade eden (4.13) denkleminde v}, =v', =v" koyarak

my,+mgvy =(m,+mg)' (4.20)
elde ederiz. Buradan ¢arpistiktan sonraki v’ ortak hizi ¢oziilebilir.
2. e =1, tam elastik ¢carpisma. e = 1 olursa (4.19) denklemi
V=V, =v,—v, (4.21)
haline gelir; bu, carpismadan dnce ve sonraki bagil hizlarin esit oldugunu ifade etmektedir.
Her iki cismin sekil degistirme ve geri doniis siirelerinde kazandiklari1 impulslar birbirine
esittir. Cisimler ¢arpismadan once hangi bagil hizla birbirlerine yaklasiyorsa, c¢arptiktan

sonra da ayni bagil hizla birbirlerinden uzaklagirlar. v/, ve v, hizlar, (4.13) ve (4.21)
denklemlerini ¢ozerek elde edilebilir.

Tam elastik carpisma halinde sistemin momentumundan baska enerjisinin de
korunduguna dikkati cekmek yerinde olur. (4.13) ve (4.21) denklemleri s0yle yazilabilir:
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my(vy=vy)=mg(vy —vp)
vV +V =V v
bu iki esitlik taraf tarafa carpilirsa
my(v, —vi)v,+vy)=mg(vg —vg)(vg +vg)

2 2 2 2
myvy—m,(v) =mp(vy) —mpvy

bulunur. Elde edilen denklemdeki terimleri diizenleyip 'z ile carparak

1 1 2 1 !
_mAVfl +Eva123 :EmA(VA )2 +EmB(VB )2

2

elde edilir ki bu, sistemin kinetik enerjisinin korundugunu ifade eder. Ancak
unutulmamalidir ki, ¢arpismanin genel halinde, yani e nin 1 e esit olmadig1 halde,
sistemin mekanik enerjisi korunmaz. Bu, her hangi verilen halde, ¢arpismadan 6nce ve
sonraki kinetik enerjileri karsilagtirarak gosterilebilir. Kaybolan kinetik enerji kismen 1siya
doniistir, kismen de carpisan cisimlerde elastik dalgalar dogurmaya harcanir.

4.7. Egik Merkezsel Carpisma

Simdi ¢arpisan cisimlerin hizlarinin, ¢arpisma dogrultusunun iizerinde bulunmadigi
hali goz oniine alalim (Sekil 4.9). Kisim 4.5 de isaret edildigi gibi bu halde ¢arpismaya
egik denir. Cisimlerin ¢arpismadan sonraki v', ve v}, hizlar1 gerek siddet, gerek dogrultu

bakimindan bilinmedigi i¢in, bunlarin belirtilmesi dort bagimsiz denklem kullanilmasini
gerektirecektir.

Sekil 4.9

x eksenini carpisma dogrultusunda, y eksenini ise degme ylizeylerinin ortak tegeti
tizerinde secelim. Cisimlerin tam cilalt ve siirtiinmesiz oldugunu kabul edersek carpigsma
sirasinda cisimlere etkiyen impulsif kuvvetlerin,sadece x ekseni dogrultusundaki ig
kuvvetler oldugunu goriiriiz. O halde sunlari ifade edebiliriz:

1. A cisminin momentumunun y bileseni korunur.
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2. B cisminin momentumunun y bileseni korunur.

Sistemin toplam momentumunun x bileseni korunur.

4. Iki cismin c¢arpistiktan sonraki bagil hizlarmmn x bileseni, ¢arpismadan &nceki bagil
hizlarinin x bilesenlerini, carpigsma katsayisi ile ¢arparak elde edilir.

(98]

Boylece dort bagimsiz denklem elde edebiliriz; bunlardan 4 ve B nin ¢arpistiktan sonraki
hizlar1 ¢oziliir.

4.8.Enerji ve Momentumla Ilgili Problemler

Kinetik problemlerin ¢6ziimii i¢in artik elimizde ii¢ farkli yontem bulunmaktadir:
Y F=ma temel denklemini uygulamak, is ve enerji ydntemi, impuls ve momentum

yontemi. Bu {li¢ yontemden maksimum yarar saglayabilmek icin, verilen problemin
¢Ozlimiine en 1yi uyan yontemi segmeyi bilmeliyiz. Ayrica, bir problemin ¢esitli kisimlari ,
degisik yontemleri kullanmay1 gerekli kiliyorsa bu yolu izlemeye de hazirlikli olmaliy1z.

Is ve enerji yonteminin, bir ¢ok durumlarda > F=ma denkleminin dogrudan dogruya
uygulanmasindan daha ¢abuk sonuca gotiirdiigiinii daha dnce sdylemistik. Ancak kisim 3.8
de isaret edildigi lizere, is ve enerji yonteminin eksiklikleri vardi ve bu yontemin bazen,
> F =ma denklemini kullanarak tamamlanmasi gerekli oluyordu. Ornegin, ivmeyi veya
normal reaksiyonlar1 hesaplamak isteyince bu durum ortaya ¢ikiyordu.

Impulsif kuvvetlerin bulunmadig1 problemlerde, impuls ve momentum ydéntemini
kullanmak genellikle biiyiik bir iistiinliik saglamaz. Normal olarak 3 F =ma denklemi,

ayni ¢abuklukla ¢6ziimii verir ve hele is ve enerji yontemi uygulanabiliyorsa ¢ézlim, daha
cabuk ve kolay olur. Bununla birlikte impuls ve momentum yoOntemi, carpisma

problemlerinde izlenmesi miimkiin tek yoldur. Y F =md nm dogrudan dogruya

uygulanmasina dayanan bir ¢éziim ¢ok uzun olur, is ve enerji yontemi ise kullanilamaz,
¢linkii carpigsmada (tam elastik olmadik¢a) mekanik enerjide kayip vardir.

Bir ¢ok problemlerde, kisa bir ¢arpigma siiresinde etkiyen impulsif kuvvetler disinda yalniz
konservatif kuvvetler bulunur. Bdyle problemlerin ¢6ziimii birka¢ kisma ayrilabilir.
Carpigsma siiresi ile ilgili kisim impuls ve momentum yonteminin uygulanmasini ve
carpisma katsayisinin kullanilmasini gerektirdigi halde, 6teki kisimlari is ve enerji yontemi
yardimiyla c¢oziilebilir. Bununla birlikte, eger problemde bir normal kuvvetin hesabi

isteniyorsa, > F =ma denkleminin kullanilmast gerekli olacaktir.

Ornek olarak, agirhg WA ve boyu / olan bir 4 sarkac1 géz Oniine alalim (Sekil 4.10a); top
A; konumundan harekete birakilmis olsun. Sarkag, diisey diizlemde serbestce salinim
yapiyor ve agirligi WB olan ayni / boyunda hareketsiz bir B sarkacina vuruyor. Carpigsma

sonucu (carpisma katsayisi e), B sarkacinin salinmim yaparak yiikseldigi & agisinin
hesaplanmasi isteniyor.
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Impact:
Conservation conservation of momentum Conservation
of energy coefficient of restitution of energy

(va)z (ve)2=0  (Va)3 (va)3

A, By Ag B3

(b) (©) (d)

Sekil 4.10

Problemin ¢6ziimii ti¢ kisma boliinebilir:

1. A sarkaci 4; den A4, ye gidiyor. Sarkacin 4, deki (v,), hizin1 bulmakta enerjinin

korunumu ilkesi uygulanabilir (Sekil 4.10b).
2. A sarkaci B sarkacina carpiyor. Momentumun korunumu ilkesini ve e c¢arpisma
katsayisin1 kullanarak, iki sarkacin ¢arpistiktan sonraki (v,); ve (vg); hizlarim

buluruz (Sekil 4.10c).

3. B sarkaci B; den B, e gidiyor. Enerjinin korunumu ilkesini uygulayarak B
sarkacinin ulastigi maksimum y, yiiksekligini hesaplariz (Sekil 4.10d). Ondan sonra
0 ag1s1, trigonometri yardimiyla bulunabilir.

Sarkaglarin iplerindeki kuvvetlerin hesabi yapilacaksa simdi anlatilan yontemi, 3 F = ma
y1 kullanarak tamamlamanin gerekli olduguna dikkati ¢ekeriz.

4.9.Bir Maddesel Noktanin A¢isal Momentumu

Bir Oxyz Newton karsilastirma takimina gore harekette bulunan m kiitleli bir P maddesel
noktas1 goz Oniine alalim. Kisim 4.1 de gordiigiimiiz iizere, maddesel noktanin herhangi
bir andaki momentumu, noktanin v hizi ile m kiitlesinin ¢arpimindan elde edilen mv

vektorii olarak tanimlanmaktadir. mv vektoriinin O ya gore momentine maddesel
noktanin, o anda O ya gore, momentumunun momenti veya agisal momentumu adi verilir
ve fzo ile gosterilir. Bir vektdriin momentinin tanimini hatirlayarak ve P nin yer vektoriinii
7 ile gostererek

h, =rxmv (4.22)

yazariz ve ﬁo vektoriinlin, 7 ile mVv nin bulundugu diizleme dik oldugunu goriiriiz; siddeti
ise, 7 ile mv arasindaki ag1 ¢ olmak tizere (Sekil 4.11)

h,=mvsing r (4.23)
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olur. 4, nin yonii, mv nin yoniinden sag el kuralini uygulayarak bulunabilir.

Y

Sekil 4.11

7 ve mv vektorlerinin bilegenlerine ayrildiktan sonra vektorel ¢carpimi

i j k
hy=|x y =z (4.24)
my, my, my,

(4.24) determinantina esittir. (4.24) determinant1 acilarak ﬁo n bilesenleri elde edilebilir;
bu bilesenler ayni zamanda mv dogrusal momentumunun, koordinat eksenlerine gore
momentlerini gosterir:

h, =m(yv, —zv,)
h, =m(zv, —xv,) (4.25)

h, =m(xv, —yv,)

xy diizleminde hareket eden bir maddesel nokta i¢in z=v, =0 olur ve A, &, bilesenleri

sifir eder. Su halde agisal momentum xy diizlemine dik olur; o zaman bunun degeri

h, =h, =m(xv

o z

-yv.) (4.26)

seklinde bir skalerle tam olarak tanimlanmis olur; isareti de maddesel noktanin hareketinin
O dan goriiniisiine gore pozitif veya negatif olur.

Simdi uzayda hareket eden bir maddesel noktanin ED acisal momentumunun, ¢ ye gore

tirevini hesaplayacagiz. (4.22) nin iki tarafinin tiirevini alarak ve vektorel carpimin
tiirevini almaya ait kurali (kis 1.2) hatirlayarak
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dh, di . . dv . .
=—XmMV+rXm—=vXmv-+rXxXxma

dt  dt dt

yazariz. v ve mv vektorleri aynt dogru lizerinde bulunduklarindan elde edilen ifadenin ilk
terimi sifirdir; Newton’ un ikinci kanunu geregince de ma , maddesel noktaya etkiyen F

kuvvetine esittir. Bdylece, sag taraf F nin O ya gore M , momenti haline gelir:
. dh

M,=—" 4.27
o= (4.27)

(4.27) denklemi sunu ifade eder: Bir maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin O ya gore
momenti, maddesel noktanin O ya gore acisal momentumunun (momentumunun
momentinin) degisim hizina egittir.

4.10. Bir Maddesel Noktalar Sisteminin Acisal Momentumu

Bir maddesel noktalar sisteminin O ya gore fzo acisal momentumu, sistemin cesitli
maddesel noktalarinin momentumlarinin O ya gére momentlerinin toplami olarak

tanimlanir; o halde:

h, =Y (F xmV) (4.28)

(4.28) in her iki tarafinin tlirevini alarak ve v ile mv nin ayni dogru ilizerinde oldugunu
distinerek

dt dt
Y>WxmV)+ Y (Fxmad) =Y (Fxmd)

bulunur. Oysa Newton’ un ikinci kanununa gére F =md dir; o halde elde edilen ifade,
sistemin c¢esitli maddesel noktalarma etkiyen kuvvetlerin O ya gdre momentlerinin
toplamimi gostermektedir. I¢ kuvvetler, ayn1 tesir ¢izgisi iizerinde, esit ve ters yonde ikiser
kuvvet olarak ortaya ciktigindan, bunlarin momentlerinin toplami sifir olur ve sadece dis
kuvvetlerin momentlerinin toplamini géz dniine almamiz yeterlidir. Su halde:

. (4.29)

Z(Mo)dw =

O baslangig noktas1 keyfi olarak secilebilecegi halde Oxyz takiminin, bir Newton
karsilagtirma takimi olduguna dikkat edilmelidir.

Kiitle Merkezine Gore A¢isal Momentum. Baz1 uygulamalarda (6rnegin, bir rijit cismin
hareketinin ¢oziimlenmesinde) sistemdeki bir maddesel noktanin hareketini, kiitle
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merkezinden gegen ve Oxyz Newton karsilagtirma takimina gére 6telenme yapan Gx'y'’z’

takiminda (Sekil 4.12) g6z oniine almak daha kolay olur. Boyle bir karsilagtirma takimi,
genellikle bir Newton takimi olmadigi halde, Oxyz takimi yerine Gx'y'z’ takimini koyunca

(4.29) bagintisinin yine saglandigini gorecegiz.

Hareketli Gx'y’z" karsilastirma takimma gére P maddesel noktasimin yer vektoriinii 7' ile,

hizin1 v' ile gosterelim; maddesel noktalar sisteminin, G kiitle merkezine gire Eé acisal

momentumunu $0yle tanimlariz:
he =S (F' xm¥") (4.30)

Simdi (4.30) un iki tarafinin tiirevini alalim; bu islem (4.28) de yapilana benzediginden
hemen

dh; IR
—G =3 ’ 431
g7 2(r'xma’) (4.31)

yazabiliriz; burada P maddesel noktasinin hareketli karsilagtirma takimina gore ivmesi a’
ile gosterilmektedir. Oxyz takimma gore P ve G nin bagil ivmelerini sirastyla @ ve a ile

gostererek (4.31) de @’ =d —a koyarsak

dh;

=Y (F'xmad)—(EmF')xa
dt

yazilir. Oysa (2.9) geregince Y m7' toplami (X m)7r' ye ve dolayisiyla sifira esittir, ¢inkii
G nin Gx'y'z' takimma gére 7' yer vektoriiniin sifir oldugu aciktir. Ote yandan, P nin bir

Newton takimina gore ivmesi a ile gosterildiginden ma yerine F koyabiliriz; o halde

elde edilen ifade, sistemin ¢esitli maddesel noktalarina etkiyen kuvvetlerin G ye gore
momentlerinin toplamina esittir. I¢ kuvvetlerin birbirini gotiirdiigiinii hatirlayarak

_di,

2(Mg)yy = i (4.32)

Sekil 4.12
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4.10. Genellestirilmis Impuls ve Momentum flkesi

F  kuvvetinin belirli bir zaman arahigindaki dogrusal impulsunu Kisim 4.1 de
tanimlamistik. Simdi bir F kuvvetinin, 7; den #, ye kadar olan bir zaman arahginda, O ya

gore agisal impulsunu, F kuvvetinin O ya gdre momentinin ¢, ¢, araligindaki integrali

olarak tanimlayacagiz:
tZ — t2 —
Ag Imp,_,, = [M  dt = [(F x F)dt (4.33)
4

4

Biraz sonra gorecegimiz ilizere bu yeni kavram bize, bir maddesel noktalar sistemi i¢in
daha genel bir impuls ve momentum ilkesi ifade etmek olanagini saglayacaktir.

Bir maddesel noktalar sistemi ve ¢esitli maddesel noktalara etkiyen dis kuvvetleri goz
oniine alalm. Ug ayri sekil ¢izecegiz (Sekil 4.13). Birinci ve iiciincii sekiller, sirasiyla
maddesel noktalarin #; ve ¢, zamanlarindaki momentumlarii gdsterecektir. ikinci sekil, dis
kuvvetlerin dogrusal impulslarinin toplamin1 gésteren O ya bagl bir vektor ile momenti,
dis kuvvetlerin O ya gore agisal impulslarinin toplamina esit olan bir kuvvet g¢iftini
gosterecektir. Kolayligi saglamak i¢in Sekil 4.13 deki maddesel noktalar sekil diizleminde
hareket ediyor farzedilmis ise de yapacagimiz inceleme, noktalarin uzayda hareket etmesi
halinde de gecerli olur. Kisim 4.2 deki (4.7) denklemini hatirlayarak

Va2

y
m,(vy); kg mal
Ej; F_, dt O“'/

C\:si Vel
- +

- mH{vB]j
0.1 E )

X
0 9] t 0 y
me ‘f}\ " ‘}:f (M), dt
i,

me(Ve)a
(a) (b) ()
(a) (b) ()
Sekil 4.13
L,
Zm\71+Zdel§dt=Zm\72 4.7)
tl

yazariz. Simdi Kisim 4.10 da ¢ikarilmis olan (4.29) denklemine donelim ve her iki tarafini
t; den ¢, ye kadar olan zaman aralig1 iizerinde integre edelim:

(hy) + 3 (M), dt = (h,), (4.34)
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(4.7) denklemi, Sekil 4.13 iin ¢ kisminda gdsterilen vektorlerin, a ve b kisminda gdsterilen
vektorlerin toplamina esit oldugunu gosterir. (4.34) denklemi ise, benzer sekilde, Sekil
4.13 iin a ve b kismindaki vektorlerin O ya gore momentlerinin toplaminin, ¢ kismindaki
vektorlerin momentlerinin toplamina esit oldugunu gosterir. O halde, (4.7) ve (4.34)
denklemlerinin ikisi birlikte, seklin a ile b kisimlarindaki vektorlerin ¢ kismindaki
vektorlerle, esdeger bir vektor sistemi teskil ettiklerini ifade eder:

Momentum Sist, + D1s Imp Sist, ,, = Momentum Sist , (4.35)

Bir maddesel noktalar sistemi icin daha genel olan bu ilke, o6zellikle rijit cisimlerin
diizlemsel hareketinin incelenmesinde ¢ok yararli olacaktir. Genel olarak, bu ilkenin ifade
edilebilmesi icin alt1 skaler denklem (ii¢ izdiisiim denklemi ile {i¢ moment denklemi)
gerekli olduguna dikkat edilmelidir. Bununla birlikte, maddesel noktalar sisteminin
diizlemsel hareketi halinde, sadece iic denklem gerekli olur. Bunlarin ilk ikisi, Sekil 4.13
de gosterilen vektorlerin x ve y bilesenlerini goz oniine alarak, li¢linciisii ise vektorlerin O
ya gore momentlerini toplayarak elde edilir.

4.12. Acisal Momentumun Korunumu

Kisim 4.9 da gordiik ki, bir maddesel noktanin bir O noktasina gore agisal momentumunun
degisim hizi, maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin O ya gére momenti M , a esittir. ¢

nin her degeri i¢in M , stfir ise (4.27) denklemi her # i¢in

dh
0 — 0
dt
verir ve ¢ ye gore integre edilerek
h, = sabit (4.36)

elde edilir. O halde, bir maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin O ya gore momenti, ¢ nin
her degeri icin sifir ise, maddesel noktanin O ya gore agisal momentumu korunur.

Bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin bileskesi sifir olursa, o maddesel noktanin, sabit
bir O noktasina gore agisal momentumunun korundugu agiktir. Fakat dengede olmayan bir

F kuvvetinin etkisi altinda bulunan bir maddesel noktanmn agisal momentumu, F
kuvvetinin, tesir ¢izgisi sabit bir O noktasindan gecen bir merkezsel kuvvet olmasi
halinde de korunur (Sekil 4.14).

Sekil 4.14
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h, agisal momentumunun (4.22) deki tanimini hatirlayarak, merkezsel bir kuvvetin

etkisinde hareket eden bir maddesel nokta i¢in sunu yazabiliriz:

—

h, =¥ xmvV = sabit

Bu bagintidan su sonug¢ ¢ikar: Maddesel noktanin 7 yer vektori, sabit ﬁo vektoriine dik
olmak zorundadir. O halde merkezsel bir kuvvet etkisinde olan bir maddesel nokta ﬁo a
dik olan sabit bir diizlemde hareket eder. ﬁo vektorii ile bu sabit diizlem, maddesel

noktanin baslangictaki 7 yer vektorii ve baslangigtaki v, hizi yardimiyla tanimlanir.

Kolaylig1 saglamak i¢in, asagidaki ¢oziimlemede sekil diizleminin sabit hareket diizlemi ile
cakistigini farz edecegiz(Sekil 4.14).

Yaricap vektorii ile maddesel noktanin yoriingesinin tegeti arasindaki acgiyr ¢ ile

gostererek, th acisal momentumunun siddetinin sabit oldugunu yazalim:
h, = r(mvsin @) = sabit (4.37)

v sing nin, hizin radyale dik v, bilesenini gosterdigine ve onun da rd@/dt ye esit
olduguna (Kisim 1.6) dikkat ederek

h, = mr? % = sabit (4.38)

yazabiliriz. (4.38) ve (2.19) denklemlerini karsilastirarak

h, =mh = 2md—A
dt

oldugunu goriirliz; buradaki h, kisim 2.6 da tanimlanan sabittir. dA/dt ise maddesel
noktanin alan hizidir. O halde, bir maddesel noktanin diizlemde sabit alan hiz1 ile hareket
ettigini soylemek, maddesel noktanin agisal momentumunun korundugunu sdylemekle
esdegerdir.
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5.RiJIT CiSIMLERIN KINEMATIGI

Cok sayida maddesel noktadan olusan ve maddesel noktalarin birbirlerine gore yerleri
degismeyen cisme rijit cisim denmektedir. Boylesi bir cisimde zaman yer, hiz ve ivme
arasindaki baginilar arastirilacaktir. Asagida rijit cisimlerin hareketleri belli basliklar
altinda incelenecektir. Bu incelemede, sabit bir eksen etrafinda donme harig, tamamen rijit
cisimlerin diizlemsel hareketleri incelenecektir.

5.1.0telenme

Cismin i¢inde bulunan herhangi bir dogru pargasi hareket sirasinda dogrultusunu koruyorsa
cismin bu hareketine ételenme denir. Bir Otelenmede cismi olusturan biitiin maddesel
noktalarin ¢izdigi yoriingeler birbirine paralel olup, bu yoriingeler dogru ise dogrusal
otelenme, aksi halde egrisel 6telenmeden bahsedilir (Sekil 5.1).

(a) Dogrusal 6telenme (b) Egrisel otelenme
Sekil 5.1

Bir rijit cisim Otelenme hareketi yapiyorsa herhangi bir anda cismin biitiin noktalariin
hizlar1 ve ivmeleri, cismin noktalar1 arasindaki goreceli yer degistirmenin zamanla
degisimi sifir oldugundan, yani Sekil 5.2 de goriilen 7y, , yer vektorii sabit kaldigindan,

ayni olur. Bu durumda cismin B noktasi i¢cin konum, hiz ve ivme

Sekil 5.2
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denklemleriyle belirlidir.
5.2.Sabit Bir Eksen Etrafinda Donme

Bu harekette rijit cismi olusturan maddesel noktalar ayni bir sabit eksen merkez olmak
lizere paralel diizlemlerde bulunan ¢emberler iizerinde hareket ederler (Sekil 5.3).

Sekil 5.3 Sekil 5.4

Donme ekseni rijit cismi kesiyorsa, bu eksen iizerindeki noktalarda hiz ve ivmeler sifir
olur. Boylesi bir harekette

As =rA@sing = BPAO (5.4)
olmaktadir (Sekil 5.4). Izleyen bagintidan

v:ﬁzwzrésin¢ (5.5)
dt dt

oldugu ve hizin Sekil 5.4 de gosterilen donme i¢in yonii ve yoriingeye teget oldugu dikkate
alinirsa, esitligin en sonundaki ifadenin

dr
V=—=axF 5.6
7 (5.6)

vektoriinlin siddeti oldugu goriiliir. @ agisal hiz olup siddeti 0 ne esittir. Bu vektérel
carpim hem siddet, hem de yon acisindan cizgisel hiz1 verir ki burada @xr vektorel
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carpimi sonucunda, @ ver nin olusturdugu diizleme dik yonde bir vektdr elde
edilmektedir. Ivme igin, (5.6) bagmtisinin zamana gére tiirevinden

A=—=—Xr+ox— (5.7)

ifadesi elde edilir. d @w/dt agisal ivme olup a seklinde gosterilir ve (5.6) bagintis1 da

kullanilirsa

d=axi+aox(dx7) (5.8)

Sekil 5.5 Sekil 5.6

Simdi xy karsilastirma diizlemine gore simetrik ve diizgiin kalinlikl1 bir cisim alalim (Sekil
5.5). Boylesi bir cisim ana levha olarak adlandirilmaktadir. xy diizlemi i¢inde olan bir O
noktasindan gecen ve xy diizlemine dik bir eksen etrafinda donme olmasi1 durumunda, (5.6)
denklemi ile verilen hiz vektoriiniin siddeti

V=ro (5.9)
olur. Ivme vektérii olan (5.8) ise
d=axi—-o’F (5.10)
seklini alir. Ivme tegetsel ve normal bilesenlere ayrilirsa (Sekil 5.6),

a, =axr a, =ra
- 5 5 (5.11)
a,=-0"r a,=ro

ifadeleri elde edilir. Boylesi harekette @ acisal hiz ve a agisal ivme vektorleri sekil
diizlemine dik dogrultudadir.
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5.3.Bir Rijit Cismin Sabit Bir Eksen Etrafinda Donmesini Tanimlayan Denklemler

Sabit bir 44" ekseni etrafinda dénen bir cisimde donmenin iki 6zel hali ile sik¢a
karsilasilmaktadir:

1.Diizgiin donme: Bu durumda « =0 olup agisal yol

0=0,+owt (5.12)
bagintisiyla bulunur.

2.Diizgiin degisen donme: Acisal ivme olan ¢ sabittir. Bu durum i¢in kinematik
bagntilar

w=0,+at
0=0, +a)ot+%a12 (5.13)
o’ =0l +2a(0-6,)
olarak elde edilir.

5.4.Genel Diizlemsel Hareket

Genel diizlemsel  hareket denildiginde oOtelenme ve donme disinda bir hareket
anlagilmaktadir. Bununla birlikte simdi goriilecegi tlizere bir genel diizlemsel hareket,
daima bir ételenme ile bir dénmenin toplami olarak goz Oniine alinabilir. Genel olarak ana
levhanin 4 ve B gibi iki noktasin1 4; ve B; den sirasiyla 4, ve B, ye getiren kiigiik bir yer
degisimini gbz Oniine alacagiz (Sekil 5.7). Bu yer degistirme iki kisma ayrilabilir: Biri, 4B
dogrusu dogrultusunu korumak sartiyla noktalarin 4> ve B| ye gelmesi, digeri 4 sabit

kalmak tizere B nin B, ye gelmesi. Hareketin ilk kisminin bir 6telenme, ikinci kisminin da
bir donme oldugu aciktir. Sekilden de goriilecegi lizere B nin A ya gore bagil hareketi bir

donmedir.
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Diizlemsel harekette salt ve bagil hiz: Simdi genel diizlemsel harekette

oldugu agiktir. B nin A4 ya gore yer vektoriinii 7, , ile ve levhanin sabit dogrultulu eksen
takimlarina gore agisal hiz1 @ ile gosterilirse (Sekil 5.8), (5.6) dan,

VB/ia =@OXTg gy Vpig=T® (5.15)

elde edilir.

+

Plane motion Translation with A S Rotation about A VB=VYa+VB/A

Sekil 5.8

Bir 6rnek olarak sekil 5.9 da goriilen, bir ucu diisey, diger ucu da yatay yariklarda kayan
AB gubugu gbz 6niine alinsin. 4 ucunun v, hizinin bilindigi kabul edilirse, B ucunun v,
hizi, ve ¢gubugun @ acisal hizi, v, hizi, / boyu ve @ cinsinden bulunmak istensin. Bu

hareketin yerine, 4 y1 karsilastirma noktas1 olarak almak suretiyle, yatay dogrultuda bir
otelenme ile 4 etrafinda bir donme koymak miimkiindiir. Bu duruma gore B nin salt hiz1 su
vektorel toplama esit olacaktir :

VA
- g
¥
" VB/A
<1
A VA A(fixed)
Plane motion — Translation with A + Rotation about A Vp=v4+Vpy
Sekil 5.9
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Vg, 4 nin dogrultusu bilinmesine karsin /@ siddetinin bilinmedigine dikkat edilmelidir.
Ancak bunun yerine v, nin dogrultusu bilinmektedir. Su halde Sekil 5.9 daki diyagram
tamamlamak miimkiindiir. Buradan v, ve @ nin siddetleri ¢oziiliirse

vp =Vv,1g0 =284 _ V4 (5.17)

bulunur.

Ayn1 sonu¢ B noktas1 karsilastirma noktasi alinarak da elde edilebilir. Verilen hareket, B
nin Otelenmesi ve B etrafinda donme (Sekil 5.10) bilesenlerine ayrilirsa

yazilabilir. v, ile v, , ayni /@ siddetinde olup, yonlerinin ters oldugu goriilmektedir.

O halde bagil hizin yonii sec¢ilen karsilastirma noktasina bagli olmaktadir ve ¢izilecek bir
diyagram yardimi ile elde edilebilir (Sekil 5.9 ve 5.10).

i B(fixed)
(5]
‘A L
I ! A
+ "
VaB
A Ya/B a
A
" Vg
Plane motion =  Translationwith B+  Rotation about B va=vg +vp
Sekil 5.10

Son olarak, goriilityor ki gubugun B etrafindaki donmesine ait @ agisal hizi, 4 etrafindaki
donme hizi ile aynidir. Her iki halde de @ acisinin degismesi ile dl¢iilmektedir. Bu sonug
geneldir, bu sebeple bir rijit cismin diizlemsel hareketindeki @& agisal hizinin
karsilastirma noktasindan bagimsiz oldugu hatirda tutulmalidir.

Mekanizmalarin pek ¢ogu birden fazla hareketli parcadan olusur. Bir mekanizmada ¢esitli
parcalar birbirine mafsalll iseler bunlarin incelenmesi, her bir pargayi bir rijit cisim olarak
g0z Oniine alip, mafsal noktalarindaki salt hizlarin ayn1 oldugu diisiiniilerek yapilabilir.

Diizlemsel harekette ani donme merkezi : Bir levhanin genel hareketini gz Oniine
alalim. Verilen herhangi bir anda levhanin ¢esitli noktalarinin hizlarinin, levhanin ani
donme ekseni adi1 verilen ve levha diizlemine dik olan bir eksen etrafinda donmesi ile ayni
oldugu goriilecektir. Bu eksen levha diizlemini, levhanin ani donme merkezi ad1 verilen bir
noktada keser.
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Levhanin diizlemsel bir hareketi herhangi bir 4 karsilagtirma noktasinin dtelenmesi ve A4
etrafinda bir donme seklinde ikiye ayrilabilmekteydi. Hizlar s6z konusu oldugu siirece, 4
noktasinin 6telenme hizi v,, levhanin agisal hiziw verildiginde, levhanin tiim diger

noktalarinin hizlar1 bunlara baglh olarak belirlidir (Sekil 5.11a). Simdi v, c¢izgisel ve @
acisal hizlarinin bilindigi ve her ikisinin de sifirdan farkli oldugu kabul edilsin. Eger
v, =0 ise 4 noktasmin kendisi ani dénme merkezidir, eger @ =0 ise levha dtelenme
yapmaktadir. Bu hizlar Sekil 5.11b de gosterildigi tizere v, ya ¢izilen dik {izerinde, 4 dan
r=v,/® kadar uzakta bulunan bir C noktas1 etrafinda levhayr @& agisal hiz1 ile

dondiirerek de bulunabilir. 4 nin hizinn AC ye dik oldugunu ve siddetinin
v,=ro=(v,/o)o olacagini saglayabiliyoruz. O halde levhanin biitiin 6teki noktalarinin

hizlar1 da ilk tanimlanan hizla ayni olacaktir. Su hale gore hizlar bakimindan levha goz
oniine alinan anda C ani donme merkezi etrafinda déner gibi goriiniir.

5 &

a) b)
Sekil 5.11

Ani donme merkezinin yeri baska iki sekilde daha tanimlanabilir. Levhanin 4 ve B
noktalarinin hizlarinin dogrultusu biliniyorsa ve bunlar birbirinden farkli ise, C ani donme
merkezi 4 dan v, ya, ve B den vy ye dikler ¢izilip bunlarin kesisme noktasinin
belirtilmesi ile elde edilebilir (Sekil 5.12a). Eger 4 ve B noktalarinin v, ve v, hizlar1 AB
dogrusuna dikse ve siddetleri biliniyorsa ani donme merkezi v, ve Vv, vektorlerinin
uglarmi birlestiren dogruyu 4B ile kesistirerek bulunabilir (Sekil 5.12b). Suna dikkat
edilmelidir ki, Sekil 5.12a da v, ve v, hizlan paralel olursa veya Sekil 5.12b de v, ve v,

hizlar1 ayni siddette olursa C ani donme merkezi sonsuza gider ve @ sifir olur; o zaman
levha otelenme yapiyor demektir.
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Sekil 5.12

Ornek: Ani dénme merkezi kavramindan ne sekilde yararlanilacagim gormek igin yine
biraz dnce incelenen ¢ubugu goz oniine alalim. 4 dan v, ya ve B den vy ye dik ¢izmek
suretiyle (Sekil 5.13a) C ani donme merkezini elde ederiz. Gz Oniine alinan anda ¢gubugun
biitiin noktalarinin hizlari, cubuk C etrafinda doniiyormus gibi olmaktadir. Su halde 4 nin
hizinin v, siddeti belirli ise gubugun @ agisal hiz

AC  Icosd
yazarak elde edilebilir. Ondan sonra B nin hizinin siddeti ise

v
=(BC)w =1sin@ —4
Vs = (BC) [ cost

=v, 1g0

olur. Hesaplarda sadece salt hizlarin kullanildigina dikkat etmelidir.

A

b)
Sekil 5.13
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Ornek: Kaymadan yuvarlanan bir tekerin hareketi

Sekil 5.13b de goriilen teker durumunda yerle géz oniline alinan anda temas halinde olan
bir A noktasinin o anda yere gore hizi sifirdir. Bu durumda bir B noktasinin hizi

Ve=V,+V,, , =V, +®xry,  olur. Budurumda A noktas: goz dniine alinan anda ani donme

merkezi olup bu an i¢in tekerin tiim noktalarinin hizi, teker A etrafinda doniiyormus kabul
edilerek hesaplanabilir.

Diizlemsel hareket yapan bir levhanin ani donme merkezi levhanin iistiinde veya disinda
bulunabilir. Eger levhanin iistiinde ise, verilen bir ¢ aninda ani donme merkeziyle {ist iiste
bulunan C noktasinin o andaki hiz1 sifir olmak zorundadir.

Ani donme merkezi sadece verilen bir an i¢in gegerlidir. Su halde bir # aninda levhenin ani
donme merkezi ile iist iiste olan bir C noktasi, genel olarak, #+ A¢ aninda ani donme

merkezi ile iist liste bulunmayacaktir; ¢ aninda hiz1 sifir oldugu halde 7+ A¢ aninda belki

de sifirdan farkli olacaktir. Bu demektir ki genel olarak C noktasinin ivmesi sifir degildir,
su halde levhanin c¢esitli noktalarinin ivmeleri, levha C etrafinda doniiyormus gibi
belirtilemez.

Levha hareketine devam edince ani dénme merkezi uzayda hareket eder. Ote yandan biraz
once soylendigi gibi ani donme merkezinin levha tlizerindeki yeri de daima degigsmektedir.
Boylece ani donme merkezi uzayda iz egrisi ad1 verilen, levha lizerinde de yuvarlanma
egrisi denilen bir egri ¢izer (Sekil 5.14). Gosterilebilir ki, herhangi bir anda bu iki egri C
de birbirine tegettir ve levha hareket ettikce yuvarlanma egrisi iz egrisinin iizerinde
yuvarlantyormus gibi goriiniir.

lz egrisi

Sekil 5.14

Diizlemsel harekette salt ve bagil ivme : Levhanin bir noktasinin @, salt ivmesinin
dp=d,+dg, (5.19)
bagil ivme formiilii ile elde edilebilecegi bilinmektedir. Burada aj, , bagil ivmesi levhanin

A etrafinda donmesiyle ilgili olup, 4 ya konulmus ve dogrultusu sabit eksen takimina gore
oOlgtilecektir (Sekil 5.15). Ana levha donmesinden bilinmektedir ki, a,, , bagil ivmesi, biri
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AB dogrusuna dik (dgz, ), tegetsel bileseni ile, digeri A yoniinde bir (dgz, ,), normal
bilesenine ayrilabilir. B nin 4 ya gore yer vektoriinii 75, , ile ve levhanin sabit eksen

takimina gore acisal hiz ve ivmesini sirasiyla @ ve a ile gosterirsek, 4 ile B arasindaki
uzaklik » olmak iizere

(ag 4), =axr a =ra
B/ 4t B/ A (ap/4); (5.20)

2

- 2 -
(pjg), =—@ Ty, 4y (ag;4), =7®

olur.

Diizlemsel hareket = A min otelenmesi - A etrafinda donme

Sekil 5.15

5.5.Diizlemde Donen Bir Takima Gore Bir Vektoriin Degisiminin Hiz

Birinci boliimde gorildii ki bir P vektoriiniin degisim hizi, sabit ve Otelenme yapan bir
takima gore aynidir. Bu kisimda bir P vektdriiniin sabit bir takima gore degisim hiz1 ile
donen bir takima gore degisim hiz1 karsilastirilacaktir. Ayrica bir takima gore

bilesenleriyle verilen P nin 6teki karsilastirma takimia gore degisim hizinin belirlenmesi
Ogrenilecektir.

b

=V
~V

Sekil 5.16
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baslangi¢ noktalar1 ayni olan sabit bir OXY takimi ile, donen bir Oxy karsilastirma takimi

g0z Oniine alinsin (Sekil 5.16). Oxy takiminin verilen bir andaki agisal hizi Q olsun. Bu
hizin diizlemsel harekette sekil diizlemine dik oldugu bilinmektedir. Simdi O dan gegen ve

P ile gosterilen bir P(r) vektor fonksiyonu gdz oniine alnsmn. ¢ zamani degistikge bu
vektoriin hem dogrultusu hem de siddeti degismektedir. OXY karsilastirma takimini
kullanan gozlemciye gore P nin degisimi Oxy takimim kullanan gézlemcininkinden farkli
oldugu ig¢in, P nin degisim hizinin segilen karsilagtirma takimina bagli olmasi
beklenmelidir. Bu sebeple sabit OXY takimma gére P nin degisim hizi dP/dt ile ve
dénen Oxy takimma gére degisim hizi da § P/t ile gosterilecektir. Bu iki degisim hizi
arsindaki bagint1 ¢ikarilmaya caligilacaktir.

Once P vektdrii donen takimin x ve y eksenleri dogrultusunda bilesenlere ayrilsin.
Bu takima ait birim vektérler i ve j ile gosterilirse

P=Pi+P, ] (5.21)

yazilabilir. (5.21) esitligi ¢ zamanma gore tiiretilir ve i ve j birim vektorlerinin dénme

yapan takima gore sabit olduklar1 géz Oniine alinirsa, P nin ddnen takima gore O P/St
degisim hiz1

p . dP, .
oP _db; 9% - (5.22)
st dr | dr

olur. P nin sabit takima gbre d P/dt degisim hizim bulmak icin (5.21) tiiretilirken 7 ve j
birim vektorlerini zamanla degisken kabul etmek gerekir. Bu durumda
dﬁ_d3;+d%~ di dj

= i+ P —+ P, —— 5.23
dt dt dtj “dt 7 dt (5-23)

bulunur. (5.22) hatirlanirsa, (5.23) iin sag tarafindaki ilk iki terimin toplamumin & P/ 5t
degisim hizim belirttigi goriiliir. Diger taraftan sunu da sdyleyebiliriz ki, P vektdrii Oxy
takimina baglanmis olsaydi1 6 P/o¢ sifir olacagindan, d P/dt degisim hiz1 (5.23) {in son
terimine doniismiis olacakti. Fakat bu durumda d P/ dr degisimi, Oxy ye rijit olarak bagh

bir cismin P nin ucuna rastlayan maddesel noktasinin hizin1 gosterecekti. Buna gore goz

6niine alinan anda Oxy takimumin agisal izt Q oldugundan (5.23) deki son iki terim
noktanin hizin1 belirler. (5.6) kullanilarak,

P4 P =L =QxP (5.24)
t

yazilir. (5.22) ve (5.24), (5.23) de yerine konursa asagidaki temel bagint1 elde edilr:
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dP _oP &.p (5.25)

dt ot
Buradan su sonug ¢ikarilir : Sabit OXY takimina gore P vektoriiniin d P/dt degisim hizi
iki kisimdan olusmaktadir : Birici § P/ St kismu, P nin dénen Oxy takimina gore degisim

hizidir, ikinci Qx P kismi ise, Oxy takiminin donmesinden ortaya ¢ikar.

(5.25) bagintist kullanilarak, donen bir takimdaki bilesenleri ile tanimlanan bir P
vektoriiniin d P/ dt degisim hizinin belirlenmesi biiylik dl¢iide basitlesir, ¢linkii boyle bir

vektoriin & P/ St degisim hizi1 (5.22) den kolayca elde edilir.

5.6.Diizlemdeki Bir Maddesel Noktanin Dénen Bir Takima Gére Hareketi. Coriolis Tvmesi

O baslangic noktalar1 ortak olan sabit bir OXY ile donen bir Oxy karsilastirma takimini goz
Oniline alalim (Sekil 5.17). P uzayda hareketli bir maddesel nokta olsun. P nin 7 yer
vektorii her iki takimda ayni oldugu halde bunun degisim hizi secilen karsilagtirma
takimina baglidir.

y Y

=
r

0
XA
n
Sekil 5.17

Maddesel noktanin salt v, hizi 7 nin sabit OXY takimina gére d7/dt degisim hizi
olarak tanimlanir. Bununla birlikte (5.25) kullamlirsa, v, hiz1 hareketli takimdan gézlenen
or/ot degisim hizi cinsinden de belirlenebilir. Oxy hareketli takimmin géz 6niine alinan

zamanda agisal iz Q ile gosterilirse

(5.26)
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yazilir. Fakat 67 /d¢ terimi P maddesel noktasinin Oxy takimina gore hizini tanimlar.

Bundan baska eger donen takima rijit bir cisim gozii ile bakacak olursak (5.26) daki Qx 7
terimi, gdz Oniine alinan anda donen takimin P ile ¢akisan noktasinin hizini gosterir.
Boylece

Vp =Vp +Vpp (5.27)
yazilabilir. Burada

vp =P maddesel noktasinin salt hizi
v =hareketli takimin P ile ¢akisan noktasinin hizi
Vp, =P nin hareketli takima gore hizidur.

Maddesel noktanin a, salt ivmesi v, nin OXY ye goére degisiminin hizi olarak
tanimlanir. v, nin (5.26) daki degeri yerine konarak

LA/ S S LA ol (5.28)
dt dt dt dt\ ot
bulunur. (5.25) g6z oniinde tutulursa
— — 2—
dafor :QXQ_,_Q (5.29)
dt\ st 5t 5t°

olur. Boylece d 7 /dt nin (5.26) daki degeri (5.28) de yerine konur ve (5.29) da goz oniine
alinirsa

. o
dp =d—QxF+fo(fle)+2§2xﬁ+5 "

(5.30)

elde edilir. (5.8) bagintis1 géz Onilinde tutulursa, yukaridaki esitligin ilk iki teriminin
toplami, goz Oniine alinan anda donen takimin P ye ¢akisan noktasinin @, ivmesini verir.

Diger taraftan sonuncu terim ise P nin donen takima gore dp, ivmesini tanimlar. Eger

yukarda sebebi gosterilmemis olan {i¢iincii terim bulunmasaydi ivme i¢in (5.28) e benzer
bir bagint1 yazilmis olacak ve a, ivmesi a ile dp,, nin toplami olarak elde edilecekti.

Bununla birlikte aciktir ki boyle bir bagint1 dogru olmayacaktir ek bir terimin daha hesaba
katilmas1 gereklidir. Bundan boyle a_. ile gosterilecek olan bu terime tamamlayici ivme

veya Fransiz matemetik¢isi De Coriolis’ e izafeten Coriolis ivmesi ad1 verilmistir. Boylece

dp=dp +dp,p +4d, (5.31)
yazilir. Burada

dp =P maddesel noktasinin salt ivmesi
d = hareketli takimin P ile ¢akisan noktasinin ivmesi
dp,p =P nin hareketli takima gore ivmesi

i, =2Qx 57 /8t =2QxV,,, =tamamlayici ivme veya Coriolis ivmesi.
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Su da belirtilmelidir ki, Coriolis ivmesi Q ve v, vektérlerine diktir ve eger bu
vektorler paralel veya ikisinden biri sifir olursa bu ivme de sifira esit olur.

Diizlemsel hareket gz oOniine alindigindan, Q vektdrii hareket diizlemine ve
boylece v, dik olur. Bu durumda a, nin siddeti 2 Qv,, ye esittir ve dogrultusu ise
Vp, vektoriinii hareketli takimin dénme yoniinde 90° dondiirerek elde edilir. Bu durum

Sekil 5.18 de goriilmekte olup burada P maddesel noktasi, O etrafinda Oxy takimi ile
birlikte donen bir levha {izerinde bir yol ¢izer.

Sekil 5.18
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6. RiJIT CISIMLERIN DUZLEMSEL HAREKETIi: KUVVETLER VE iVMELER

6.1. Giris

Bu boliimde, rijit cisimlerin kinetigini, yani cisim {izerine etkiyen kuvvetler, cismin sekli
ve kiitlesi ile ortaya c¢ikan hareket arasindaki bagintilar incelenecektir. Boliim 2 de 4 e
kadar cisim bir maddesel nokta olarak, yani cismin biitiin kiitlesinin bir noktada toplandigi
ve kuvvetlerin bu noktaya etkidigi kabul edilerek benzer bagintilar incelenmisti. Simdi
cismin seklini ve kuvvetlerin etki noktalarinin dogru konumlar1 tam olarak g6z Oniine
alinacaktir. Bunun yani sira cismin yalnizca bir biitiin olarak hareketi ile degil, kendi
agirlik merkezi etrafindaki hareketi ile de ugrasacagiz.

Bu béliimdeki inceleme dogrudan F =md denklemine dayanacak ve iki bakimdan

kisitlandirilacaktir: (1) Rijit cismin sadece diizlemsel hareket yaptigi, yani cismin her
noktasinin sabit bir karsilastirma diizlemine olan uzakliklarinin degismedigi kabul
edilecektir. (2) Rijit cisimler sadece diizlem levhalardan ve karsilastirma diizlemine gore
simetrik cisimlerden olusacaktir.

6.2. Rijit bir cismin diizlemsel hareketi

Cesitli 151,132,133 .... kuvvetlerinin etkisi altinda kendi diizleminde hareket eden ve kiitlesi

m olan bir rijit levha ele alinsin. D’ Alembert ilkesi geregince, levha iizerine etkiyen dis
kuvvetler, levhay1 olusturan c¢esitli maddesel noktalarin efektif kuvvetlerine esdeger
olmalidir (Sekil 6.1). Am kiitleli bir maddesel noktanin efektif kuvvetinin (Am)a oldugu

bilinmektedir.
._)
T -

.

(A2
—
3 <
©
D (RS \t_\.k\.r\rﬂﬁ\'\.l.r‘ E;._JE};‘\Q \L.u\.lu-ﬂ-'s"i*-ﬂ-r

Sekil 6.1

Eger efektif kuvvetler sistemini levhanin G kiitle merkezine etkiyen esdeger bir vektor ile
bir vektor ¢iftine indirgersek rijit bir levhanin diizlemsel hareketi i¢in d’Alembert ilkesinin
daha kullanishi bir ifadesini elde ederiz. Vektor, levhanin c¢esitli noktalarmin efektif
kuvvetlerini toplayarak, vektdr ciftinin ¢iftinin momenti ise bunlarin G ye gore
momentlerinin toplamini alarak elde edilir.
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Kisim 5.4 den bilindigi gibi G kiitle merkezi karsilastirma noktasi olarak secilirse levhanin
bir P maddesel noktasimin & ivmesi, G nin @ ivmesi ile, P nin G ye bagli ve sabit

Am(aexr’) (Am)a

y g

—u’lme4

Sekil 6.2

dogrultudaki bir takima gore @' ivmesinin toplami olarak belirlenebilir. P nin G ye gore
yer vektorli 7' ile gosterilir ve (5.19) bagintisi hatirlanirsa

+a'=a+a+ad, =a+axr'

=

—6027"

QU

a=

yazilir; burada @ ve @ sirasiyla levhanin goz oniine alinan zamandaki agisal ivime ve

acisal hizin1 gosterir. P maddesel noktasini efektif kuvveti Sekil 6.2 de goriildigl gibi ii¢
vektorel bilesene ayrilabilir :

(Am)d =(Am)a +Am(ax7F)—(Am)w *F' (6.1)

a,0 ve @ gdz oniine alinan maddesel noktadan bagimsiz oldugundan levhanin gesitli
noktalarindaki efektif kuvvetlerin toplami

YaAm=YaAm+Y(@xFVAm-Yo*F' Am
—aYAm+axSFAm-w i Am

olur. Burada > Am toplami levhanin m kiitlesine, ve (2.9) a goére Y. 7'Am toplam ise

m7' ye esittir. G nin kendisine gore 7' yer vektorii sifir oldugundan, bu sonuncusu da agik
olarak sifira esit olur. Boylece efektif kuvvetlerin toplami

S dAm=ma (6.2)

ifadesine doniigiir. (6.2) denklemi maddesel noktalar sisteminin hareketi i¢in ¢ikarilmis
olan genel hale ait (2.12) denklemi ile ayn1 sonucu verir.
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Levhanin efektif kuvvetlerinin G ye gére momentlerinin toplami (6.1) kullanilarak
asagidaki sekilde yazilir:

Y(F'xdAm) =Y. (F'xa Am)+ Y [F' x(@x7)Am|- 3 (F' xo® F' Am)
=(XF Am)xa+Y[F' x(@x7)Am]-0* Y (F' xF')Am

Yukaridaki ifadede Y 7'Am ve 7'x7' sifir oldugundan yukaridaki ifadede sadece sag
taraftaki ikinci terim kalir. Sekil 6.2 ye bakilirsa bu terimin & ile ayn1 dogrultuda ( yani
levhaya dik) ve a3 r'* Am siddetinde bir vektdr oldugu kolayca saglanabilir. 37> Am

toplaminin levhanin agirlik merkezinden gegen ve levha diizlemine dik bir eksene gore 1
atalet momentini gosterdigi hatirlanirsa efektif kuvvetlerin G ye gére momentlerinin
toplami olarak asagidaki esitlik elde edilir :

Y(F'xaam)=1a (6.3)

(6.2) ve (6.3) denklemleri Sekil 6.3 de gosterilmistir. Boylece su sonuca varilir ki, dis
kuvvetler sistemi G den gecen m a vektovii ile 1 & vektor ciftine egdegerdir. Levha icin

c¢ikarilmis olan bu sonuglarin karsilastirma diizlemine gore simetrik olan rijit bir cisim i¢in
de gegerli olduguna deginmek yerinde olur.

% .

Cy
™ G
-
cl- ‘_A Fﬂ
Di1s kuvvetler = Agirlik merkezindeki esdeger = Efektif kuvvet +
kuvvettkuvvet cifti sistemi Efektif kuvvet cifti
Sekil 6.3

Sekil 6.3 de goriilen iliskiyi cebirsel olarak, sekildeki kuvvetlerin ve vektorlerin x ve y
bilesenleri ile bunlarin keyfi bir 4 noktasina goére momentlerini alarak yazmak
miimkiindiir. Eger momentler rijit cismin G agirlik merkezine goére hesaplanirsa bu
denklemler asagidaki sekli alirlar :

>F,=ma, YF,=ma, YM;=Ia (6.4)

Buraya kadar cikarilan bagintilar genel bir diizlemsel hareket durumunu belirlemektedir
(Sekil 6.3). Sekil 6.3 ten, kinetik bakimdan, karsilastirma diizlemine gore simetrik olan
rijit bir cismin en genel diizlemsel hareketinin, bir 6telenme ile agirlik merkezi etrafindaki
bir donmenin toplamina getirilebilecegi kolayca goriiliir. Suna da deginmeliyiz ki, bu ifade
tarzi, karsilastirma noktast olarak cismin kiitle merkezinin secilmesini sart kostugundan,
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daha once kinematik bakimdan yapilmis olan benzer ifade tarzindan (Kisim 5.4) daha
kisithdir.

(6.4) denklemlerine bakilirsa, ilk iki denklemin, kiitlesi m olan ve 17"1,132,F3...

kuvvetlerinin etkisi altinda bulunan maddesel bir noktanin hareket denklemlerine esdeger
oldugu goriiliir. Boylece su sonuca varilir: Diizlemsel bir harekette rijit bir cismin G kiitle
merkezi, cismin biitiin kiitlesi bu noktada toplanmis ve dis kuvvetler de bu noktaya
etkiyormus gibi hareket eder. Bu sonucun daha 6nce kisim 2.5 de, genel bir maddesel
noktalar sistemi i¢in, maddesel noktalarin rijit cisim teskil etmesinin gerekmedigi halde
elde edilmis oldugunu hatirlayalim. O halde kisim 2.5 de sdylenildigi gibi, dis kuvvetler
sistemi her zaman G den gegen tek bir ma  vektoriine doniistiiriilemez. Bu sebeple rijit bir
cismin genel diizlemsel hareketinde, cisim iizerine etkiyen dis kuvvetlerin bileskesi,
cismin kiitle merkezinden ge¢cmes.

6.3. Bagh diizlemsel hareket

Bir¢ok miihendislik problemleri rijit cisimlerin, verilen c¢esitli baglarin etkisi altindaki
hareketi ile ugrasir. Ornegin, kranklar sabit bir mil etrafinda donmeye, tekerlekler
kaymaksizin yuvarlanmaya, biyeller dnceden belirlenen birtakim hareketler yapmaya

zorlanirlar. Biitiin bu hallerde s6z konusu olan cismin G kiitle merkezinin @ ivmesinin
bilesenleri ile & agisal ivmesi arasinda belirli bagintilar mevcuttur. Bu tiir bir harekete
bagh hareket ad1 verilir.

Bagl bir diizlemsel hareketle ilgili bir problemin ¢éziimiinde 6nce problemin kinematik
¢ozitmlenmesi yapilmalidir. Asagida bazi bagli hareket tiirleri verilmistir.

Otelenme: Eger bir rijit cisim bir 6telenme hareketi yapmaya zorlanirsa agisal ivmesi
6zdes olarak sifira esit olur ve efektif kuvvetler ise G den gegen bir ma vektoriine
indirgenir (Sekil 6.4). Boylece, dtelenme halinde rijit cisim iizerine etkiyen dis kuvvetlerin
bileskesi cismin kiitle merkezinden gecer ve m a ya esit olur.

s ¥
—
A ¥ > —
(=)
- = G/
oy -
€, F

Sekil 6.4

Agirhik merkezi etrafinda donme: Eger bir levha, veya daha genel olarak karsilastirma
diizlemine gore simetrik bir cisim, G agirlik merkezinden gecen ve karsilastirma diizlemine
dik olan bir eksen etrafinda donmeye zorlanirsa, bu cisme agirlik merkezi etrafinda

déniiyor denir. @ ivmesi 6zdes olarak sifir oldugundan cismin efektif kuvvetleri bir 7 &
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vektor ¢iftine indirgenmis olur(Sekil 6.5). Buna gore agirlik merkezi etrafinda donen bir
cisme etkiyen dis kuvvetler bir 7 & vektor giftine esdeger olurlar.

-
'3 s

Sekil 6.5

Keyfi bir nokta etrafinda donme: Bu hareket rijit bir cismin kiitle merkezinden
geemeyen bir eksen etrafinda donmeye zorlanmasindan meydana gelir. Boyle bir harekette
cismin G kiitle merkezi donme ekseninin karsilastirma diizlemini kestigi O noktasi
etrafinda 7 yarigapl bir gember ¢izer (Sekil 6.6). OG dogrusunun agisal hiz1 ve agisal
ivmesi sirasiyla @ ve a ile gosterilirse, G nin ivmesinin tegetsel ve normal bilesenleri

icin agagidaki ifadeler elde edilir :

a=ra a, =rw (6.5)

Sekil 6.6

OG dogrusu cisme ait bir dogru oldugundan, bunun @ acgisal hizi ile @ acisal ivmesi,
ayn1 zamanda, cismin G ye gore olan hareketindeki acisal hiz1 ile agisal ivmesini gosterir.
Bu nedenle (6.5) denklemleri, G kiitle merkezinin hareketi ile cismin G etrafindaki hareketi
arasinda mevcut kinematik bagintiyr tanimlar. Elde edilmis olan bu denklemlerdeki

a, ve a, yiyoketmekicin D’Alembert ilkesi (Sekil 6.7) kullanilmalidir.
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ma,

Sekil 6.7

Sirast ile Sekil 6.7 nin a ve b pargalarinda goriilen kuvvetlerin ve vektorlerin O noktasina
gore yazilan momentlerini esitleyerek

SM,=Ta+(mra)i=1+mr*)a

bulunur. Oysa Steiner teoremine gore 1, = I +m7 2 olur,burada /, rijit cismin sabit eksene
gore atalet momentini gosterir. Buna gore

XM, =1, (6.6)

yazilir. (6.6) formiili dis kuvvetlerin sabit O noktasina gére momentlerinin toplami ile
I, a arasinda 6nemli bir bagintty1 gostermekle birlikte acikca anlasilmalidir ki, bu formiil

dis kuvvetler sisteminin, /, o siddetinde bir vektor ¢iftine esdeger oldugu anlamina

gelmez. Efektif kuvvetler sistemi, dolayisiyla dis kuvvetler sistemi, sadece O ile G
cakistigl, yani hareket sadece agirlik merkezi etrafinda bir donme hareketi oldugu
zaman, bir vektor ciftine indirgenir(Kisim 6.2). Daha genel hal olan keyfi bir nokta
etrafindaki donme hareketi halinde dis kuvvetler sistemi bir vektor ¢iftine indirgenmez.

Keyfi bir nokta etrafindaki donme hareketinin 6zel bir hali ilgingtir; bu, @ agisal hizinin
sabit oldugu diizgiin dénme hareketidir. Bu durumda & sifir oldugundan vektor ¢ifti
ortadan kalkar ve sadece normal bilesen kalir. Bu bilesen (buna merkezcil kuvvet de
denir) rijit cismi donme ekseni etrafinda tutan bilesendir.

Yuvarlanma hareketi: Diizlemsel hareketin diger onemli bir tipi de bir disk veya
tekerlegin bir diizlem iizerindeki yuvarlanma hareketidir(Sekil 6.8). Diskin dengelendigi,
yani kiitle merkezi ile geometrik merkezinin c¢akistigi kabul edilirse, kaymasiz bir
yuvarlanma i¢in, G nin aldig1 5 yolu s =6 dir, burada r disk yarigapidir. Bu bagint1 iki
kere tiiretilirse

a=ra (6.7)
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elde edilir. Disk hareketinin olasi ii¢ farkli hareketi, F siirtlinme kuvveti, 1 ve g4 sirasiyla
statik ve kinetik stirtiinme katsayilar1 olmak iizere, asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Yuvarlanma, kayma yok cF<u N a=ra
Yuvarlanma, kayma bashyor: /= u N a=ra
Yuvarlanma, kayma var cF=u, N a ve a bagimsiz

Sekil 6.8

Eger bir diskin kayip kaymadigi bilinmiyorsa once diskin kaymadan yuvarlandig1 kabul
edilmelidir. Eger F degeri 1, N den kiiciik veya ona esit olarak bulunursa kabuliin dogru

oldugu anlagilir. Eger /' degeri u, N den biiyiik olarak bulunursa kabul dogru degildir ve
probleme kaymali bir yuvarlanma kabulii ile yeniden baglanmalidir.

Disk dengelenmemis ise, yani diskin G kiitle merkezi O geometrik merkezi ile
cakismiyorsa, a ve « arasindaki (6.7) bagintis1 gerceklenmez. Bununla birlikte geometrik
merkezin ivmesinin a, siddeti ile « agisal ivmesi arasinda benzer bir baginti

a,=ra (6.8)

olmaktadir. @ yi a agisal ivmesi ve diskin @ agisal hiz1 cinsinden belirlemek i¢in bagil
ivme formiilii kullanilabilir :

AN

=dg =dg+dgp=dp *+(dg,0), +(dg/0)n (6.9

burada elde edilmis olan ii¢ bilesen ivme Sekil 6.9 da goriilen dogrultularda ve a, =re,
(ag0), =(0G)a ve (ag,p), =(0G)®” siddetindedir.

6.4. Rijit bir cismin diizlemsel hareketi ile ilgili problemlerin ¢6ziimii

Diizlemsel hareket problemlerinin ¢oziimii i¢in (6.4) deki {ii¢ cebirsel denklem
kullanilmakla birlikte, statikten edinilen deneyimler bize su fikri vermektedir ki, cisme
etkiyen kuvvetlerin momentlerinin hesaplanacagi noktanin uygun olarak secilmesi halinde,
rijit cisimlerele ilgili problemlerin ¢6ziimii kolaylagsmaktadir. Bu sebeple kuvvetlerle
ivmeler arasinda Sekil 6.3 de goriilen vektorel formdaki bagintiyr hatirda tutmak ve bu
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temel bagintidan goéz oniline aliman problemin ¢6ziimiine en uygun diisen izdiisiim ve
moment denklemlerini ¢ikarmak tercih edilir.

Sekil 6.9

Sekil 6.3 de goriilen dis kuvvetlerle efektif kuvvetlerin esdegerlilik ilkesi, yani rijit cisme
uygulanan kuvvetler ile bunlardan meydana gelen dogrusal ve agisal ivmeler arasindaki
bagintiy1 vektorel olarak gosteren serbest cisim diyagramlarinin kullanilmasi, (6.4)
denklemlerinin korii koriine uygulanmasina gore Onemli bir istiinliik saglar. Bu
istlinliikler asagidaki sekilde 6zetlenebilir :

1.

2.

Herseyden Once resimli bir gosterim kullanildigindan kuvvetlerin cismin
hareketi lizerine etkisi daha acik bir anlayis kazanur.

Bu tiir bir yaklagim bir dinamik problemin ¢oziimiinii iki pargaya bdlme
imkanini saglar: Birinci pargada problemin kinematik ve kinetik 6zelliklerinin
ayrilmasi bizi Sekil 6.3 deki serbest cisim diyagramina gétiiriir; ikinci parcada
ise elde edilmis olan diyagram ise karisan ¢esitli kuvvetlerin ¢éztimlenmesinde
kullanilir.

Rijit bir cismin diizlemsel hareketinin incelenmesi i¢in, s6z konusu 6zel hareket
seklinden bagimsiz olarak, tek bir yol bulunmus olur. G6z 6niine alinan ¢esitli
hareketlerin kinematigi bir halden oOtekine degistigi halde kinetikteki ¢Oziim
yolu daima ayni kalir. Her durumda dis kuvvetleri, G nin hareketini belirleyen
ma vektoriinii ve cismin G etrafindaki donme hareketine ait 7o vektor ¢iftini
gosteren bir diyagram ¢izecegiz.

Rijit bir cismin diizlemsel hareketinin burada yapildig1 gibi, bir Stelenme ile
agirlhik merkezi etrafindaki bir donme hareketine boliinmesi, mekanigin
incelenmesinde bastan basa etkili olarak uygulanan temel bir kavramdir.

6.5. Rijit cisimlerden meydana gelen sistemler

Bir evvelki kisimda agiklanan yontem, birbirlerine bagli ¢esitli rijit cisimlerin diizlemsel
hareketleriyle ilgili problemlerde de kullanilabilir. Sistemin her parcasi i¢in Sekil 6.3 e
benzer bir diyagram c¢izilebilir. Bu diyagramlardan elde edilmis olan hareket denklemleri
bir arada ¢oziiliir.
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7. MEKANIK TITRESIMLER
7.1. Giris

Mekanik titresimler bir maddesel noktanin veya bir cismin denge konumu etrafindaki
salimmmudir. Titresimler gerilme artimi ve enerji kaybina sebep olduklarindan ortadan
kaldirilmalar1 veya uygun bir tertiple azaltilmalar1 gerekir.

Son yillarda yiiksek hizli makine ve hafif yapilarin yapimu titresimlerin incelenmesini
onemli kilmaktadir.

! lxq A sedead \ 0

‘ Xy IS sany at\'t  darece-
M, ¥a S sy o
Mo =

Xy ved st desecall

- sThrenn

Xz
C;i P
&7

Burada tek serbestlik dereceli sistemler incelenecektir. Mekanik titresim sistemin kararlt
durumdan saptirilmasi halinde ortaya ¢ikar. Sistem kararli durumdan saptirilinca ilk
konumuna donmeye calisir. Fakat bu ilk konuma genellikle belirli bir hiz ile doner. Bu hiz
sistemi yeniden denge konumu disina ¢ikarir. Eger siirtiinme etkisi yoksa hareket siirekli
devam eder. Hareketin bir tiim devrini tamamlamasi i¢in gegen zamana titresimin periyodu
ad1 verilir. Birim zamandaki devir sayisina frekans, ve sistemin denge konumuna gore
maksimum yer degistirmesine de titresimin genligi ad1 verilir.

Hareketin devamini sadece geriye dondiiriicii kuvvetler sagliyor ve siirtinme yoksa
titresim serbest titregim olarak adlandirilir. Sisteme periyodik bir kuvvet uygulaniyor ve
siirtiinme yoksa ortaya ¢ikan hareket soniimsiiz zorlanmis titresim, aksi halde, periyodik
kuvvet ve siirtiinme olmasi1 durumunda, soniimlii zorlanmus titresim olarak isimlendirilir.

Eger serbest bir titresim hafif soniimlii ise genligi yavas yavas azalir ve bir siire sonra
hareket durur. Soniim ger¢ek bir titresime engel olacak kadar biiylik de olabilir; bu
durumda sistem yavas yavas ilk konumuna doner. Soniimlii zorlanmis bir titresim,
kendisini doguran periyodik kuvvet uygulandig: siirece devam eder. Titresimin genligi ise
sondiiriicii kuvvetin siddetine baglidir.
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7.2. Maddesel Noktalarin Serbest Titresimleri. Basit Harmonik Hareket.

Katsayis1 £ olan bir yaya baglanmis ve kiitlesi m olan bir cisim g6z oniine alinsin (Sekil
7.1a). Bu asamada cismin sadece kiitle merkezinin hareketi ile ilgilenildiginden cisim bir
maddesel nokta olarak dikkate alinabilir. Sekil 7.1a da gorildiigii gibi statik denge
durumunda

W=ks, (7.1)

olur. Burada W cismin agirhigini, oy, yaymn dogal durumdan itibaren uzamasini
gostermektedir. Simdi maddesel noktanin denge konumundan x,, kadar saptirildiktan sonra
ilk hizsiz olarak harekete terk edildigini kabul edelim. Eger x,, degeri oy, den daha kii¢iik
secilirse maddesel nokta kendi denge konumu etrafinda hareket etmeye baslar ve bu
sekilde, genligi x,, olan bir titresim ortaya ¢ikmis olur. Sunu da unutmamak gerekir ki,
maddesel noktaya x=0 denge konumunda bir ilk hiz vermekle veya, daha genel olarak,
verilen keyfi bir x=x, konumunda bir v, ilk hiz1 uygulanmakla da titresim meydana
getirilebilir.

Unstretched
T=kd,

L

Equilibrium - -
Yw Equilibrium i
(a)

Lo e S,
e ad
+
a) b)

Sekil 7.1

Maddesel noktanin herhangi bir ¢ anindaki, O denge konumundan itibaren olgiilen P
konumundaki OP yer degisimi (asag1 dogru pozitif) x ile gosterilsin. F bileske kuvveti
asag1 dogru pozitif olarak alinirsa, F' siddetinin

F=W—k(5, +x)=—kx (7.2)

oldugu Sekil 7.1a dan gbriiliir. F kuvvetinin her an O denge konumuna yénlenmis oldugu
goriilmektedir. Bulunan F degeri F=ma temel denklemine gotiiriiliirse
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d’x

m—-+kx=0 (7.3)
dt’

diferansiyel denklemi elde edilir. Gerek d*x/dt* ivmesi, gerekse x yer degisimi icin,
asag1 dogru pozitif olacak sekilde isaret kurali uygulanir.

(7.3) denklemi ikinci mertebeden lineer homojen bir diferansiyel denklemdir. Burada
p =— (7.4)

konursa (7.3) i¢in
ZTZX + pzx =0 (7.5)

bulunur. (7.5) denklemiyle tanimlanan harekete, basit harmonik hareket adi verilir. Bu
hareket ivmenin, yer degistirme ile orantili ve ters yénde oldugunu gosterir. (7.5) in
karakteristik denklemi

A +pP=0 (7.6)
olur. Bu denklemin ¢dziimiinden

elde edilir. Bu durumda diferansiyel denklemin ¢oziimii

x=C e +Cye”?' = C,(cos pt +isin pt)+ C,(cos pt —isin pt)
(7.8)

olur. Gergel ve sanal kisimlar1 ayrigtirmak igin

C,=(m, +in,) C, =(m, +in,)
alarak (7.8) de yerine konursa

x = (m, +in, )cos pt +isin pt)+ (m, +in, )cos pt —isin pt) (7.9)
elde edilir. Buradan
x=(m +my)cospt+(—n, +n,)sinpt+i(n, +n,)cos pt+i(m —m,)sin pt (7.10)
olur. (7.10) denkleminin gercel kismi1
A=(-n,+n,) ve B=(m +m,)

alinarak
x = Asin pt+ Bcos pt (7.11)

seklinde elde edilir. Tiirev alarak, sirastyla, # anindaki hiz ve ivme elde edilir :
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v:%:Apcospt—Bpsinpt (7.12)

2
a:%:_@zsmm_gpzcospt. (7.13)
t

Bu ifadelerde keyfi iki sabit oldugundan elde edilen ¢oziim diferansiyel denklemin genel
¢Ozlimiidiir. 4 ve B sabitlerinin degerleri hareketin baslangi¢ sartlarina baghdir. Genel
olarak zaman i¢in alinan /=0 ve yer degistirme ve ilk hiz i¢in aliman x, ve v, degerleri,

(7.11) ve (7.12) de yerine konursa A=v,/p ve B =x, bulunur.

Maddesel noktalarin yer degistirmesi, hiz1 ve ivmesi i¢in elde edilmis olan ifadeler daha
kisa ve toplu bir sekilde yazilabilir; bunun i¢in (7.11) ile tanimlanan x=OP yer

degistirmesinin, Sekil 7.2a da goriildiigii gibi yonlenen ve siddetleri 4 ve B olan 4 ile B
gibi iki vektériin x dogrultusundaki bilesenlerinin toplami olarak yazilabilecegi
distiniilmelidir. ¢

degistikge iki vektor de saat ibreleri yoniinde doner. Ayrica bunlarin @ bileskesinin

(b)

Sekil 7.2

siddeti de maksimum x, yer degistirmesine esit olur. Boylece P nin x ekseni boyunca
yaptig1 basit harmonik hareket, O noktasinin x,, yaricapl bir yardimcit cember iizerinde
sabit p acisal hizi ile yaptig1 hareketin, x ekseni lizerindeki izdiisiimii olarak elde edilebilir.

@ vektorlerinin 4 ile yaptigi ag1 ¢ ile gosterilirse
OP = OQsin(pt + ¢) (7.14)

yazilabilir; buradan P nin yer degisimi, hizi ve ivmesi i¢in asagidaki yeni ifadeler elde
edilir :

x = x,, sin(pt + §) (7.15)
v=%=xmpcos(pt+¢) (7.16)

2
a:%:—xm p? sin(pt+¢) (7.17)
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Yer degistirme-zaman egrisi bir siniis egrisi ile gosterilir (Sekil 7.2b), ve yer degistirmenin
X, maksimum degerine titresimin genligi ad1 verilir. Yardimci ¢gemberi ¢izen Q noktasinin
p acisal hizina, titresimin dairesel frekanst denir ve radyan/san ile ol¢iiliir; Q nun ¢ember
tizerindeki ilk konumunu belirleyen ¢ agisi ise faz agist adini alir. Sekil 7.2 den goriildiigii
gibi, pt agis1 2z radyan kadar artacak olursa bir tam ¢evrim tanimlanmis olur. Buna kars1
gelen ¢ degeri 7 ile gosterilir ve titresimin periyodu adini alir ve saniye ile 6l¢iiliir. Birim
zamanda tamamlanan c¢evrim sayist f ile gosterilir ve titresimin frekanst olarak
isimlendirilir. Frekanslar, ¢evrim/san veya ¢evrimler boyutsuz oldugu icin san™ ile 8lgiiliir

Periyot =7 = 2z (7.18)
P

frekans = f = 1 A (7.19)
T 2z
(7.4) de p nin, k yay katsayisi ve maddesel noktanin m kiitlesi cinsinden tanimlandigi
hatirlanirsa, periyot ve frekansin, titresimin baslangic sartlarindan ve genliginden bagimsiz
oldugu goriiliir. 7ve fnin, maddsel noktanin kiitlesine bagl olup, agirligina bagli olmadigi
ve bu sebeple bunlarin g den bagimsiz olduguna isaret etmek gerekir.

Hiz-zaman ve ivme-zaman egrileri, yol-zaman egrilerinde oldugu gibi, ayni
periyotlu, fakat faz acilar1 farkl bir siniis egrisi ile gosterilebilir. (7.16) ve (7.17) den
goriildiigi gibi, hiz ve ivmenin siddetlerinin maksimum degerleri

V, =X,D a, = xmp2 (7.20)

dir. O noktasi x, yaricapli bir yardimci c¢ember iizerinde sabit p agisal hizi ile
dolandigindan, bunun hiz ve ivmesi sirastyla, (7.20) ifadelerine esittir. (7.16) ve (7.17)
denklemleri g6z Oniinde tutulursa, P nin her hangi bir andaki hiz ve ivmesi, siddetleri
Vi =X p 1le am=xy pz olan ve sirasiyla Q noktasinin ayni andaki hiz ve ivmelerini belirleyen
vektorlerin x ekseni ilizerindeki izdiistimleri olarak elde edilebilecekleri goriiliir (Sekil 7.3)
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Elde edilen sonuclar, sadece, bir yaym ucuna asili bir kiitle probleminin ¢ozlimiine
uygulanmakla kalmazlar. Bunlar, maddesel noktanin iizerine etkiyen kuvvetlerin

F bileskesi ile noktamin x yer degistirmelerinin orantili oldugu ve kuvvetin O ya
yoneldigi her dogrusal hareketin ¢éziimlenmesinde de kullanilir. Bu durumda hareketin
F=ma temel denklemi, basit harmonik hareketi belirleyen (7.5) formunda yazilabilir. x in
(7.5) deki katsayisinin, titresimin p dairesel frekansinin karesini gosterdigine dikkat
edilirse p bulunur ve bu deger (7.18) ile (7.19) da yerine konularak, titresimin 7 periyodu
ve f frekansi kolaylikla elde edilir.

7.3. Basit Sarkac (yaklasik ¢6ziim)

Miihendislik uygulamalarinda en ¢ok karsilagilan titresimler, basit harmonik hareket
yardimi ile gosterilebilirler. Diger bir¢ok hareketler, farkli tiirden olmakla birlikte,
genlikleri kiicik kalmak sartiyla, yaklasik olarak, basit harmonik hareket gibi kabul
edilebilirler. Ornegin / boyunda bir ipin ucuna asili bir m kiitlesinden olusan ve diisey
diizlemde salinim yapan bir basit sarka¢ goz oniine alalim(Sekil 7.4a). Verilen bir ¢ aninda

ip diisey ile @ agis1 yapsmn. Cisme etkiyen kuvvetler kendi agirhigi W ile ipten gelen T
kuvvetidir (Sekil 7.4b). Tegetsel bilesenler kullanilir (saga dogru pozitif) ve a,=I(d°0/dr’)
olduguna dikkat edilirse

|1
gante--
(b)
Sekil 7.4
2
F,=ma, —Wsin6’=mld—f
dt
yazilir. W=mg oldugundan, m! ile boliiniirse
2
—‘; f+§sm9=o (7.21)
t

elde edilir. Kii¢lik genlikli salinimlar i¢in siné@ yerine bunun radyan cinsinden 6 degerini
koyabiliriz :

—+26=0 7.22
y (7.22)
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(7.5) ile karsilastirilirsa, elde edilmis olan denklemin bir basit harmonik hareket gosterdigi
ve salmimin p dairesel frekansinin (g//)"? ye esit oldugu gériiliir. Bu deger (7.18) de yerine
konursa, / boyunda bir sarkacin kii¢lik salinimlariin periyot ifadesi bulunmus olur :

T= 2z = 27[\/z (7.23)
'z g

9.4. Rijit Cisimlerin Serbest Titresimleri

Tek serbestlik dereceli rijit bir cismin veya bir rijit cisimler sisteminin titresimlerinin
¢Ozlimlenmesi, maddesel bir noktanin titresimlerinin ¢éziimlenmesine benzer. Cismin veya
cisimler sisteminin konumunu tanimlamak amaciyla, x aralig1 veya @ agis1 gibi uygun bir
degisken secilir, ve bu degisken ile bunun ¢ ye gore ikinci tiirevini baglayan bir denklem
(7.5) ile ayn1 formda, yani

d2X 2 20 2
—+px=0 veya —+p°60=0 7.24
e ya —5tp (7.24)

seklinde ise gbdz Oniine alinan titresim basit harmonik bir hareket olur. Bu durumda
titresimin periyot ve frekansi, p nin esdegerini (7.18) ve (7.19) da yerine koyarak elde
edilebilir.

Genellikle (7.24) denklemlerinden birisini elde etmek i¢in basit yol, degiskenin herhangi
bir degeri icin serbest cisim diyagramini ¢izip uygun hareket denklemini yazarak dis
kuvvetler sisteminin efektif kuvvetler sistemine esit oldugunu ifade etmektir. Burada amag,
degiskenin dogrudan dogruya kendisini veya zamana gore birinci ve ikinci tiirevlerini
belirlemek olmayip, x veya € degiskeninin katsayisini belirlemek olmalidir. Bu katsay1y1
P’ ye esitleyerek, 7ve f nin hesaplanabilecegi p dairesel frekansi elde edilmis olur.

]

=3

G B AR T
0

o

I D —

)
2
S

w

(a) (b) (©
Sekil 7.5
Ana hatlar1 verilmig olan bu yontem, tamamen basit harmonik hareket seklinde ortaya
cikan titresimlerin veya yaklasik olarak basit harmonik hareket kabul edilebilen kiiciik

genlikli titresimlerin ¢oziimlenmesi i¢in kullanilabilir. Bir 6rnek olarak, kenar uzunlugu 2b
olan ve bir kenarinin O orta noktasindan asilmis bulunan, kare seklinde bir plagin kiiciik
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salinimlariin periyodu belirlenecektir (Sekil 7.5a). Plagin, OG ¢izgisinin diisey ile yaptigi
0 agist ile tanimlanan herhangi bir konumu ele alinsin ve bunun W agirhg ile O daki
reaksiyonun R, ve ﬁy bilesenlerinin, ma,,ma, vektorleri ile ?a vektor ciftine esdeger
oldugunu ifade eden diyagram c¢izilsin (Sekil 7.5b). Plagin acgisal hizi ile acgisal ivmesi
sirastyla d@/dt ve d*0/dt* ye esit oldugundan, ma, ve ma, vektorlerinin siddetleri

strastyla mb(d*0/dt*) ve mb(dO/dt)* ve vektor ¢iftinin siddeti ise 1(d0/d t*) olur. Bu

yontemin daha Onceki uygulamalarinda (B6l. 6), miimkiin olduk¢a ivme i¢in yon dogru
alimmaya calisilmistir. Burada da (7.24) seklinde bir denklem elde edilebilmesi amaciyla

O ved?0/dt* igin aym pozitif yon kabul edilmelidir. Bdylece ger¢ege uymamis olmakla

birlikte d?6/dt* agisal ivmesi igin, saat ibrelerinin tersi pozitif olarak kabul edilmis
olmaktadir. O ya gore momentler esitlenerek

d2b+[
t

2 2
_W(bsinﬁ):[mbd 9] _Z f
!

bulunur.
I= Lm[(Zb)2 + (Zb)2 ] = gmb2 ve W=mg
12 3
yazilirsa asagidaki denklem elde edilir :

40 .38 Gno=0 (7.25)
5bh

Kiigiik genlikli salinimlar i¢in sin@ yerine, radyan cinsinden &€ konulacak olursa

2
%%%9 =0 (7.26)
t

elde edilir. Bulunan bu denklem (7.24) ile karsilastirilirsa hareketin basit harmonik ve
salimmin p dairesel frekansimin ise (3g/5b)"* ye esit oldugu goriiliir. Bu deger (7.18) de
yerine konursa salinimin periyodu i¢in asagidaki deger elde edilir:

T= 2z =2r b (7.27)
p \ 3¢

Bulunmus olan bu sonug¢ sadece kii¢lik genlikli salinimlar i¢in gegerlidir. / boyu 5b/3 e
esit secilirse (7.26) ve (7.22) denklemleri esdeger olur. Bu ise plagin /=5b/3 boyunda basit
bir sarkac gibi salinim yaptigini ifade eder. Plagin OG dogrusu iizerinde ve O dan /=5b/3
uzakliginda bulunan 4 noktasi, O ya kars1 gelen salinim merkezi adin1 alir(Sekil 7.5a).
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7.5. Soniimsiiz Zorlanmis Titresimler

Miihendislik uygulamalar1 bakimindan en oOnemli titresimler, bir sistemin zorlanmis
titresimleridir. Bir sistem, Periyodik bir kuvvetin etkisi altinda kalir, veya alternatif olarak
hareket eden bir mesnede elastik olarak baglanirsa, bu tiir bir titresim ortaya ¢ikar.

Birinci hal olarak, siddeti P =P, sinwt seklinde degisen periyodik bir P kuvvetinin

etkisi altinda, yaya asili bir m kiitlesi géz oniline alinsin (Sekil 7.6). Bu kuvvet, cisme
dogrudan dogruya etkiyen bir dig kuvvet olabildigi gibi, cismin dengede olmayan bir
parcasinin donmesinden meydana gelen merkezkag¢ bir kuvvet de olabilir. Cismin denge
konumundan o6l¢iilen yer degistirmesi x ile gosterilirse, hareket denklemi asagidaki gibi

yazilabilir :
/ E

<
>
=
=
ll
l

NN NN

T=k(3, +x)
Equililbrinrn
w
P
P=P_ sinwt
Sekil 7.6
. d’x
+VYF=ma: Pmsma)t+W—k(§st+x):md—2
t
W =k o, oldugu hatirlanirsa
2
mdX k=P sinot (7.28)

dt?
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wt=10

%
ﬁ

VVVAVAA

T=k(d, +x
— &, sinwt)
Equilibri :‘17
quilprium
W
Sekil 7.7

elde edilir. ikinci olarak, & yer degistirmesi &, sinat ye esit olan bir mesnede baglanmis bir
yaya astli, bir m kiitlesini goz oniine alalim (Sekil 7.7). Cismin @ =0 degerine kars1 gelen
statik denge konumundan Olciilen yer degistirmeleri x ile gosterilsin. Yayim ¢ anindaki

toplam boy uzamasi oy + x-9, sinat olarak bulunur. Bu durumda hareket denklemi,
2

+VYF=ma: W—k(5st+x—5msina)t):m%
t
olur. W=koy, olduguna gore
2
m % +hx = kS, sinwt (7.29)
t

dir. (7.28) ve (7.29) denklemleri ayn1 formda olduguna gore, birinci denklemin bir
¢Oziimii, P,,=ko,, konulursa ikinci denklemi de gercekler.

(7.28) ve (7.29) seklinde bir diferansiyel denklem, sag tarafi sifirdan farkli olduguna gore,
homojen olmayan bir diferansiyel denklem admni alir. Bunun genel ¢oziimii; verilen
denklemin bir 6zel ¢oziimiinii, sag taraftaki terimi sifir yaparak elde edilen homojen
denklemin genel c¢oziimiine katarak elde edilir. (7.28) in veya (7.29) un bir dzel
¢oziimiiniin

X0 = X,, SINO? (7.30)
formunda oldugunu deneyerek bulabiliriz. (7.28) de x yerine x;..; konulursa

—mo’x, sinot + kX, sinwt = P, sinot

bulunur. Buradan x,, genligi i¢in
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elde edilir. (7.4) den, p cismin serbest titresiminin dairesel frekansini gostermek {lizere,
p2 =k/m oldugu hatirlanirsa
P,k
Xy = (7.31)
l1-(@/ p)

yazilabilir. (7.30) ile (7.29) a gidilecek olursa, benzer sekilde, agagidaki ifade bulunur :

X, = 5—’”2 (7.32)
1—(@/ p)

(7.28) ve (7.29) a kars1 gelen homojen denklem, cismin serbest titresimini belirleyen (7.3)
denklemidir. Bunun tamamlayict fonksiyon adini alan homojen ¢oziimi Kisim 7.2 de
bulunmustu :

Xyumam = AsIn pt + Bcos pt (7.33)

(7.30) ozel ¢ozimii ve (7.33) tamamlayici fonksiyonu toplanarak, (7.28) ve (7.29)
denklemlerinin genel ¢éziimii bulunur :

X = Asin pt+ Bcos pt + X, sinwt (7.34)

Elde edilmis olan titresim, iki titresimin siiperpozisyonundan olusmaktadir. (7.34) {in ilk
iki terimi, sistemin serbest titresimini gosterir. Bu titresimin frekansi, sistemin dogal
frekansi adin1 alir ve sadece k yay katsayisi ile cismin kiitlesine baglidir; 4 ve B sabitleri
baslangi¢ sartlarindan belirlenir. Bu serbest titresime, pratikte siirtinme kuvvetleri ile
hemen sondiiriildiigii i¢in, gegici titresim ad1 da verilir. Bu sebeple bundan sonrax,, = x,,

olarak alinacaktir.

I

41 |

|

x"’l 3_ |

P Ik |

or ol |

= |

m i
5m 1 | "
1 . 2 P

{_' 1 T

|

I

2 |

I

-8l |

Sekil 7.8
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(7.34) deki son terimin belirledigi, ve etkiyen kuvvet veya mesnet hareketi ile meydana
gelen ve beslenen titresime, devamli titresim adi verilir. Bu titresimin, s6z konusu kuvvet
veya mesnet hareketi tarafindan ortaya cikarilan frekansi, zorlanmuis frekanstir ve x,
genligi ise (7.31) veya (7.32) tarafindan belirlenir ve @/p frekans oranina baghdir.
Devaml titresimin x, genliginin, P, kuvvetinden meydana gelen statik P, /k yer
degisimine veya mesnet hareketinin ¢, genligine orani, biiyiitme ¢arpant adini alir. (7.31)
ve (7.32) den

X X, 1

Biiyiitme ¢arpani = —"—=-"=——— (7.35)
P,k 6, 1-(w/P)

bulunur. Biiylitme carpaninin, @/p frekans oranina bagl olarak degisimi, Sekil 7.8 de
gosterilmistir. Suna isaret edilmelidir ki, zorlanmis titresimin genligi @ =p i¢in sonsuz
olmaktadir. Bu durumda, etkiyen kuvvet veya mesnet hareketi, verilen sistem ile rezonans
haline gelir. Gergekte, titresimin genligi, sondiiriicii kuvvetler sebebiyle sonlu kalir.
Bununla beraber boyle bir durumdan sakinmali ve zorlanmis frekans, sistemin dogal
frekansima ¢ok yakin secilmemelidir. Ayrica goriiliiyor ki, (7.34) de, sinw ¢ nin katsayisi
o <p i¢in pozititken, @ > p i¢in negatiftir. Birinci halde zorlanmus titresim, etkiyen kuvvet
veya hareketli mesnet ile aynt fazda iken, ikinci halde bu 180° faz disidr.

7.6. Soniimlii Serbest Titresimler

Gergekte biitlin titresimler bir Ol¢lide siirtiinme kuvvetleri tarafindan sondiriiliirler. Bu
kuvvetler iki cisim arasindaki kuru siirtiinme veya Coulomb siirtiinmesinden, rijit bir
cismin bir akigkan igerisindeki hareketinden ortaya cikan sivi siirtiinmesinden, veya
goriintiste elastik olan bir cismin molekiilleri arasindaki i¢ siirtiinmeden meydana gelirler.

Sekil 7.9
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Ozel olarak ilging bir séniim tiirii, az ve orta hizlarda, siv1 siirtiinmesinden ortaya ¢ikan
viskoz soniimdiir. Viskoz soniimiin en belirli 6zelligi, siirtinme kuvvetinin, hareket eden
cismin hiz1 ile dogru orantili olmasidir. Ornek olarak katsayis1 & olan bir yaya asili bir m
kiitlesinin, bir diren¢ kutusunun (daspot) silindirine baglandigin1 kabul edelim (Sekil 7.9).
Silindire etrafin1 saran sividan etkiyen siirtinme kuvvetinin siddeti c(dx/dt) ye esittir.
Burada Nsan/m cinsinden beliren ve viskoz soniim katsayist adin1 alan ¢ katsayisi,
akiskanin fiziksel 6zelliklerine ve diren¢ kutusunun yapisina baglidir. Buna gore hareket
denklemi asagidaki gibi yazilir:

dx d*x
+V Y F=ma: W—-klo,+x)—c—=m——
z ( st ) dt dt2
W = ko, oldugu hatirlanacak olursa
2
md—2"+c@+loc=0 (7.36)
dt dt
elde edilir. (7.36) da x = e’ konulursa karakteristik denklem elde edilir :
mA* +cAd+k=0 (7.37)
Bunun kokleri
2
c c k
A, =——x )| — | —— 7.38
L2 2m ( 2m j m ( )

olur. (7.38) de karekokiin i¢ini sifir yapan ¢ degeri c. kritik soniim katsayist olarak

tanimlanirsa
2
( Ce j _k =0 c. = 2m\/E =2mp (7.39)
2m m m

yazilir; burada p, soniim olmamasi halinde, sistemin dogal frekansidir. ¢ katsayisinin
degerine gore ii¢ farkli soniim hali ortaya ¢ikar :

1. Kuvvetli soniim: c>c. . (7.37) karakteristik denkleminin A, ve 4, kokleri reel ve

ayriktir, ve (7.36) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii

A

x=Ade™" + Be™' (7.40)

olur. Bu ¢oziim, titresimsiz bir harekete karsi gelir. A, ve 4, nin her ikisi de negatif

olduklarindan ¢ sonsuza giderken x sifira yaklasir. Bununla birlikte gercerkte sistem, sonlu
bir zaman gegtikten sonra yeniden dengesini kazanir.

2. Kritik séniim: c=c. . Karakteristik denklemin A =—c_,/2m =—p siddetinde cift kath
bir koki vardir ve(7.36) nin genel ¢ozimii

x=(A+ Bt)e ™ (7.41)

dir. Elde edilen hareket yine titresimsizdir. Kritik soniimli sistemlerin, salinim
yapmaksizin, en kisa zamanda tekrar denge konumlarina dondiiklerinden, miihendislik
uygulamalarinda 6zel bir 6nemi vardir.
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3. Zayif soniim: c<c.. (7.37) nin kokleri kompleks ve esleniktir, ve (7.36) nin genel
¢O0zumu
x=e 2 (4sin gt + Bcosgt) (7.42)

seklindedir; burada ¢ asagidaki bagint1 ile tanimlanir :

: _ﬁ_[ijz
1 m 2m

k/m = p* konur ve (7.39) g6z 6niinde tutulursa

2
g=p 1_(£J (7.43)
C

4

yazilir; burada c/c. soniim ¢arpani adini alir. Kistm 7.2 de kullanilmig olana benzer bir
ifade yerine konarak, (7.36) nin genel ¢6ziimii agagidaki formda yazilabilir :

x=x,e " sin(qt + §) (7.44)

(7.44) iin tanimladig1 hareket, genligi azalan bir titresim hareketidir(Sekil 7.10). Her
nekadar bu hareket, gercekte, ayni bicimde tekrarlanmazsa da, Sekil 7.10 da goriilen ve
(7.44) egrisinin degdigi iki limit egriden biri iizerindeki ardigik iki noktaya karsi gelen
7 =2r/q zaman aralifi, genellikle sonlimli titresimin periyodu olarak gosterilir. (7.43) e
bakarak 7 nun karsit soniimsiiz titresimin periyodundan daha biiyilik oldugunu goriiriiz.

X

Sekil 7.10
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9.7. Soniimlii Zorlanmis Titresimler

Bir 6nceki kisimda gbz Oniine alinan sistem, P = P, sin@¢ olarak degisen periyodik bir P
kuvveti etkisinde kalirsa, hareket denklemi asagidaki sekli alir:
d*x  dx

m——-+c—+kx=PF, sinot (7.45)
dt dt

(7.45) in genel ¢6ziimii, (7.45) in bir 6zel ¢oziimiine bir tamamlayici fonksiyon veya (7.36)
homojen denkleminin genel ¢6ziimiinii eklemekle elde edilir. Tamamlayic1 fonksiyon, géz
Oniine alinmis olan soéniimiin tipine bagl olarak (7.40), (7.41) ve (7.42) de verilmistir. Bu,
en sonunda sénen gegici bir hareket gosterir.

Bu kisimda daha ¢ok, (7.45) denkleminin

X0 = X,, SIN(@ 1 — @) (7.46)

ozel

formundaki 6zel bir ¢oziimii ile belirlenen, siirekli titresim ile ilgilenecegiz. (7.45) de x
yerine X;,; konularak

—ma)zxm sin(wt — @) +cwx, cos(wt— @)+ kx,, sin(wt — @)= P, sinwt

elde edilir. x,, ve ¢ yibulabilmek i¢in, @t — ¢ yi sirayla, 0 ve n/2 ye esitlersek

cox, =P, sing (7.47)
(k ~mo’ )xm =P, cos¢p (7.48)

bulunur. (7.47) ve (7.48) in her iki tarafinin karelerini alip toplarsak
[(k —me’ )2 + (ca))2 }xfi =P; (7.49)

elde edilir. (7.49) esitligi x, ye gore coziiliir, ve ayrica (9.47) ve (9.48) taraf tarafa
boliiniirse

X, = RZ gp=—""— (7.50)
\/(k—ma)z) +(ca))2 k—ma

bulunur. (7.4) den, p soniimsiiz serbest titresimin dairesel frekans1 olmak {izere k/m =p2 ve
(7.39) dan, sistemin kritik soniim katsayisi1 ¢, olmak iizere, 2mp=c. oldugu hatirlanarak

Xy %, 21 (7.51)
R S
_2ele ol p) (7.52)
1-(w/p)

yazilir. (7.51) formiilii, wp frekanslar oran1 ve c/c. sOniim c¢arpani cinsinden yazilan
biiylitme ¢arpanin1 gosterir. Bu, P=P,, sinwt siddetinde etkiyen bir kuvvetin, veya yer
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degisimleri 0=9,, sin wt seklinde degisen hareketli bir mesnedin meydana getirdigi
devaml titresimin genligini belirlemek i¢in kullanilir. (7.52) formiilii, etkiyen kuvvet veya
mesnet hareketi ile soniimlii sistemin devamli titresimi arasindaki ¢ faz farkinmi aynm
parametreler cinsinden tanimlar. Soniim carpaninin ¢esitli degerlerine karsi gelen
frekanslar oranina gore, biiyilitme ¢arpaninin degisimi Sekil 7.11 de gosterilmistir. Buradan
goriilmektedir ki, zorlanmis titresimin genliginin kiigiik olabilmesi i¢in, ¢ viskoz soniim
katsayisin1 biiylitmek, veya dogal ve zorlanmis frekanslari birbirlerinden uzak tutmak
gerekir.

5
c —
’/_cc"‘]
4 _
ki :
.//-Cc = 0.125
- 3 R
P /k
€
> £ =02
6, 2
C —_—
C—c—0.50
1
N
\‘ £: 1.00
-.____‘__‘_ c,
0 —
1 2 3
w
7
Sekil 7.11
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1.1.Yer vektoru, hiz ve ivme
Egrisel Hareket:

Dogrusal olmayan bir ¢izgi Uzerinde harekete egrisel hareket denir.

Yer vektorii: t anindaki yer vektorii ' , t+ At anindaki yer vektori I’
= Ar

y = y

/O I
. (¢)
Ortalama hiz?’ 2 Ani hiz ve yériinge hizi ..

As ds

=1m—
At—>0 At dt

0
.. (@)
/ Yer vektoru

_ AT
Vort — T,
At

Yy

v siddetine maddesel noktanin yériinge hizi

denir.

z (d)




1.2. Vektor fonksiyonlarinin tuirevleri:

5(u) , U skaler degiskeninin vektor fonksiyonudur. u degiskeni P
vektérunﬂnésiddetini, dogrultusunu ve yonunu tam olarak
tanimlar. P(u) vektor fonksiyonunun tiirevi agagidaki

sekilde tanimlanir; _ . _
P(u) vektor fonksiyonunun

d_IS — lim A_IS e P(u+ Au) — P(u) tiirevi P(U) nun ucunun gizdigi
du Au->0AU  Au—0 Au egriye tegettir.
dP+Q) _ iy AP) | jy AQ_dP  dQ
du a0 Ay A0 AU du  du 2
d(ﬂs) _ df Py f dP d(ﬁQ) _ dP Q‘F P @ Bu ¢arpimlar komutatif
du du du du du’ "du olup yerler degisebilir.
d(PxQ) dP ~ - dQ Vektorel carpim komiitatif degildir.
du = du xQ+Px m Yerler degisirse isaret degisir.

Bu ozellikleri bir |3(u) vektor fonksiyonunun tiirevinin dik bilegenlerini
bulmakta kullanaim.

Vektor fonksivonunun dik bilesenlerinin tiirevi:

P nin sabit x, y, z dik eksenleri Gzerindeki izdlsumlerini izleyen sekilde yazalim;

Plu)

W%
& [

dP dpP,. dP, . dP, -
= | +

P=Pi+P, j+Pk j+—2k 0
du du du du /

Burada i, j, k birim vektorlerinin siddetleri sabittir (1 e esit) ve yonleri %
degismemektedir. Bu nedenle onlarin turevleri sifirdir.




Bir vektorun degisim hizi:

Bir P vektérii t zamaninin fonksiyonu ise, dP /dt tiirevi , P nin Oxyz takimina gore
degisim hizini gosterir. P yi dik bilesenlerine ayirarak izleyen esitlik elde edilir: P dPX - dPy ~ dPZ "
= I + ]+
dt dt dt dt

Daha sonra goriilecegi gibi, bir P vektériiniin hareketli bir karsilastirma takimindan
gozlenen degisim hizi, genel olarak sabit bir karsilagtirma takimindan goézlenen dedisim hizindan farkhdir.

Bununla birlikte, eger hareketli O’x’y’z’ takimi1 6telenme yapiyorsa, yani

eksenleri, sabit Oxyz takiminin karsit eksenlerine paralel kaliyorsa, iki

takimda da ayni i, j, k birim vektorleri kullanilir ve P vektoruniin Px, Py, Pz

bilegenleri, verilen bir anda her iki takimda da ayni olur.

Yukarndaki esitlikten, dP / dt degisim hizinin, Oxyz ve O’x’y’z’
takimlarina gore ayni oldugu sonucu ¢ikar. O halde sunu
soyleyebiliriz: Bir vektériin, sabit bir takima gére degisim hizi ile
o6telenme yapan bir takima goére degisim hizi aynidir.

1.3. Hiz ve ivmenin Dik Bilesenleri

Bir P maddesel noktasinin herhangi bir andaki yeri x, y, z
dik koordinatlariyla tanimlanmigsa, o noktanin V hizinin
ve da ivmesinin de dik bilesenlere ayrilmasi kolay olur.

F=xi +Vj+zk

d—r=XT+ yj + 2k

V=
dt

. dv o= Lo Aol

a=—-=X+Vy] +2ZK

dt



1.4 Otelenme Yapan Bir Takima Gore Bagil Hareket:

Buraya kadar maddesel noktanin hareketini tanimlamak igin bir tek takim kullaniimisti. Pek ¢cok durumda bu
takim dinyaya bagh alinmis ve sabit kabul edilmisti. Simdi, ayni anda birden fazla karsilastirma takimi
kullanmanin kolaylik saglayabilecegi halleri incelenecektir. Takimlardan biri diinyaya bagl ise ona sabit
karsilastirma takimi, diger takimlara ise hareketli karsilastirma takimi adi verilecektir. Bununla birlikte sabit bir
karsilastirma takiminin se¢imi tamamiyla keyfidir. Herhangi bir takim sabit olarak alinabilir; o zaman bu takima
rijit bagh olmayan biitiin 6teki takimlar hareketli sayilir. Uzayda hareket etmekte olan A ve B gibi iki maddesel

nokta g6z oniline alinsin. x, y, z sabit takim, x'y'’z’ hareketli takim olsun.

c oo e dfy df dfeis v —v 4v. A —A aa

dt dt dt
B nin, sabit Oxyz takimina gore hareketine, B nin salt hareketi denir.
Bu kisimda ¢ikardigimiz denklemler sunu gostermektedir : B nin salt
hareketi, A nin hareketi ile A ya baglanmis hareketli bir takima gore B
nin bagil hizini bilesgtirerek elde edilebilir. Bununla birlikte, A’X’y’z’
takiminin 6telenme yaptigini, yani A noktasi hareket ettigi halde
eksenlerin ayni dogrultuyu korudugunu hatirdan ¢gikarmamak
gereklidir. ileride goriilecegi gibi donme yapan karsilastirma
takimlarinda, farkh bagintilar kullanma zorunlulugu vardir.

1.5 Tegetsel ve normal bilesenler:

o
o

Bir maddesel noktanin hizinin, maddesel noktanin yoriingesine teget bir vektor oldugunu, fakat ivmesinin genel
olarak yoriingeye teget olmadigini Kisim 1.1 de gormustik. Bazi hallerde, ivmeyi yoriingenin tegeti ve normali

dogrultusunda bilesenlere ayirmak daha yararl olmaktadir. 5



Maddesel noktanin duzlemsel hareketi: y
Once sekil diizleminde bulunan bir egri
uzerinde hareket eden, bir maddesel
noktaylr géz oniune alacagiz. Verilmis bir
anda maddesel noktanin yeri P olsun. P
ye, maddesel noktanin yoriingesine teget

olan ve hareket dogrultusu yoniinde bir

Tt birim vektori baglansin. Noktanin
biraz sonraki P’ yerine kargi gelen birim
vektor 1.’ olsun.

Al =2sin(Ag/2)  lim
! A6—0

2sin(A0/2) lim sin(A@/2)
A6 A0—0  AG ]2

Bu durumda limitte, maddesel noktanin yoriingesine normal, it nin dondugu

yonde bir birim vektor elde edilmektedir. Bu vektoru Tn ile gostererek

- AL di -
I, = |gm0 L=—L yazilabilir. Maddesel noktanin V hizi yoriingeye teget
2050A0  d oldugundan V = VIt yazilabilir.Maddesel noktanin ivmesini
elde etmek i¢in bu ifadenin t ye gore turevi alinirsa 3 _ dv dV T Y dlt
dt dt dt
elde edilir. Turev isleminde zincir kural dikkate alinarak izleyen baginti elde
eaitir: Ok _ dly d6 ds p Yériingenin egrilik lup ds/dt
: = — oriingenin egrilik yarigapi olup ds/dt=v
dt dé@ ds dt
di, /do = Tn ile birlikte sekilden d@#/ds=1/p oldugu gériiliirse
a= L+—1. =al+al  olur.
dt 0

0o

i




Elde edilen bu bagintilar, ivmenin tegetsel bileseninin maddesel noktanin hizinin siddetinin tiirevine, normal
bileseninin ise hizin karesinin yoriingenin egrilik yarigapina bolimiine esit oldugunu ifade etmektedir. Hizin
artmasi ya da azalmasina bagh olarak a, pozitif veya negatif olur ve a, vektor bilegeni ise daima yoriingenin C
egrilik merkezine dogru yonlenmistir . Yukaridan anlasilmaktadir ki ivmenin tegetsel bileseni, maddesel noktanin
hizinin siddetinin degisimini yansitmakta, normal bileseni ise, noktanin hizinin dogrultusundaki degisimi
yansitmaktadir. Bir maddesel noktanin ivmesinin sifir olmasi igin bu iki bilesenin de sifir olmasi gereklidir. O
halde bir egri uzerinde sabit hizla hareket eden bir maddesel noktanin ivmesinin sifir olmasi ancak noktanin,
egrinin bir biikiim noktasindan gegmesi (bukum noktasinda egrilik yarigap1 sonsuzdur) ile veya egrinin bir dogru
olmasi ile miimkiindiir. ivmenin normal bileseninin, maddesel noktanin izledigi yoriingeye bagh oldugu gercegi,
ucak kanatlari, demiryolu raylarn gibi birbirinden ¢ok degisik sistem ve mekanizmalarin yapiminda dikkate alinir.
Bir kanadin yanindan geg¢en hava zerrelerinin ivmesindeki ani degisimlere engel olmak i¢in, kanat profilleri egrilik
yaricapinda ani degismeler olmayacak sekilde yapilir. Demiryolu kurbalarini ingsa ederken de vagonlarrin
ivmelerindeki ani degisimlerin oniine ge¢mek i¢in benzer dikkat gosterilir (cunku bu degismeler techizata sert etki
yapar ve yolculari rahatsiz eder). Ornegin, yolun dogrusal kisminin hemen arkasindan dairesel bir kisim yapilmaz.
Dogru bolgesindeki sonsuz egrilik yarigapindan dairesel bolgedeki sonlu egrilik yaricapina diizgiuin olarak
gecmeye yardimci olmak igin 6zel gecgis bolgeleri (rakordman) kullanilir.

Aoicetoh raiaa

J Y
ﬁ::\;l\.\t\"_ \g,a_&\;t,ﬁ_e.l T Ao 0 Mman,
‘;‘Mu'l» \C-{_U.M : 7




1.6. Kutupsal Koordinatlarda Bilesenler
Diizlemsel hareketteki bazi problemlerde P maddesel noktasinin yeri, r ve ¢

kutupsal koordinatlari yardimiyla tanimlanir. O zaman maddesel noktanin hizini ve
ivmesini, OP dogrusuna paralel ve dik bilesenlere ayirmak daha elverisli olur. Bu

bilesenlere radyal ve radyale dik (enine) adi verilir.

P ye rr Ve Te olmak lizere iki birim vektor konsun. i} radyal dogrultuyu,

ie radyale dik dogrultuyu tanimlar.

s

di, /dt =i, ve di, /dt = -6 1

a=(F—ro°)i, +(ré+2r0)i,




1.7. Maddesel noktanin uzay hareketine genisletme: Silindirik koordinatlar:

Bir P maddesel noktasinin uzaydaki yeri bazen R, @ ve z

silindirik koordinatlari yardimiyla tanimlanir (Sekil 1.13a).

Bu durumda $ekil 1.13b de gosterilmis olan TR ,i; ve k birim

vektorlerini kullanmak uygun olur.

P noktasinin T yer vektori, vektorler dogrultusunda bilesenlerine

ayrilarak izleyen sekilde yazilabilir:
y
F=RI, +2K (1.36)
x (a)
Sekil 1.13 den faydalanilarak P noktasinin hiz ve ivme degerleri
asagidaki sekilde elde edilir:
. dr S S . 1
V=—=RIz +ROI, + 2K (1.37)
dt
o dv . P o C e
a=—=(R-RO)I; +(RO+2RO)I, + Zk (1.38)
dt
Y
9

Sekil 1.13
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2.1 Newton’ un Uc Temel Kanunu ve Cekim Kanunu:

Birinci Kanun:

Bir maddesel noktaya etkiyen bileske kuvvet sifirsa maddesel nokta (baglangi¢cta hareketsiz ise) hareketsiz

kalir veya (baslangic¢ta harekette ise) bir dogru lizerinde sabit hizla hareketine devam eder.

Ikinci Kanun:

Eger bir maddesel noktaya etkiyen bileske kuvvet sifir degilse, maddesel nokta bu bileske kuvvetin siddeti
ile orantili ve bilegke kuvvetin dogrultu ve yoniinde bir ivme kazanir. Bu kanun

F=ma (2.1) seklinde ifade edilir.
Uciincii Kanun:

Birbirine degen cisimler arasindaki etki ve tepki kuvvetleri ayni siddettedir, ayni tesir gizgisi Uzerindedir ve
zit yondedir.

Newton’ un ¢cekim kanunu:

iki maddesel nokta karsilikli olarak esit ve zit yénlii kuvvetleri ile birbirini geker ; bu kuvvetlerin siddeti su
formiille verilir :

— —
M F - A G: Gekim sabiti
P = = g _
r: Iki maddesel nokta arasindaki uzaklik
F = GMm (2.2) M, m: Maddesel noktalarin ktleleri



Ozel Durum:

Mm
Kutlelerden birinin diinya olmasi durumunda F=G R> olur. Burada M diinyanin kutlesi, R dunyanin
GM =
yarigapi ve |g@ = ——— alinir ve adina yergekimi ivmesi denirse W =mg olur. Wye cismin agirhg: denir.

Yukaridaki formiillerde R nin degeri goz dnune alinan noktanin yuksekligine ve ayni zamanda enlemine
de baglidir. Nokta yeryliziinde kaldigi siirece bir gok miihendislik hesaplarinda g yi 9.81 m/sn2 ye esit

kabul etmek yeteri kadar dogrudur.
Maddesel nokta ayni anda birden fazla kuvvet etkirse bu durumda Newton’un 2. kanunu > F = ma seklini
alir. Burada 217“ maddesel noktaya etkiyen biitin kuvvetlerin vektorel toplamini veya bileskesini

gostermektedir.

Birimler:

Mekanikte kullanilan temel kavramlar uzay, zaman, kiitle ve kuvvettir.

Uzay: P maddesel noktasinin yeri kavrami ile yakindan ilgilidir. P nin yeri, bir karsilastirma noktasi veya
baslangigtan itibaren verilen ¢ dogrultuda ol¢ilen ¢ uzunlukla tanimlanir. Bu uzunluklara P nin

koordinatlar adi verilir.
Zaman: Zamanla koordinatlar degistiginden zamanin bilinmesi gereklidir.
Kiitle: Kiitlesi ayni olan iki cismin diinya tarafindan ayni siddette cekim kuvveti etkisi altindadir.

Kuvvet: Bir cismin digeri lzerine etkisini gosterir. Ya gercek dokunma sonucunda veya ¢ekim kuvveti,
manyetik kuvvetlerde oldugu gibi uzaktan uygulanabilir. 3



Tablo 2.1. Birim sistemleri

Boyutlar Metrik sistemler ingiliz sistemleri
Salt (MKS) Salt (CGYS) Salt

Uzunluk Metre (m) Santimetre (cm) Ayak (ft)
Kitle Kilogram (kg) Gram (gr) Libre (Ib)
Zaman Saniye (san) Saniye (san) Saniye (san)
Kuvvet F=ma Newton (kg Din(gr cm/san?) Poundal (Ib ft /san?
dan , m/san?)

Cekimsel Cekimsel
Uzunluk Metre (m) Ayak (ft)
Kuvvet Kilogram (kg) Libre (Ib)
Zaman Saniye (san) Saniye (san)
Kiitle. F =ma kg san?/m Slug (Ib san?/ ft)
dan

U Newton mekaniginde uzay, zaman ve kutle birbirlerinden bagimsiz, mutlak kavramlardir. Kuvvet
kavrami ise diger uglune F=ma bagintisi ile baghdir. Birimler FF=ma bagintisini saglayacak sekilde
secildiklerinde kinetik agidan uyusurlar.

U Mekanikte temel buyiiklukler uzunluk, zaman ve kuvvet secildiginde bu sisteme teknik sistem,
muhendislik sistemi veya ¢cekimsel sistem adi verilir ve bu sistem miihendisler tarafindan kullanilr.

U Metrik sistemde uzunluk igin metre, kuvvet i¢in kilogram, zaman igin saniye kullanilir. Bu sistemde
tlrev biiyiikliik olan kiitle Newton’un ikinci kanunundan kgfs?/m olarak bulunur ve 6zel bir adi yoktur.



U Cekimsel sistemin mahzuru kuvvetin taniminin yergekimine bagli olmasidir. Bu nedenle de
noktadan noktaya az da olsa degisir.

O Salt birimler sisteminde (MKS) kuvvet birimi olan Newton, 1kg kitlesindeki bir cisme 1 m/san? lik
ivme veren bir kuvvet olarak tanimlanmaktadir. Cekimsel birimler sisteminde kuvvet olarak alinan
Kilogram ise, kutlesi 1 kg olan bir cisme, deniz dizeyinde ve 45° enlemde yeryliziiniin uyguladigi
kuvvet olarak tanimlanmaktadir. Boyle bir yerde serbest diisen bir cismin ivmesi 9.81 m/san?
oldugundan, 1kg kuvvetin, 1 kg lik kiitleye 9.81 m/san? lik bir ivme verdigini goriiriiz. Bu tanimlara
gore 1 kg kuvvet = 9.81 N oldugu gériilmektedir.

Hareket Denklemleri: Dinamik Denge:

Z(Fx;+ij+le€) _ m(ax17+ayj+azl€) Yandaki. denkler.nin sol tarafln'a dis kuvvetler, sag
tarafina ise efektif kuvvetler denir.

Eger sag taraf sol tarafa gegirilirse: Zﬁ —ma =0 denklemi elde edilir. Newton’un Newton’un
ikinci hareket kanunu bu sekilde yazilinca maddesel nokta dinamik dengededir denir ve g6z
online alinan problem daha once statikte kullanilan yontemler yardimi ile ¢oziilebilir (Sekil 2.2b).
—ma
ifadesine atfalet vektori denir ve
0 maddesel noktayi hareket ettirmek
veya hareket kosullarini degistirmek

ma

istedigimiz zaman maddesel

R noktanin  gosterdigi  direnisin

Dis Kuvvetler - Olglisidiir. Bu nedenle ¢cogu zaman
Dinamik denge atalet kuvveti adini alir. 3

Sekil 2.2



Maddesel Noktalar Sistemi: D’ Alembert ilkesi:

Birden fazla maddesel noktanin hareketi
s06z konusu oluyorsa, Newton’un ikinci
kanunu her bir maddesel nokta icin ayri
ayn yazilabilir.

Bununla beraber, rijit cisimde oldugu gibi
¢cok sayida maddesel noktadan olusan bir
sistem halinde, sistemi bir bitlin olarak goz
onune almak genellikle daha kolay olur.

F., F,: Dis kuvvetler Bu durumda sistemdeki bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetler sunlardan
Fi: i¢ kuvvetler olusur:
Fi=-F; 1) Sistemin digindaki dis kuvvetler

2) Sistemin diger maddesel noktalarinin uyguladigi i¢ kuvvetler

= =2 = 3
F+fwe + fu =mya,

Fz"‘ffw + (_fAB)ZmB ZiB

(_fAC +(_fBC) =M A J

n

—_— — —_— —_— End m
F+F, =mya,tmydg+medc ZF — 7l
I

v

ity

i

d
Dis kuvvetlerin toplami=Efektif kuvvetlerin toplam1 =1 i=1

()

D’Alembert ilkesi: Bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dis kuvvetler, sistemin cesitli
noktalarina etkiyen efektif kuvvetlere esdegerdir. Buradan ayni zamanda su sonug ¢ikar:

Yani, dis kuvvetlerin bir o noktasina géore momentlerinin toplami, ayni o
noktasina gore efektif kuvvetlerin momentlerinin toplamina esittir. 6

Y (M), = X (Fxma)



Bir Maddesel Noktalar Sisteminin Kutle Merkezinin Hareketi:
Denklemi maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezi g6z oniine alinarak degisik
bir sekilde yazilabilir. Sistemin kutle merkezi

.: sistemin kutle merkezinin yeri

-
-1
"tM>

o
X

7



Bir maddesel noktalar sisteminin kutle merkezi, sistemin buitin kitlesi ve butin dis kuvvetleri bu
noktada toplanmis gibi hareket eder. Bu ilke en iyi sekilde, patlayan bir merminin hareketi ile
canlandirilabilir. Mermi patladiktan sonra mermi parcgalarinin G kutle merkezi, ayni yoringe lizerinde
harekete devam edecektir. Gergekten, G noktasi, parcalarin kutle ve agirliklari G de toplanmig gibi

hareket etmek zorundadir; su halde bu nokta sanki mermi patlamamis gibi hareket edecektir.

Ortaya konan bu ilke, maddesel noktalar sisteminin kitle merkezi etrafindaki hareketi ile
ilgilenilmiyorsa, sadece kiitle merkezinin hareketi ile ilgileniliyorsa, maddesel noktalar sisteminin
yerine, kiitlesi sistemin kiitlesine esit bir maddesel nokta konulabilecegini gosterir. Bununla beraber
efektif kuvvetler sistemi, genel olarak G kiitle merkezine baglanmis bir (3, m)a: vektorine esit olmaz.
Cunku efektif kuvvetlerin bileskesi ve dolayisiyla dis kuvvetlerin bileskesi, genel olarak maddesel

noktalar sisteminin kiitle merkezinden ge¢mez.

Maddesel Noktanin Eqgrisel Hareketi:

Bir P maddesel noktasi egrisel bir yoriinge uzerinde hareket ediyorsa ivmesinin dik bilesenlere,
tegetsel ve normal bilegsenlere veya radyal ve radyale dik bilesenlere ayrilabildigi goriilmusti. Su
halde Newton’ un ikinci hareket kanununu ifade etmek igin bu gosterim yontemlerinden her hangi biri

kullanilabilir.



Dik Bilesenler:

Tegetsel ve Normal Bilesenler:

Kutupsal Koordinatlarda Bilesenler:




3. MADDESEL NOKTALARIN KiNETIGi : iS VE ENERJI
3.1. Giris

F = ma denklemi ile kinematigin ilkeleri birlestirilirse iki yeni ¢oziimleme yontemi daha elde edilebilir :
*i§ ve enerji yontemi
*impuls ve momentum yontemi
Bu yontem ii¢ 6nemli kavrama dayanir :

*Bir kuvvetin isi kavrami

. .. <) 74/6’\:"’ A
*potansiyel enerji kavrami o
*maddesel noktanin kinetik enerjisi kavrami dg
3.2. Bir Kuvvetin isi 2/ M
*Bir kuvvetin igi kavrami X
*potansiyel enerji kavrami
*maddesel noktanin kinetik enerjisi kavrami z

Bir 4 noktasindan yakinindaki 4' noktasina hareket eden bir

maddesel nokta g6z Oniine alalim (Sekil 3.1). 4 noktasina kars1 0

gelen yer vektori 7 ile gosterilirse, 4 ile 4’ yii birlestiren kii¢iik o y

vektor d7 diferansiyeli ile gosterilir. d7 vektoriine maddesel dw =F-dr W, = F-d7
dW = Fdrcosa 4

noktanin yer degistirmesi ad1 verilir.
3.3. Maddesel Noktanin Kinetik Enerjisi

v 4, 4, 4,
x| Wi.,=[F-dr=[madr=[m
4

-l

A

fzmﬁ-dv =m | vdv =m7 =%(vz2 —v})

AV

1

buradaki (1/2)mv* ifadesi maddesel noktanin kinetik enerjisi olarak

adlandirihip E), ile gosterilir ve skaler bir biiytikliiktiir.

Sekil 3.3 W,_,=E,—E,



3.4. Potansiyel Enerji

Potansiyel enerji, bir cismin konumu sebebiyle is yapma kapasitesi olarak tanimlanmaktadir. ¢ skaler bir fonksiyon olarak
tanimlansin. Bu fonksiyonun degeri konum koordinatlarma baghdir. Bir F kuvvetini bdylesi bir fonksiyonun gradyeni

olarak ifade edelim:

=~ Op- Op- O0¢ -
F=—"i+—"j+—"k : L
ax ay Oz Bu kuvvetin yaptigi ig, igin tanimindan

Op~, 0p -, 0p dp 3¢ ¢ |\ T
W_,), = der_j(ax ayj ~ kj (a’xz +dyj +dzk) J‘[adx+5dy+gdz —;!:d([)—(pz—gol
olur. W,,,), konservatif kuvvetin isi olarak adlandirimaktadir. Burada ¢ ye is fonksiyonu

dersek, bunun degeri fonksiyonun ilk ve son deg@erlerine baglidir ve iki nokta arasinda yapilan is
iZlenen yoldan bagimsiz kalmaktadir (Sekil 3.4a). Eger kuvvet A; den A, ye gittiginde kapali bir
yoringe ciziyorsa (A, ile A, Ust Uste duser) isin sifir ettigi gorultr (Sekil 3.4b). Boylesi bir
¢ fonksiyonunun gradyeni olarak yazilabilen kuvvete de konservatif kuvvet denmektedir. Bu
durumda E, = -¢ olarak tanimlanan ifadeye potansiyel enerji fonksiyonu adi verilir.

3.5. s ve Enerji ilkesi
Wi =), + (W)

Burada (7,_,,), konservatif kuvvetlerin igi olduguna gére (W,_,,), konservatif olmayan kuvvetlerin

isi olur. Konservatif olmayan kuvvetlerin isi maddesel noktanin aldigi yola bagimli kalmaktadir.
Boylesi kuvvetlere 6rnek olarak surtinme kuvveti verilebilir.

W)+ Ey—Ep=En-Eq>W_,),=E,-E,+E,-Ey

AE,=E,,-E

pl> AE, = Ey, —Ey

(Wl—>2)0 = AE‘p +AEk

Bu ifade, konservatif olmayan kuvvetlerin yaptigi igin, toplam potansiyel enerjideki degisim ile toplam

kinetik  enerjideki degisimin toplamina egit oldugunu gostermektedir.

Ag

(x2,¥2.22)

Ajy(xyyy.2y)

(b)

FiG. 13.12



3.6. Bazi Kuvvetler igin Potansiyel Enerji ifadeleri

Sabit kuvvet: Sabit bir kuwet F = V¢ = ai +bj + ck olarak verildigine gore E, potansiyel enerji fonksiyonunu bulalim:
PRT

Y ey oz
?f =p. =a—>@Q= j adx =ax+c, ¢ yvezdegiskenlerine bagli, x den bagimsiz.
X
Z—f =@, =b=c,, > ¢ =by+c, ¢, zdegiskeninebagli, x ve y den bagimsiz.
op e
> Q. =c=c, >c,=cz+c; ¢=ax+by+cz+c; ¢ sifiralnabilir.
zZ
Enerji  fonsiyon
ve I o uEp =—¢ ge E, =—ax—by —cz olarak elde edilir.
Yergekimi kuwveti: Sekil 3.5 de verilen eksen takimi icin F =-mgk
olmaktadir. Boylesi bir kuvvetin potansiyel enerji fonksiyonu sabit kuvvet icin

iZlenen iglem agamalari tekrarlanarak elde edilir. Bu asamalar asagida
verilmistir:
F =—mgk 00;,905,%0; , 090 % _, 9¢_d¢

=—i+—j+— =0, =-mg — ¢ =-mg[dz=-mgz+c
ox oy / 0z ox Oy 0z dz g
E,=—¢p E,=—¢p=mgz—c c¢=0>E,=mgz
Yay kuvveti : Yay kuvveti durumunda, sekil 3.6 da secilen eksen takimi Spmg akibasmel F
icin, yayin x ekseninin arti ydonunde x kadar ¢ekilmesi durumunda, yayin /\/\/\/
maddesel noktaya etki ettirdigi kuvwet F = —k xi olmaktadir. Bu kuvvet, I i Ao
bir ¢ skaler fonksiyonunun gradyeni olarak
PO If\/\A/\/\A/\/\.
P 007, 095,00 e
ox oy oz !
|
1 - A
X y z B I’\/\/\/‘r/‘-/ S .
1 1 ! I
p:—kx2—c, C=O—>Ep=—k3€2 — xg“"’AE
2 2

1
E, =§k(x22 —x7)



4. MADDESEL NOKTALARIN KINETiGi:IMPULS VE MOMENTUM

4.1. impuls ve Momentum ilkesi
Bu yontem impuls ve momentum ilkesine dayanir ve kuvvet, kutle, hiz ve zamanla ilgili problemler igin 6zellikle elveriglidir.

Bir F kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktasi gz 6niine alalim. Newton’ un ikinci kanunu olan F =ma da d = d v/ dt

koyarsak

Fem® 552 (my)
dt dt

mv vektorune, maddesel noktanin dogrusal momentumu veya momentumu denir. Bu, maddesel noktanin hizi ile ayni

dogrultudadir ve siddeti Nsan ile olglilir. Buradaki denklem maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin, maddesel noktanin
momentumundaki degisim hizina esit oldugunu ifade etmektedir. Bu sekil, ikinci kanunun Newton tarafindan ilk ifade edildigi
sekildir.

ty )
Fdt=d(mv)— [ F dt =m3%, —m¥ — m¥,+ | Fdt =m¥, :
2
4 4
" o
Imp, __, —fFa't 2

Buradaki integrale g6z 6nune alinan zaman araligindaki
dogrusal impuls veya sadece impuls adi verilir.

?
E
+
I

it

Kinetik enerji, potansiyel enerji ve is skaler bayuklukler
oldugu halde, momentum ve impulsun vektorel bayuklukler
olduguna dikkat edilmelidir.

(mv)+[Fdt=(mv,),,  (mv),+[Fdt=(mv,),,  (mv.),+|F.dt=(mv,),

4 4 4

Maddesel noktaya birden fazla kuvvet etkiyorsa, her bir kuvvetin impulsu géz énine alinmalidir. O zaman

mv, + > Imp,_, =mv,




4.2. Maddesel Noktalar Sistemi
Her bir maddesel nokta icin ayri ayri impuls-momentum denklemi yazilirsa

Zmﬁl +Z:I'mpl_)2 = Zmﬁz
Bu esitlikte i¢ ve dis kuvvetlerin impulslari da ise girmektedir. Oysa i¢ kuvvetler birbirine esit siddette ve zit yonde,

ayni tesir ¢izgisi Uzerinde bulunan ikiser kuvvet olarak meydana geldiklerinden, bunlarin impulslarinin toplami sifir
eder ve sadece dis kuvvetlerin impulslarini goz onune almak yeterli olur.

t, _, _
4

Maddesel noktalar sisteminin G kutle merkezi goz onune alinirsa denklem agagidaki gibi yazilabilir.

S mi =S mr o> mi=(> my (Xm)v, + X Dis Imp,_, = (X m)v,

Bulunan denklemin batin dis kuvvetlerin kitlesi zm olan bir tek maddesel noktaya etkimesi halinde elde edilecek
denklemle 6zdes olduguna dikkat edilmelidir. Bununla beraber bu denklemin maddesel noktalardan olugsan sistemi tam
olarak karakterize etmedigini belitmekte yarar vardir.

4.3. impulsif Kuvvetler

impulsif kuvvet: Maddesel noktaya ¢ok kisa bir zaman arali§inda etkimesine karsin momentumunda belirgin bir degisim
meydana getiren kuvvetlere denir. Ornegin bir beyzbol topuna sopadan gelen kuvvet impulsiftir.

Carpisma suresinde impulsif olmayan bir kuvvetin impulsu FAt
ihmal edilebilir: Agirlik kuvveti, yay kuvveti bilinen kuvvetler + —
olup ihmal edilebilirler. Bilinmeyen reaksiyon kuvvetleri
impulsif olabilir veya olmayabilirler. Bunlarin ihmal edilebilir
oldugu gosterilmedikge denklemlere katilmalari gereklidir. WAt=0




4.4. Momentumun Korunumu
Bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dis kuvvetlerin impulslari toplami

2mvy + 2. Diglmpy,y = 2.mv, sifir ise, sistemin toplam momentumu sabit kalir.
Bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dig kuvvetlerin impulslari toplami

2mv =3 mv, >3 (m)v = (m),
sifir ise sistemin kiitle merkezi sabit hizla hareket eder.
Momentumun korunumunda iki farkh hale sik sik rastlanir :

1. Ssteme etkiyen dis kuvvetler goz dnune alinan sure igerisinde birbirini dengelemektedir. Zaman araligi ne kadar uzun olursa
olsun ¥ Dis Imp, , =0 olur ve (4.11) formli uygulanir.

|4

=W

=

! !
m,v, =0 Mmyivg = ( M4 vy Mp Vg
ATA BB — #

D mv =) mv, >0=m, v, +myv, v, =v,=0
—
w . . . .. C——
Kayik agirliklari ve kaldirma kuvvetleri birbirlerini — -ﬁmﬁ sy e Mt —oate

—

dengelediklerinden bunlarin impulslari toplami sifir ed:er-__i_._

o
=
—

2. G6zonlUne alinan zaman araligi ¢ok kisa olup tim dis kuvvetler impulsif olmayan tiptendir. Bu durumda

ZDLS imp1—>2 =0 olur.

Mermi sekildeki gibi kireye vurdugunda ipteki kuvvet sifir olur ve kireyle '

merminin agirhgl dengelenmemis kalir. Fakat zaman cok kisa oldugundan
agirhgin impulsu ihmal edilebilir. Bu durumda |m, v, +0=(m , +mg)v'| olur.

p W
( m,.-i-ms.lv

-~ ]
[+
-
=]
11
@

Mermi sekildeki gibi kireye asagiya dogru hareket ederek saplansin.

PAt

>mv, +> Dis I'mpl_,2 =) mv,

myv,cosa+0=(m,+my)'
(md+m3)"’

-myv,sina+PAt=0

x dogrultusunda momentum korunur, y dogrultusunda korunmaz.



4.5. Carpisma

. Iki maddesel noktanin ¢ok kisa bir siire icinde birbirine dokunup, bu anda karsilikli olarak birbirlerine oldukca
blyuk kuvvetler uygulamalarina ¢arpisma denir. Carpisma slresindeki dokunma ylzeylerinin ortak normaline
carpisma dogrusu adi verilir. Carpisan cisimlerin kitle merkezleri bu normal Uzerinde ise, ¢arpismaya
merkezsel garpigsma denir. Aksi halde ¢arpisma, merkezsel olmayan ¢arpigsma adini alir.

. iki cismin hizi, carpisma dogrusu (zerinde ise ¢arpismaya dodru ¢arpisma denir. Ote yandan cisimlerden biri

veya her ikisi ¢carpisma dogrusundan farkh bir dogru Uzerinde hareket ediyorsa, ¢arpismaya egik ¢arpisma

(e S N

7 \8
" _
(a)Dogru merkezsel (b)Egik merkezsel c) Merkezsel olmayan
Carpisma carpisma carpisma

4.6. Dogru Merkezsel Garpisma i L

—

L. (P o - 8
my \7,4 +mp \73 =m, \_5:4 +mp v;; i S

MV, +mgvp =m,v, +mgvp ey = - R
(a) Carpismadan 6nce (b) Maksimum sekil (c) Carpismadan sonra
degistirme konumunda

Sekil degistirme suresi :

ol Am v, —[Pdt =m ,u A cismiicin  benzer sekilde B cismi igin;
e=IEdt e:u—v; e:ng—u
[ Pdt Va—HU 2=

N

V00 Yy

Genel olarak geri donus suresinde ejkiyn R kuvveti sekil degistirme suresinde Vg—w)+@—vp) V4V
etkiyen P kuvvetinden farkhdir ve _[Rdt impulsunun giddeti J.I3dt nin siddetinden

Sra

S mava M, u—[Rdt =m v,

45
Il

kuguktur. e degeri daima 0 ile 1 arasindadir ve daha ¢ok garpisan cisimlerin yapildigi malzemeye baglidir.



Ozel haller:

1. e=0, tam plastik garpigma. iki cisim garpistiktan sonra birbirine bitigik kalir. Momentum korunur, enerji korunmaz
my, +mgvy =(m,+mpg)'
2. e=1, tam elastik carpisma, momentum ve enerji korunur.
Vg =V, =V, —Vp

Tam elastik carpisma halinde sistemin momentumundan baska enerjisinin de korunduguna dikkati
cekmek yerinde olur.

m (v, —v)=my(Vy —vp)| [V, V) =my (Vi —vp)(vp + V)

1

2 2 2 N2
—m vy +—mpvy =—m (V) +=—mzy(vy)
2 2 2 2 4V4 BVB aWVy 8Vp
BT —] my,—m, (V) =m,(Vy) —m,v, 2 2 2 2

Ancak unutulmamalidir ki, garpismanin genel halinde, yani e nin 1 e egit olmadigi halde, sistemin mekanik
enerjisi korunmaz. Bu, her hangi verilen halde, ¢carpismadan 6nce ve sonraki kinetik enerjileri karsilastirarak

gosterilebilir. Kaybolan kinetik enerji kismen 1siya donusur, kismen de carpisan cisimlerde elastik dalgalar
dogurmaya harcanir.

4.7. Egik Merkezsel Carpigsma

Jmdi carpigan cisimlerin hizarinin, ¢arpisma dogrultusunun Uzerinde bulunmadigi hal
gbz onune alinirsa, bu haldeki carpismaya egik denir. Gsimlerin ¢arpismadan sonraki
v, vevy hidari gerek giddet, gerek dogrultu bakimindan bilinmedigi igin, bunlarin
belirtiimesi dort bagimsiz denklem kullaniimasini gerektirecektir.
x eksenini ¢arpisma dogrultusunda, y eksenini ise degme yuzeylerinin ortak
tegeti Uzerinde secelim. Cisimlerin tam cilali ve siirtiinmesiz oldugunu kabul
edersek carpisma sirasinda cisimlere etkiyen impulsif kuvvetlerin,sadece x
ekseni dogrultusundaki ic kuvvetler oldugunu goértriz. O halde sunlari ifade
edebiliriz: 1. A cisminin momentumunun y bileseni korunur.

2. B cisminin momentumunun y bileseni korunur.

3. Sistemin toplam momentumunun x bileseni korunur.

4. ki cismin carpistiktan sonraki bagil hizlarinin x bileseni, carpismadan énceki bagil

hizlarinin x bilesenlerini, carpisma katsayisi ile ¢carparak elde edilir.

x dogrultusunda y dogrultusunda zdogrultusunda

MV, +mgvy =mv, +mgp; mpyv, =my, I, =0 my, =my, I, =0

e Vp —V Mgy =mygvy 1, =0 myvy =mgvy, I =0
Va, ~ Vs, my, + 34 = mAV;iy




4.8. Enerji ve Momentumla ilgili Problemler

+  Kinetik problemlerin ¢ézimu igin artik elimizde Gg farkli ydntem bulunmaktadir:

. SF=ma

. iS ve enerji yontemi,

*  impuls ve momentum yontemi.

. is ve enerji ydnteminin, bir cok durumlarda

temel denklemini uygulamak,

SF=ma

denkleminin dogrudan dogruya uygulanmasindan

daha c¢abuk sonuca goétur. Ancak is ve enerji yonteminin eksiklikleri vardi ve bu yontemin bazen,
denklemini kullanarak tamamlanmasi gerekli oluyordu. Ornegdin, ivmeyi veya normal reaksiyonlari
hesaplamak isteyince bu durum ortaya ¢ikiyordu.

«  Impulsif kuvvetlerin bulunmadigi problemlerde
buyuk bir Gstunluk saglamaz. Normal olarak

imbuls

X ve momentum yontemini kullanmak genellikle
>F=ma

denklemi, ayni cabuklukla ¢6zUmu verir ve

hele is ve enerji yontemi uygulanabiliyorsa ¢o6zum, daha ¢abuk ve kolay olur. Bununla birlikte impuls ve

momentum yontemi, ¢garpisma problemlerinde izlenmesi muimkun tek yoldur.

>F=ma| nin dogrudan

dogruya uygulanmasina dayanan bir ¢ozum ¢ok uzun olur, is ve enerji yontemi ise kullanilamaz, ¢unku
carpismada (tam elastik olmadikga) mekanik enerjide kayip vardir.
. Bir cok problemlerde, kisa bir carpisma suresinde etkiyen impulsif kuvvetler diginda yalniz konservatif

kuvvetler bulunur. Bdyle problemlerin ¢ézimua birkag kisma ayrilabilir. Carpisma sdresi ile ilgili kisim
impuls ve momentum yonteminin uygulanmasini ve carpisma katsayisinin kullaniimasini gerektirdigi

halde, oteki kisimlari is ve enerji yontemi v
normal kuvvetin hesabi isteniyorsa,

rdimiyla ¢ozulebilir. Bununla birlikte, eger problemde bir
denkleminin kullaniimasi gerekli olacaktir.

SF=ma

4.9.Bir Maddesel Noktanin Agisal Momentumu veya Momentumun Momenti

mv vektorunun O ya gore momentine maddesel noktanin, o anda O ya gore, momentumunun

momenti veya agsal momentumu adi verilir ve &, ile gdsterilir.

NL:Fxﬁ

M, =r.F.sing

h =Fxm¥

ho%

h, =r.mv.sin ¢

Uzayda hareket eden bir maddesel noktanin 4, agisal momentumunun, t ye gére tiirevi

—

dt

= . = v o = . = =
=—Xmy+rXxXm—=vVvXmy+rXxma

dh, dF
di _ dr
it = 4

d

52%-

g
hY
%

k

Bir maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin C

ya goére momenti, maddesel noktanin O ya goére
agsal momentumunun  (momentumunun
momentinin) degisim hizina esittir.




4.10. Acgisal Momentumun Korunumu

¢ nin her degeri i¢in M , Sifir ise bu durumda her 7 i¢in dh

=0 olur ve ¢ ye gore integre edilerek %, = sabit sonucu elde edilir. O halde,

bir maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin O ya gére momenti, ¢ nin her degeri i¢in sifir ise, maddesel noktanin O ya gore agisal
momentumu korunur.

Bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin bilegskesi sifir olursa, o maddesel noktanin, sabit bir C
noktasina gore agisal momentumunun korundugu agiktir. Fakat dengede olmayan bir F

kuvvetinin etkisi altinda bulunan bir maddesel noktanin agisal momentumu, F kuvvetinin, tesit
gizgisi sabit bir O noktasindan gegen bir merkezsel kuvvet olmasi halinde de korunur

2

=rxmv = sabit

h, = r(mvsin @) = sabit

v sing nin, hizin radyale dik bilesenini gésterdigine ve onun da rd@/dt ye esit olduguna dikkat

ederek

4.11. Genellestirilmis impuls ve Momentum Ilkesi

h, =mr’ % = sabit

oldugu gorulur. |@=—

do
dt

(agisal hiz) oldugu dikkate alinirsa

h, =mr’® = sabit

olur.

F kuvvetinin belirli bir zaman araligindaki dogrusal impulsunu Kisim 4.1 de tanimlamistik. 9mdi bir F kuvvetinin, t;den t, ye kadar

olan bir zaman araliginda, O ya gbre agsal impulsunu, F kuvvetinin O ya gére momentinin t,, t, araligindaki integrali olarak
tanimlayacagiz

t2 = t2 —
Ag Imp, ,, = [M dt = [(F x F)dt

4 b

my(va)y

A

0 X
mc“tk

(a)

K:H[ Va1 [

-

Va )2
1!!_51‘\ h‘l‘

My ( vﬂ)f
x

4

m c | \'C]X

12 —
Ymv+ 3 [Fydt =Y mv,
tl

i) + 3 [ (4,) gyt = (B )
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Rijit Cisimlerin Kinematiqi

Rijit Cisim:

Cok sayida maddesel noktadan olusan ve maddesel noktalarin birbirlerine gore yerleri degismeyen cisme

rijit_cisim denmektedir. Boylesi bir cisimde zaman yer, hiz ve ivme arasindaki bagintilar arastirilacaktir.
Buradaki incelemede sabit bir eksen etrafinda donme hari¢ tamamen rijit cisimlerin diizlemsel hareketleri

incelenecektir.
Otelenme:

Cismin icinde bulunan herhangi bir dogru parcasi hareket sirasinda dogrultusunu koruyorsa cismin bu

hareketine o6telenme denir.

Dogrusal Otelenme Egrisel Otelenme

—

g =0+, V=V, +0,d;=2a,+0

Bir rijit cisim otelenme hareketi yapiyorsa herhangi bir anda cismin butiin noktalarinin hizlan ve

ivmeleri, cismin noktalari arasindaki goreceli yer degistirmenin zamanla degisimi sifir oldugundan,

yani sekilde gorilen E/A yer vektoru sabit kaldigindan, ayni olur.



Sabit bir eksen etrafinda donme:

Bu harekette rijit cismi olusturan maddesel noktalar ayni bir sabit eksen merkez olmak lizere paralel
diizlemlerde bulunan ¢emberler lUzerinde hareket ederler. Donme ekseni rijit cismi kesiyorsa, bu eksen

uzerindeki noktalarda hiz ve ivmeler sifir olur.

Donme ekseni

AS=r sinp Al =BP A6

ds rsingdd
dt dt

(1)

(2)




Ana Levha Hareketi:

xy karsilastirma diizlemine gore simetrik ve duzgiin kalinhkh

Ay = o ' ey T
i ivme vektorii ise

bir cisim ana /evha olarak
adlandinimaktadir. xy diizlemi icinde olan bir O noktasindan gecen ve xy duzlemine dik bir eksen

etrafinda donme olmasi durumunda, (1) denklemi ile verilen hiz vektoriunun siddeti
y

V=Irw olur.

a"_ T mﬂl'
x seklini alir.
a =axr a,
Ana Levha i =-0'FT a

Bir Rijit Cismin Sabit Bir Eksen Etrafinda Donmesini Tanimlayan Denklemler :

1.Diizgiin Dénme: |@ =Sabit - a=0| = |# =6, + wt

w=w,+at

1
_ 0=0,+w,t+—at’
2.Diizgiin Degisen Dénme: | #0 — a = Sabit| ——» 2

o’ =w; +2a(0-6,)




Genel Duzlemsel Hareket:

Genel duzlemsel hareket denildiginde otelenme ve dénme diginda bir hareket anlagiimaktadir.
Bununla birlikte simdi goriilecegi Uzere bir genel diizlemsel hareket, daima bir 6telenme ile bir
dénmenin toplami olarak goz oniine alinabilir.

Duzlemsel Harekette Salt ve Bagil hiz:

Diizlemsel hareket = A nin otelenmesi + A etrafinda donme

Plane motion

Translation with A + Rotation about A VB=V,+Vp/A



Ornek: 1. Durum

Vg =V, + @, X154l (1) ;

A L7 A(fixed)

Plane motion — Translation with A 5 Rotation about A va=va+Vgu

Diizlemsel hareket = A nin otelenmesi + A etrafinda donme

Ornek: 2. Durum
B(fixed)

w

V, =Vy + @y xTy g = Vg + @y x(—rB/A)
r.

Vao=Vg —@Wg XIgp > Vg =V + @z XI5, (2) 5
(1) ve (2) nin karsilagstirmasindan
A Va/e
\/ —\7 = v A
Vg =Vp + @, XTIy, - _ -
_ _ _ a)B - a)A ‘\-\. \’B
VB = VA + a)B X rB/A Plane motion = Translationwith B 4+  Rotation about B va=vg +vup
Diizlemsel hareket = B nin otelenmesi + B etrafinda donme

acisal hizin karsilastirma

Bu sonu¢ geneldir, bu sebeple bir rijit cismin diizlemsel hareketindeki

noktasindan bagimsiz oldugu gorulur.
6




Duzlemsel harekette ani donme merkezi :

Bir levhanin genel hareketini géoz oniline alalim. Verilen herhangi bir anda levhanin g¢esitli noktalarinin
hizlarinin, levhanin ani donme ekseni adi verilen ve levha diizlemine dik olan bir eksen etrafinda donmesi ile

ayni oldugu gorilecektir. Bu eksen levha diuzlemini, levhanin ani dénme merkezi adi verilen bir noktada keser.

Levhanin diuzlemsel bir hareketi herhangi bir A karsilastirma noktasinin 6telenmesi ve A etrafinda bir donme

seklinde ikiye ayrilabilmekteydi. Hizlar s6z konusu oldugu siirece, A noktasinin 6telenme hizi \7A, levhanin agisal

hizi @ verildiginde, levhanin tum diger noktalarinin hizlar1 bunlara bagl olarak belirlidir

V,#0; o #0
V. =0=V, +oxTI,
- _Va
fen =—
= ,. @
V. = (| ise A noktasinin kendisi ani T = o T
A dénme merkezidir. Vp =Xc T OX Ty =0XT,c

@ = (| ise levha otelenme yapmaktadir.




Ornek: Kaymadan yuvarlanan bir tekerin hareketi:

Sekilde goriilen teker durumunda, yerle géz oniine alinan anda
temas halinde olan bir A noktasinin o anda yere gore hizi sifirdir,

Bu durumda bir B noktasinin hizi

Vg =V, +Vg, 4 =V, + ©X T, . olur. Bu durumda A noktasi géz

onune alinan anda ani donme merkezi olup bu an igin tekerin tim

noktalarinin hizi, teker A etrafinda doniiyormus kabul edilerek

hesaplanabilir.

Ani donme merkezinin yeri baska iki sekilde daha tanimlanabilir. Bunun i¢in levha uzerindeki iki
noktanin hizi verilmelidir.

(a) seklinde \7A ve \73 hizlan paralel

olursa veya (b) deki \7A ve \73 hizlari

ayni siddette olursa C ani donme

merkezi sonsuza gider ve . sifir olur;
o zaman levha otelenme yapiyorn
demektir.

(a) (b)



Yuvarlanma ve iz Egrisi

Iz egrisi

Diizlemsel hareket yapan bir levhanin ani donme merkezi levhanin ustiinde veya disinda bulunabilir.

Eger levhanin ustinde ise, verilen bir t aninda ani donme merkeziyle lst liste bulunan C noktasinin o
andaki hizi sifir oilmak zorundadir.
Ani donme merkezi sadece verilen bir an igin gecgerlidir. Su halde bir t aninda levhenin ani donme

merkezi ile list liste olan bir C noktasi, genel olarak, t + At aninda ani donme merkezi ile iist liste

bulunmayacaktir; t aninda hizi sifir oldugu halde t + At aninda belki de sifirdan farkl olacaktir. Bu

demektir ki genel olarak C noktasinin ivmesi sifir degildir, su halde levhanin ¢esitli noktalarinin

ivmeleri, levha C etrafinda doniliyormus gibi belirtilemez.

Levha hareketine devam edince ani donme merkezi uzayda hareket eder. Ote yandan biraz énce
soylendigi gibi ani donme merkezinin levha uzerindeki yeri de daima degismektedir. Boylece ani
donme merkezi uzayda iz egrisi adi verilen, levha lizerinde de yuvarlanma egrisi denilen bir egri gizer
(Sekil 5.14). Gosterilebilir ki, herhangi bir anda bu iki egri C de birbirine tegettir ve levha hareket

ettikge yuvarlanma egrisi iz egrisinin Uzerinde yuvarlaniyormus gibi gorindr.



Duzlemsel harekette salt ve baqgil ivme:

Diizlemsel hareket — A nin otelenmesi -+ A etrafinda dinme

—

dg = éA + éB/A

—

(@5 p) =aAXTg,, 5 (@) =Tx

=1 2z . . 2
(@5 p)y=—0"Tgn ;5 (@ a), =T ®

2 =

r-B/A

8y =8, +dxTy,—®

10



Duzlemde Donen Bir Takima Gore Bir Vektorun Degisiminin Hizi:

Baslangi¢ noktalari ayni olan sabit bir OXY takimi ile, donen bir Ouv karsilagtirma takimi géz oniune alinsin. A

—

uzayda bir maddesel nokta olsun. P nin I' yer vektorii her iki takimda ayni oldugu halde, bunun degisim hizs

secilen karsilastirma takimina baghdir. Maddesel noktanin Vp salt hizi I’ nin sabit Oxyz takimina gore dr/dt

degisim hizi olarak tanimlanir. Bununla beraber \7p hizi hareketli takimdan go6zlenen or /ot degisim hizy

—

cinsinden de belirlenebilir. Ouv hareketli takiminin géz éniine alinan zamanda agisal hizi Q ile gosterilirse,

~ dF du- dv- di dj
Vo=—=—"I+—]+Uu—+V— (1)
dt dt dt dt dt
LA —
- - or — du i + dv ]’ (2), olarak P nin dénen takima gore
R ot dt dt degisim hizi tanimlanirsa

0——
- B 1

F=ui +vj

or di  dj
+u +V (3)

v, ="
st dt

Eger P noktasi Ouv takimina gore sabit olsaydi or/ot=0 olacagindan dr/dt degisim hizi (3) ifadesindeki

—

son iki terime esit olacakti. Fakat bu durumda, dP/dt degisimi, Ouv ye rijit olarak bagh bir cismin I nin

ucuna rastlayan maddesel noktasinin hizini gésterecekti. Buna gore géz oniine alinan anda Ouv takiminin agisal

hizi {2 oldugundan, (3) son iki terim noktanin hizini belirler. Bu durumda




di dj = _dF oF <
u—+=+v =Qxr 4 Vp, =—= +QxT 5
dt  dt . " dt ot 5
(2) ve (4), (3) de yerine konursa s St Vp = \7|: + \7p/|: (6)

» =P maddesel noktasinin salt hizi
r = hareketli takimin P ile ¢akisan noktasinin hizi
p,¢ = P nin hareketli takima gore hizidir.

< <l <l

Maddesel noktanin &, salt ivmesi Vp, nin OXY ye gore degisiminin hizi olarak

tanmimlanir.

(7)

(7) deki son terim, (5) ifadesi dikkate alinarak

d(s5F . SF S Yine (7) deki ikinci ifadede gorulen dr/dt yerine (5)
—(—j =Qx—+— (8) ifadesindeki esdegeri yaziip (8) de dikkate
dtl ot ot ot alinirsa, (7) esitligi

12




- —
a, =92 r O @xr)+20x 2L 0T (9 seklinde elde edilir.
dt st st?

(9) esitligin ilk 1ki teriminin toplami, g6z Oniine alinan anda donen takimin P ye cakisan
noktasmim @g ivmesini verir. Diger taraftan sonuncu terim ise P nin donen takima gore

dp,r 1vmesini tanimlar. Uclincu terim &; ile gosterilecek ve bu terime tamamlayici ivme

veya Fransiz matemetik¢isi De Coriolis’ e izafeten Coriolis ivmesi adi verilecektir.

Boylece

dp =P maddesel noktasinin salt ivmesi
ar =hareketli takimin P ile ¢cakisan noktasinin ivmesi

dp, e =P nin hareketli takima gore ivmesi

4. =2Qx57 /5t =2QxV,, - =tamamlayici ivme veya Coriolis ivmesi.

13



Coriolis ivmesi veya Tamamlayici ivme:

——  |& =2Qx5T/5t=2QxV,,

—

Su da belirtilmelidir ki, Coriolis ivmest Q ve V,  vektorlerine diktir ve eger bu
vektorler paralel veya ikisinden biri sifir olursa bu ivme de sifira esit olur.

Diizlemsel hareket goz 6niine alindigindan, Q vektorii hareket diizlemine ve béylece Vp ¢

dik olur. Bu durumda &, nin siddeti 2 Qv, - ye esittir ve dogrultusu ise Vp, vektortini

hareketli takimin donme yoniinde 90° dondiirerek elde edilir. Bu durum asagidaki sekilde
ooriilmekte olup burada P maddesel noktasi, O etrafinda Oxy takimi ile birlikte donen biy

levha tlizerinde bir yol ¢izer.
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Rijit Cisimlerin Kinetiqi

Bu bolumde, rijit cisimlerin kinetigini, yani cisim uzerine etkiyen kuvvetler, cismin sekli ve kitlesi ile
ortaya ¢ikan hareket arasindaki bagintilar incelenecektir.

Daha once cisim bir maddesel nokta olarak, yani cismin biitin kutlesinin bir noktada toplandigi ve
kuvvetlerin bu noktaya etkidigi kabul edilerek benzer bagintilar incelenmisti. Simdi cismin seklini ve
kuvvetlerin etki noktalarinin dogru konumlari tam olarak g6z onune alinacaktir.

Bu bolumdeki inceleme dogrudan F =ma denklemine dayanacak ve iki bakimdan
kisitlandirilacaktir:

(1) Rijit cismin sadece diizlemsel hareket yaptigi, yani cismin her noktasinin sabit bir karsilagtirma
dizlemine olan uzakliklarinin degismedigi kabul edilecektir.

(2) Rijit cisimler sadece diizlem levhalardan ve karsilastirma diizlemine goére simetrik cisimlerden
olusacaktir.

Rijit bir cismin duzlemsel hareketi:

— — —

Cesitli FI,FZ,F3 .... kuvvetlerinin etkisi altinda kendi duizleminde hareket eden ve kitlesi

m olan bir rijit levha ele alinsin. D’ Alembert ilkesi geregince, levha uzerine etkiyen dis

kuvvetler, levhayl olusturan c¢esitli maddesel noktalarin efektif kuvvetlerine esdeger
2
olmalidir.



—
T -
5y
—_—
T2 i
: ;3
Dis ‘ruuwsadMar

CBe)

E5 NG ruuvades

A m kiitleli bir maddesel noktanin efektif kuvvetinin (A m)gl oldugu bilinmektedir.

Eger efektif kuvvetler sistemi levhanin G kitle merkezine etkiyen esdeger bir vektor ile bir vektor

ciftine indirgenirse daha kullanigh bir ifade elde edilir.

—

G kutle merkezi karsilastirma noktasi olarak secilirse levhanin bir P maddesel noktasinin d

—

=/

ivmesi, G nin @ ivmesi ile, P nin G ye bagh ve sabit dogrultudaki bir takima gére @ ivmesinin

toplami olarak belirlenebilir.



=
T —
Ky
>
C2 =
Dis ‘ruuwsvaMas

A

a = Agirlik Merkezinin Ivmesi

@ = Levhanin acisal hizi

a = Herhangi bir noktanin ivmesi =
& d=a+d=a+a +d,

—f oo oo e . oo ~ . .

a' = Gozoniine alinan bir noktanin G ye gore bagil ivmesi| —» | - _ _ = ,_,

N A=a+axXr —wr

o = Levhanin acisal ivmesi

(Am)d =(Am)a+Am(ax7")—(Am)w *F'

SaAm=YaAm+Y(@xF)VAm-Y ®*F Am
—aSAm+ax>SrF'Am-w*SF Am

ZF :Z Amd=ma D'alembert Ilkesi

- Efektif kuvvetlerin agirhik merkezine

gore momenti

—
—

M.=r, ., xAma




ZF'XAm.5+Z?’x(Am.&xF’) —ZF’X(Ama)zf’)

ZF’xAm-&’zZ?’xAm-czl+ZF’X(Am-OYXF’)—Ama)z N

ZF'xAm-c7= X m ch+ZF’><(Am-0?><F')

Z F’xAm-Zi:Z V'X(Am-o?xf’):ZAm(r')z-o?

1

[
I
ﬁ?ii':ﬂ}([']l (Am)a

Y

—iﬂ.mlmﬁ

Z(F'xAmEz’):T&

[ = Kiitle merkezine gore kiitle

- 4 atalet momenti




Dis Kuvvetler = Efektif Kuvvet + Efektif Kuvvet Cifti

Bagl diuzlemsel hareket:

Bircok mihendislik problemleri rijit cisimlerin, verilen gesitli baglarin etkisi altindaki hareketi ile

ugrasir.

Ornegin, kranklar sabit bir mil etrafinda dénmeye, tekerlekler kaymaksizin yuvarlanmaya, biyeller

onceden belirlenen birtakim hareketler yapmaya zorlanirlar.

—

Butiin bu hallerde s6z konusu olan cismin G klitle merkezinin d ivmesinin bilesenleri ile & agisal

ivmesi arasinda belirli bagintilar mevcuttur. Bu tiir bir harekete bagli hareket adi verilir.

Bagh bir duzlemsel hareketle ilgili bir problemin ¢6ziminde once problemin kinematik

cozumlenmesi yapilmalidir. Asagida bazi bagh hareket tirleri verilmistir.




Otelenme:

(!
(1
()

Bu durumda @ =0 olur ve efektif kuvvetler ise G den gegen bir ma vektorline indirgenir

Aagirlik merkezi etrafinda donme:

G

23

—
—

-
€

Q)

olur. Bu durumda dig kuvvetler bir kuvvet ciftine indirgenir,

ayni zamanda efektif kuvvetler de bir kuvvet ciftine indirgenir.




Kevfi bir nokta etrafinda donme:

eksen

Bu hareket rijit bir cismin kltle merkezinden ge¢meyen bir

etrafinda donmeye zorlanmasindan meydana gelir.

Boyle bir harekette cismin G kutle merkezi donme ekseninin

karsilastirma duzlemini kestigi O noktasi etrafinda r

yarigapl bir cember cizer.

dMy=Ta+mar’ =a(l +mr’)=al,

Bu formil dis kuvvetler sisteminin,

I, siddetinde bir vektér ciftine
esdeger oldugu anlamina gelmez.

Efektif kuvvetler sistemi, dolayisiyla
dis kuvvetler sistemi, sadece O ile G
cakistigl, yani hareket sadece agirlik
merkezi etrafinda bir donme hareketi

oldugu zaman, bir vektor ¢iftine

F,

Daha genel hal olan keyfi bir nokta etrafindaki

donme hareketi halinde dis kuvvetler sistemi bir

vektor giftine indirgenmez.

indirgenir.




tutan bilesendir.

Keyfi bir nokta etrafindaki dénme hareketinin 6zel bir hali ilgingtir; bu, @ acisal hizinin sabit oldugu

diizgiin dénme hareketidir. Bu durumda @ sifir oldugundan vektor cifti ortadan kalkar ve sadece

normal bilesen kalir. Bu bilesen (buna merkezcil kuvvet de denir) rijit cismi donme ekseni etrafinda

Yuvarlanma hareketi:

Diuzlemsel hareketin diger onemli bir tipi de bir disk veya

tekerlegin bir diizlem uzerindeki yuvarlanma hareketidir.

w

mala—=ro)

Kaymasiz bir yuvarlanma igin, G nin aldigi S yolu

s=r0 dir, burada r disk yarigapidir.

C nin sonsuz yakin sagindaki nokta yere
degdiginde C noktasi dusey dogrultuda yerden
ayrilir. Bu durumda C ye dusey dogrultuda hareket
veren ivme dusey dogrultudadir sonucuna varilir.

Oyleyse

=c_z+07><17—a)217—>aCj=E7+a(—k)xr(—

ai+akxrj=0->ai-ari=0—> a=ar

.

j)— a)zr(—]) —>a.=o’r

Disk hareketinin olasi li¢ farkh hareketi, F surtinme

kuvveti, /; ve K sirasiyla statik ve kinetik siirtiinme

katsayilari olmak lizere, agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

'Yuvarlanma, kayma yok F<u N, a=ra
Yuvarlanma, kayma bashyor: F=u N, a=ra

'Yuvarlanma, kayma var

: F=u N, avea bagimsiz

Eger bir diskin kayip kaymadig: bilinmiyorsa
once diskin kaymadan yuvarlandigi kabul edilir.
Boylesi bir hareket i¢cin gerekli olan F kuvveti

eger Uy N den biylik bulunursa kabul dogru

degildir ve probleme kaymali bir yuvarlanma
kabuli ile yeniden baglanmahidir.
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MEKANIK TITRESIMLER

Mekanik titresimler bir maddesel noktanin veya bir cismin denge konumu etrafindaki salinimidir.
Titresimler gerilme artimi ve enerji kaybina sebep olduklarindan ortadan kaldiriimalari veya uygun bir
tertiple azaltilmalari gerekir.

Son yillarda yuksek hizli makine ve hafif yapilarin yapimi titregsimlerin incelenmesini onemli

kilmaktadir. Burada sadece bir serbestlik dereceli sistemler incelenecektir.

A tade et \De_ Mekanik titresim sistemin
dereaalS b kararli durumdan
saptiriimasi halinde ortaya

cikar. Sistem kararl

@ sbel iy - durumdan Sa"ptll"l|lnca ilk

I\ o konumuna donmeye c¢aligir.
Fakat bu ilk konuma
genellikle belirli bir hiz ile
doéner. Bu hiz sistemi
yeniden denge konumu

' i: Sed sarbadttle desecald disina cikarir. Eger
STOtrenm siirtiinme etkisi yoksa

Xz
;j7 >, hareket suirekli devam eder.
o~



= Hareketin bir tiim devrini tamamlamasi igin gegen zamana titresimin periyodu adi verilir.

» Birim zamandaki devir sayisina frekans denir.

» Sistemin denge konumuna gore maksimum yer degistirmesine de titresimin genligi adi verilir.

Maddesel Noktalarin Serbest Titresimleri: Basit Harmonik Hareket:

F=W-k(6,+x)=—kx

oy _-; —kx=ma=mx - mx+kx=0
Unstretched .k k
4 g T=ké, - ¥tr—x=0; p —— alinirsa
st A § m m
¢ N T=k (5.:1 +I)
. 'y
-i-—EE T’ X+ p’x=0 (1) elde edilir.
Equilibrium & x
Yw Equilibrium
(a) i ] P EB_ (1) denklemiyle tanimlanan harekete,
basit harmonik hareket adi verilir. Bu
e (o S Yw hareket ivmenin, yer degistirme ile
ZF =00 —p W =ko, orantili ve ters yénde oldugunu
+

gosterir. (1) in karakteristik denklemi

) > L o T a 3
A"+ p =0 —» |4, ==%ip i =~—=1| olur. Budurumda diferansiyel denklemin ¢oziimii




x=Ce'?" +C,e """ = C,(cos pt +isin pt)+ C,(cos pt —isin pt)|  (2) olur.

Gercel ve sanal kisimlari1 ayrigtirmak igin

Cl :(ml +in1) ) Cz :(mz +in2)

alinarak (2) de yerine konursa

x =(m, +in,)(cos pt+isin pt)+(m, +in,) (cos pt—isin pt)|  elde edilir. Buradan

x=(m; +m,)cos pt+(—n, +n,)sin pt+i(n, +n,)cos pt+i(m; —m,)sin pt (3)

olur. (3) denkleminin gercel kismi

d :
v:—x:Apcospt—Bpsmpt
dt
d’ :
a:d—zxz—Apzslnpt—szcospt
4

(5)

(6)

A=(-n +ny,) ve B=(m +m,) alinarak
x=Asinpt+ Bcospt| (4) seklinde elde edilir. Tlirev alinarak, sirasiyla, t anindaki hiz ve ivme
elde edilir :

Bu ifadelerde keyfi iki sabit oldugundan elde edilen
¢ozum diferansiyel denklemin genel ¢oziimudur. A ve
B sabitlerinin degerleri hareketin baglangi¢c sartlarina

baghdir.

o

t=0da TARE

V=YV

o

X=x x,=Asin0+ Bcos0 — B=x,
v =ApcosO+Bpsin0 - A=v /p P

v, .
— » |X=-—"smpi+x, Cospt (7)




Maddesel noktalarin yer degistirmesi, hizi ve ivmesi i¢in elde edilmis olan ifadeler daha kisa ve toplu
bir sekilde yazilabilir; bunun icin (4) ile tanimlanan x=OP yer degistirmesinin, siddetleri 4 ve B

olan A4 ile B gibi iki vektoriin x dogrultusundaki bilesenlerinin toplami olarak yazilabilecegi

diistintilmelidir. # degistikge iki vektor de saat ibreleri yoniinde doner.

O—Q bileskesinin siddeti de maksimum x, yer degistirmesine esit olur. Boylece P nin x ekseni

boyunca yaptig1 basit harmonik hareket, O noktasinin x,, yaricaph bir yardimci cember iizerinde sabit

p_ acisal hizi ile yaptigl hareketin, x ekseni lizerindeki izdiisiimii olarak elde edilebilir.

ac1 ¢ ile gosterilirse

OP =00 sin(pt+¢)

olur. Buradan

FQ vektorlerinin 4 ile yaptigi

(8)

] Yardimeci1 cemberi cizen QO noktasinin p acisal hizina, titresimin
X = Xm S (‘D e ¢) (9) dairesel ﬁfekansz d%nir Vgradyan/san ﬁe ('gjlc;iiliir; O nun ggmber
x tizerindeki ilk konumunu belirleyen ¢ agisi1 ise faz ag¢ist adin alir.
v=—=xmpcos(pt+¢) (10)
dt pt acis1 2rxradyan kadar artacak olursa bir tam c¢evrim
En tgmmlapmw plur. Buna karsi gelep t .degeri 7 ile gosterilir ve
a= ? =—X,, p2 sin( pt+ ¢) (11) titresimin periyodu adini alir ve saniye ile dlciiliir.



Birim zamanda tamamlanan ¢evrim sayisi f ile gosterilir ve titresimin frekanst olarak isimlendirilir.

Frekanslar, cevrim/san veya ¢evrimler boyutsuz oldugu icin san™ ile Slgiliir.

Periyot =1 = 2—7[
p

1_»p
frekans = f = —=—
T 2rx

Basit Sarkac (yaklasik cozum):

(1

(13)

2)

p nin, k yay katsayis1 ve maddesel noktanin m kiitlesi cinsinden
tanimlandig1 hatirlanirsa, periyot ve frekansin, titresimin baslangig
sartlarindan ve genliginden bagimsiz oldugu goriiliir. 7 ve f nin,
maddesel noktanin kiitlesine bagl olup, agirligina bagl olmadigi

ve bu sebeple bunlarin g den bagimsiz oldugu goriilmektedir.

T
"hﬁgiﬁt" E e
L\ et —W sin g = ma,
6 i —mg sin ¢ = ma,
D W
L0
—mgsing =m mlg|[Eger ¢ acist gok kiigiikse

£

mlg +mgsing =0

@=sin¢g olur. Bu durumda




mlp+mgp=0 —» ¢.+%¢:0 (14) , p2=§ alinrsal| —» |#+p’p=0| (15) olur.

r=2—ﬂ=27z\/z ; le olur.
2 g 4

Rijit Cisimlerin Serbest Titresimleri:

Tek serbestlik dereceli rijit bir cismin veya bir rijit cisimler sisteminin titresimlerinin ¢oziimlenmesi, maddesel bir
noktanin titresimlerinin ¢o6ziimlenmesine benzer. Cismin veya cisimler sisteminin konumunu tanimlamak
amaciyla, x aralig1 veya @ acis1 gibi uygun bir degisken secilir, ve bu degisken ile bunun ¢ ye gore ikinci tiirevini

baglayan bir denklem

d’x a0
—+px=0 veya —+p°0=0
a’ 7 P

seklinde ise gdz Oniline alinan titresim basit harmonik bir hareket olur. Bu durumda titresimin periyot ve frekansi, p

nin esdegerini 7 =27/ p ve f = p/2x denklemlerinde yerine konulmasiyla elde edilebilir.

Basit harmonik hareket denklemlerinden birisini elde etmek i¢in en basit yol, degiskenin herhangi bir degeri icin
serbest cisim diyagramini ¢izip uygun hareket denklemini yazarak dis kuvvetler sisteminin efektif kuvvetler
sistemine esit oldugunu ifade etmektir. Burada amag, degiskenin dogrudan dogruya kendisini veya zamana gore
birinci ve ikinci tlirevlerini belirlemek olmayip, x veya € degiskeninin katsayisini belirlemek olmalidir. Bu
katsay1y1 p° ye esitleyerek, 7 ve f nin hesaplanabilecegi p dairesel frekansi elde edilmis olur.
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Eger 0 acis1 ¢ok kiigiikse € = siné alinabilir. Bu durumda

é+;g0:0
5b

ve

(16) olur.
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Sonumsuz Zorlanmis Titresimler:

Miihendislik uygulamalari bakimindan en onemli titresimler, bir sistemin zorlanmig titresimleridir. Bir
sistem, periyodik bir kuvvetin etkisi altinda kalir veya alternatif olarak hareket eden bir mesnede elastik

olarak baglanirsa, bu tiir bir titregim ortaya c¢ikar. Birinci hal olarak siddeti P= P sinr seklinde degigen

periyodik bir P kuvvetinin etkisi altinda, yaya asih m kutlesi goz onuine alinsin. Bu kuvvet, cisme dogrudan
dogruya etkiyen bir dis kuvvet olabildigi gibi, cismin dengede olmayan bir par¢asinin donmesinden

meydana gelen merkezkag bir kuvvet de olabilir.

E C , d’x
) ; +V>F=ma: Pmslna)t+W—k(5stJr)c):md—2
= t
= . 2
oL
<
< 2 W=ko, oldugu hatirlanirsa
i 2 T=k(3, +2)

e 2

Equilibrium | 25 m d”x +Jx=P sinwt (1 7) Sonumsiuz
! m
Pi

Lll] dr’ zorlanmis titresim

P= P \mujf



Mesnet hareketi durumunda ise

o=

k(d, +x
—§,,sinwt)

X
Equilibrium J é

VVVAAAAN
i

X

m

__ Om 21
_1—(a)/p)2 (21)

2

+\LZF=ma: W_k(é‘st_}_x_é‘mSina)t):m%
4
2 . (18) Sonumsiiz
mdt—2 +kx = ko, sinwt zorlanmisg titresim
X0 = X, SINOt (19)

(19), (18) de yerine konursa

—mo°X, sinot + kX, sinot = P, sinot| Buradan

P P, /k
T == > (20)
k—mw 1-(w/ p)
X, umam = ASIN pt + Bcos pt (22)

X = Asin pt+ Bcos pt+ X, sinwt (23)

(23) un ilk iki terimi, sistemin serbest titresimini gosterir. Bu
titresimin frekansi, sistemin dogal frekansi adini alir ve sadece k
yay katsayisi ile cismin Kkiitlesine baghdir; A ve B sabitleri
baslangi¢ sartlarindan belirlenir. Bu serbest titresime, pratikte
surtunme kuvvetleri ile hemen sonduruldugu igin, gecici titresim
adi da verilir. 10
Bu nedenle bundan sonra x, = x,_ olarak alinacaktir.




X = Asin pt + Bcos pt + X, sinwt (23)

|
|

—m_ gl I (23) deki son terimin belirledigi, ve etkiyen kuvvet veya mesnet
' |

: hareketi ile meydana gelen ve beslenen titresime, devamli titresim

m 1 i ad1 verilir. Bu titresimin, s6z konusu kuvvet veya mesnet hareketi

,_.
4 a2
o2
=lE

0 : tarafindan ortaya cikarilan frekansi, zorlanmus frekanstir ve x,,
genligi ise (20) veya (21) tarafindan belirlenir ve @/p frekans

oranina baghdir. Devamli titresimin x, genliginin, P,

kuvvetinden meydana gelen statik P, /k yer degisimine veya

P /k mesnet hareketinin o, genligine orani, biiyiitme ¢arpani adin alir.
1-(w/ p)*
(@/ p) «—— (20) ve (21) den
o

X = - (21) Biiyiitme carpani = T A !
1—(@/ p)° e = Tk "5, 1-(0/ P)

m

(24)

bulunur. @ =p i¢in x, =co olmaktadir. Bu durumda, etkiyen kuvvet veya mesnet hareketi, verilen

sistem ile rezonans haline gelir. Gergekte, titresimin genligi, sondiiriicii kuvvetler sebebiyle sonlu
kalir. Bununla beraber boyle bir durumdan sakinmali ve zorlanmis frekans, sistemin dogal frekansina
cok yakin secilmemelidir.

Ayrica goriiliiyor ki, (23) de, sinw ¢ nin katsayis1 @ <p i¢in pozitifken, @ > p i¢in negatiftir. Birinci
halde zorlanmis titresim, etkiyen kuvvet veya hareketli mesnet ile ayni fazda iken, ikinci halde bu
180° faz disidrr.



Sonumlu Serbest Titresimler:

Gergekte biitiin titresimler bir Olc¢iide siirtiinme kuvvetleri tarafindan sondiiriiliirler. Bu kuvvetler iki cisim
arasindaki kuru siirtiinme veya Coulomb siirtiinmesinden, rijit bir cismin bir akiskan igerisindeki hareketinden

ortaya ¢ikan st siirtiinmesinden, veya goriiniiste elastik olan bir cismin molekiilleri arasindaki i¢ siirtiinmeden
meydana gelir.

Ozel olarak ilging bir soniim tiirii, az ve orta hizlarda, siv1 siirtiinmesinden ortaya cikan viskoz séniimdiir.

Viskoz soniimiin en belirli 6zelligi, siirtiinme kuvvetinin, hareket eden cismin hizi ile dogru orantili olmasidir.

Ornek olarak katsayis1 k olan bir yaya asil1 bir m kiitlesinin, bir diren¢ kutusunun

g (dagpot) silindirine bagli oldugu durum go6z oniine alinsin.
2
S +VYF=ma: W—k(§st+x)—cdx=md;c
. dt dt
T=k(d,+x) 2 2
¢ BmmedopdEl ——» | dx A ol (25
dt dt dr* dt

o ‘E?* (25) de |x = ¢*!| konulursa karakteristik denklem elde edilir :

mA*+cl+k=0 (26) olur. Bunun kékleri

'y
T 5

2
m— (- . (Cj k@

2m E m

12




m olarak tanimlanirsa

. \/ - 2 k olur. (27) de karekokiin icini sifir yapan c degeri c. kritik soniim katsayist

2
( Ce j —kzo e i =2m\/E=2mp (28)
2m m m

yazilir; burada p, soniim olmamasi halinde, sistemin dogal frekansidir. ¢ katsayisinin degerine gore ii¢ farkl

sOntim hali ortaya ¢ikar :

1. Kuvvetli sonum: ¢c>cc

(27) karakteristik denkleminin A, ve A, kokleri reel ve ayriktir, ve (25) diferansiyel denkleminin genel
¢Ozumu

Ay

x= Ae™' + Be™*! (29)

olur. Bu ¢0ziim, titresimsiz bir harekete kars1 gelir. A4, ve 4, nin her ikisi de negatif olduklarindan # sonsuza

giderken x sifira yaklagir. Bununla birlikte gergerkte sistem, sonlu bir zaman gegtikten sonra yeniden dengesini

kazanir.

2. Kritik sonum: c=cc

Karakteristik denklemin A =—c, /2m = —p siddetinde ¢ift katli bir kokii vardir ve(25) in genel ¢oziimii




x=(4+Bte | (30)

dir. Elde edilen hareket yine titresimsizdir. Kritik sonliimlii sistemlerin, salinim

yapmaksizin, en kisa zamanda tekrar denge konumlarina dondiiklerinden,

miihendislik uygulamalarinda 6zel bir 6nemi vardir.

3. Zayif sonum: c<cc:

(27) karakteristik denkleminin A, ve 4, kokleri reel ve ayriktir, ve (25) diferansiyel denkleminin genel

¢Oozumu

x=e “'*"(4sin gt + Bcos qt)

seklindedir; burada g asagidaki baginti ile tanimlanir :

(31)

— =2mp| (28)

yazilir; burada ¢/c. soniim ¢arpani adini alir. Bu durumda (25) in genel ¢6ziimii asagidaki formda yazilabilir :

x=x,e " sin(gt + @)

(33) 14



—(c/2m)t

X=Xx,e sin(gt +¢)| (33) (33) lin tanimladig1 hareket, genligi azalan bir titresim hareketidir.

Her ne kadar bu hareket, gercekte, aym
bi¢imde tekrarlanmazsa da, asagidaki sekilde
gorilen ve (33) egrisinin degdigi iki limit

egriden biri lizerindeki ardisik iki noktaya karsi

gelen 7=27/qg zaman araligi, genellikle

/%y sOntimlii titresimin periyodu olarak gosterilir.

(32) ye bakilarak 7 nun karsit soniimsiiz

titresimin periyodundan daha biiyiik oldugu
(32) goriiliir.

15



Sonumlu Zorlanmis Titresimler:

Bir onceki kisimda g6z Ontine alinan sistem, P = P, sin@? olarak degisen periyodik bir P kuvveti etkisinde

kalirsa, hareket denklemi asagidaki sekli alir:

2 2
PLAC . B S R R (34) mEE e =0 (25)
dt>  dt dr>  dt

(34) iin genel ¢oOziimii, (34) lin bir 6zel ¢ozlimiine bir tamamlayici fonksiyon veya (25) homojen
denkleminin genel ¢oziimiinii eklemekle elde edilir. Tamamlayici fonksiyon, gz Oniine alinmis olan

sonlimiin tipine bagli olarak (29), (30) ve (31) de verilmistir. Bu, en sonunda sonen gegici bir hareket

gostertr.

Bu kisimda (34) denkleminin

Xozel = Xm Sin(wt - (D) (35)

formundaki 6zel bir ¢cozlimii ile belirlenen, siirekli titresim ile ilgilenecegiz. (34) de x yerine x;..; konularak

—mo’x, sin(wt — @) +cox, cos(wt — @)+ kx, sin(wt — ) = P, sinwt| elde edilir,

x,, ve @ yibulabilmek i¢in, @t — ¢ yi sirayla, 0 ve n/2 ye esitlersek 16



cox, =P sing

(k—ma)z)xm =P, cos¢

(36) bulunur. (36) ve (37) nin her iki tarafinin kareleri alnup
toplanirsa

(37)

[(k—ma)z)2 +(ca))2} x2 =P’ (38)

elde edilir. (38) esitligi x,, ye gore ¢oziiliir, ve ayrica (36) ve (37) taraf tarafa bolliniirse

(39)

bulunur. p sonlimsiiz serbest titresimin dairesel frekansi olmak tizere &/m=p~ ve sistemin kritik soniim

katsayisi ¢, olmak tizere, 2Zmp=c. oldugu hatirlanirsa

X

1

B /k 5, \/[1 (! pP ] +[2c/e Yot p)P

(40)

2(c/c )(a)/p) (41)
1-(@/p)

e 4



Sonlim carpaninin ¢esitli degerlerine kars1 gelen frekanslar oranina gore, biiylitme carpaninin degisimi

asagidaki sekilde gosterilmistir.

() ]
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Buradan goriilmektedir ki, zorlanmis titresimin genliginin kiiciik olabilmesi i¢in, ¢ viskoz soniim katsayisini

bliyiitmek, veya dogal ve zorlanmis frekanslar1 birbirlerinden uzak tutmak gerekir.
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