k. )
EI .
: Sekil 2.4, Sons=uz kigiik plak elemaninin dengesi
> 1 )sz =0
; fdxdy.;i%.c’xdy.;.%gf.dkc}y:(a
2 Qx 20y _ (2.16)
i L ¥ 37, i F
" 2)ZM =0
- BOMx dxdy , BMyx . dxdy_ A0 | x Vdydn 2 & dx X _pdxdy. &,
; St Ak X/V(Q”'ax Mx’o‘yf T
_ Lo TR G & o (2.17)

o X 3y
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5 ) Zly =0 benzer gekilde

b & X

(2.17) ve (2.18) bagintilary ile (2.15) baZintisinin yardimiyla Q
ve Qy 'nin (w) cinsinden deZerleri bulunabilir .

rrr’

Q= = D (W +¢. Wy )= D (4-p) W,

X XYY
Q =-D(w.. PRV 3ig4 (2.19)
Y 7
Qy = — DWW,y « Wik, | (2.20)
veya
=_D(@W_, 2w \_ p3A 2.21
Qx % S =+ ’a’yax o N/ ( )

Oy=-DEW W ) D2 &%  (22)

a-y.?a ax? 8}’ E)y
A\ 1 laplace cperatdri
Caa B (2.2
= = 3)
LD = = =

Q ve Qy 'nin (2.21) ve (2.22) 'de bulunan degerleri (2.16) baZin
tisinda yerine yazilip dag yilkle deformasyonlar arasincaki diferan -
slyel denklem bulunabilir .

_D 2%w/ QYw )—-D a“w 2 8uw )z_F

axq - ajyaxi ‘ay"( ’c‘}x?a},'l

24w 5 ot/ o%w _ P

oxY - Ax10y? = Ayt N D

(2.24)

Bunu Laplacien olarak gosterirsek

AAW = Aw =P
D

AQW = VW ile gosterilirse
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Vi = P . (2.25)
D
\/ barfinin gésterdizi igleme Hamilton operatérii denir . (2.24) ya da
(2.25) bagintilar: "Karteziyen koordinatlarda plak diferansiyel denk-
lemi® olarak adlandirilir. Bu denklem ¢oziilerek ~w 'ler p cinsinden

bulunursa (2.15) , (2.21) ve (2.22) begintilar: yardimiyla her noktada-
ki i¢ kuvvetler (Hx + M

" ny ) hesaplanabilir .

y
M, = - D(W,, + J w;iy) | Q,,:-.-D%%Aw
p 4 2
My = - D(Wy + W) Q =_D..57_Aw
Mx\/-— ...'D("-/-t‘; N s

2.8. Eksen Takiminin Dezismesi Durumunda

Momentler

Bunlar birbirine dik (x,y) eksen takimina gdre x,y dcZrultusunda bu-
lunan momentlerdir.Acaba yine birbirine dik,fakat deZigik bir (n,¥ ) eksen ta-

kimina gtre momentler ne olur ?

Fekil 2.5, Bksen coinmlstizme
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Sekil (2.5.c) 'de

g
3
E
o

dx = dn. ces LF dy: c"n .Sr-r')q‘?

(n) ekseni iizerinde momentlerin izdiigiimi alinirsa ( n eksenine gire

cdenge garti)

Madn - My.dx. cos $_ My .dysin P Moy dy con # My disina0
g Mq;.a’n__ MY cos?FPoln _ Mx.sh"f’dn.;-?Mxys}n‘f{coa‘P drm =0
| Mg = Mx. Sin"% & My.cos™? - May Sin 27

Yine gekil (2.5.c) 'de bu kez < ekseni iizerinde izdiisiim alinirsa @

% H‘Fﬂ .aln -— M}, dx Sim “:F-{» M).:y.cjy.sfn ‘)p..;. MK d7 o8 ‘Ip._. Myx.dx. CDSLP-.-.D
% H:pn.dn+(.M7§n‘;UCas 99.;_M,(7, $1.2F L My Sinfeos 'P_Myxcosnf) drn —o

M(Pn = Mh&F: -g—(My_Mx) SIHZ{P{—M)(), cos QLP

Sekil (2.5.d) 'de : dx = d¥.3/a ¢ &7 =d®P cos¥

gekil (2.5.d) 'de (%) ekseni iizerinde izdiisim denklemi yazilirsa :

Mg.d%- Mx.oosS"dy_ My.sin Pdx _ Myx .cos P dx _ Mxy_siﬁ‘Pd?;:o
Mrdf- (Mxcos?P i My sin?f 4 2 My, sin®PeosP)d¥ = o

Mn = MX' Cos? ‘]°+ My..s'm?‘f’.;.Mxy.s}n‘?'f’

MKP — Mx S‘H')ZCP -+ M7’ COS?('F__ M)(Y 51!‘72“?
Mn = Mx- cos?® My . Sint¥ Mx; $n2¢ (2.26)

Mncf-_: Mer, = _é_. (M. _H,,)sf'nz‘ﬁ.;.Mxy. B 2

Bu denklemler eksen déniigiimii (tranformasyon) denklemleri olarak adlandirilir.
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Sonu;lam l1rdelenmesi:

1) 11k iki denklen toplanirsa :

Ortogonal (éik)

Agik yazilirsa

Agik yazilirsa

Mn +".f= Hx +My (2'27)

iki doéruitudalci momentlerin toplami sabittir.
My = - DAW/, + 1. W)

M= D(wyy e W)

MMy = D4+ (W, + WS

MetMy. _DOW, + W Wy )

4+
Mx+My M, denirse , (2.28)
14
I =_D.AW _ (2.29)
AW“_J%_ (2.30)
dw 3w _ 0
o x? 3vyz D
A AW =VW=._A§Q (2.31)
lez -—4?— (2.24) ile t;uhmmugtu.
D
AR __F
D D
AJG = _ P (2.32)
' 3T, . et
D%z dy?

17

(2.30) ve (2.32) bagintalar:y ile plak diferansiyel denklemi , 2.mer-



&
&

iebeden iki diferansiyel denkleme ayrilabilir .

I 2T 'w 3w Jn

8X2+a}’2 “-T? 8x2+ay2 =—D

18

Br rplak probleminde momentler toplaminin sinir deferleri biliniyorsa

(2.32) 'den w ‘'den baZimsiz olarak J/}(x,y) bulunabilir . Senra (2.30)

dan w(x,y) hesaplanabilir .
2 ) Asal momentlerin bulunmasi
M.= 0 olmala

nt

%(M)f" Mx)sin 2Y 4 Mxy.c.r:*s?‘-f’ =0

320 e 2 (2.33)
MK—M‘]'
tg 2% 'nin bu degeri (2.26) denklem takiminda yerine yazilirsa
cos® 2@ _ 4 . cos 24 _ Mx - MY
T+4g%2¢ J(Mx =M, Va4 M
Sin2¢ = ke 2. s 29 = 2 Mxy

V(M= My)+u M2

Ms":iz- Mx (4_ca52¢)+% My (1403 20) - May sin2f

- :’-2— [(MK-&-MY)_COS?"P CMX-—M)').. 2 Mxy Sin ZLPJ

a]

2 2
M¢ - .;. (M,u.M?,):;\/(Mx_My) + UM,

MCPH::O

(2.34)
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0Ozel hal

L[}
x

M
x

(2.35)

(2.36)

(2.37)

€:sF« 8 3n3r Sartliara

Bir plak probleminde w(x,y) ¢ozimi yardimiyla , plaZin kena =
rinda kesit Vbliylikliiklerinin 3 sinir deferi elde edilir . Bunlar eZil-

Sekil 2.6. Serbest mesnetlerde burulma etkisi
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me momenti M_ ( va da Hy ), burulma momenti Mxy ( ya ca Myx) ve
kesme lJuvveti Qx ( ya da Qy ) ¢ir. Simir sgartlarinin kesin olarak saX-
lanmasy durumunca bu kenar bliylikliklerinin , eZilne momenti y burulma
momenti ve kesme kuvvetinin digs deZerleri ile ayni olmasi gerekir ,
Oysa w (x,y) ¢bziimi ancak 2 simar gartini saflayacak bigimde tertip-
lenebilir ., Iki esinar sartinin yeterli clabilmesi igin gu ycl iglenir:
Eenarda etkiyen burulma momentleri , kuvvet ¢iftleri olarak ifade edil-
gin . Birim boya etkiyen burulma momenti ny y 4y boyuna etkiyen bu-
rulma momenti ny . &y dir. (Sekil 2.6)

$imdi her bir eleman igin ortadan kesim yapip , diisey kuvvetle-
rin toplami yazilirsa , agaZiya dofru etkiyen (—gai;idy) kuvvetleri
bulunur . Birim boya etki eden kuvvet ise (-%ﬁéﬁi) olur ., Demek ki bu-
rulma momenti yerine birim boya etkiyen (BTL;"X) giddetinde bir
" egdeZer kesme kuvveti ™ alinabilir . Literatiirde bu kuvvetler "K i r-
chhoff 'un ek kuvvetleri "™ oclarak anilair .

Vi = Qy 4 2Mxy
a7M (2.38)
. DMy x
VY - Qy + O x

(2.19)da Qx=-D<W,::,‘+\W;$; )bulmmugtu.(?.lﬁde ise Mxyg_D(d_/-L)W;y
aM w
a;y e
Vi =D [Wi, +op)wyly]

bulunur. Benzer gekilde VY '‘de yazilirsa :

1

177 ?
vx =-D ]...\A{(xx + <2'}") WV'}'“]
(2.39)

a it
Vy=-D [Wm + (2 p )WL,
Sadece kogelerde bir sorun g¢ikar . Difer kuvvetler birbirini gotirir ,
faxat wugtakiler toplanar ; buna " kdge kuvveti " denir .

R,=2M (2.40)
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Efer plak kogelerde tutulmuyorsa , plaZin k&geleri yukar: kalkacak ve
kesit tesirleri deZigecek demektir .

st donata
L5
! 8 L g

) € ..
- N ]

S st yliz
(k)

\ e ed
5 N
L alt yiz ' L+
(c) x ¥ ; /
(a) . J alt ve iistte
alt donat;r hasir donati

(d)

Sekil 2.7. Kenarlarindan basit wmeenetli plak
(a)E8gelerden tutulmamig , (b) ve (c)Kdgelerden tutulmug,kdge denatisi yok
(d)X6ge donatilara

Kégeler tutulur ve gerekli koge donatisi konmazsa , (b) ve (c)'de gi-

rildiigi gibi alt ylizde diyagomal j iist yilizde ise buna dik g¢eiome gat-
laklary goriiliir . KSge donatilarinin gekme ¢atlaklarina dik olmasi ge-
rekir . (d) 'de A ve B kigelerindeki bu donatilar gdsterilmigtir . An-
cak donatiyr bdyle yerlegtirmek pratik olmaz . Ginkii her donatinin bo-
yu deZigiktir . Bunun yerine C ve D kogelerinde gorildigli gidi , lx/5
uzunlugunda , alta ve fiiste her iki dogrultuda (hasir) koge donatisa

yerlegtirilir .

Simdi , mesnetlenme bigimine gotre , (2.24) plak diferansiyel
denkleminin saZlamas1 gereken sinir gartlariniy aragtiralim 3
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2 ) Basit mesnetlenmis ve c3kmeven kenar
3) x =il dein W= 0O
-1 ~
2 Fabe -+ L
2) x=1_ d¢in M_=0
J‘lj E
3 m
Sekil 2.8. Basit mesnet
1) W = 0 — wn | = 0
lex lex
2) We__ + "‘ =0 —a W' _ ay"® =0
= /H IV z=1 = ,xr.l
x x
Su halde sinir gartlariy gdyle ifade ediledilir 3
1) W = 0
x=1, Navier sinir gartlara (2.41)
2) AW | =0
x=]1
X
/\ ¥=0 olmasi W"q '‘nin sifir olmasini gerektirmez . O zaman
M l =0 X =0 ¥ £0
C - Y XY oo
:l'.xlx x-lx x-lx
olur . Benger sgekilde 3
1) U' =0
=1y (2.41 a)
2) A wl =0
=1,
X I -0 A l =0 X #0
T y= T y= ' VX[ yed
=1, y=ly i
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b ) Ankastre mesnet

(™

~—
M
"

1 icin w=20
X= l’_

3‘lj T T ”!'
o 7‘%‘

Sekil 2.9.Ankastire mesnet

2) x-lx igin @& =0

TCRREERRENRRR

=0
x=1
X

@ 2 .
2) ax =0 — a L =0 —_— M =0
e x.]_x ox ay y

Buradan gu Gdnemli sonug ¢ikar 3 Ankastre mesnetlerde burulzma momenti
meydana gelmez ve reaksiyon kuvvetleri :

1) W

(2.42)

7 &

olur,

¢ ) Bosta kenar

d-l’

o

1) X = lx ig¢in HI =0

2) X = lx iqin Vx = 0

T “ - e e e e i e
-
i-_-——_.

Sekil 2,10
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fiay 1) HI II-],: 0 -—_- W +/\{‘.‘W|x=l 5
% x (2.43)
2) Vx =0 — '.f'" e (2-/‘-) w! l
x=1 x=l
b 8
P d ) Serbestce dimebilen ve elastik cZkebilen kenar
e
&8
% ‘x-li
°4 > % 1) x=1_ idgin M_=0
X b 4
4
4
§ y 2) x=1_ igin y=°_(3)
v, b 4 X
A
ﬁ Y
"
% Sexil 2.11
;)n‘ e v (W"__+Hw_ ) =0
1.1 = Yy x=1
X b 4
2) w=1(3)
v
W= -c—x C = C(y) — yay sabiti

vaw.c(y)-nl_;r" +(2-/'-)w"]
v —f—) [w*- v 2-p v

¢ ) ki kenarin dik olarak kesistiFi kdse

xm{x
-x M| =0 M| =0 M #0
Tl x=lx ¥=1ly | zalx
y=1y x=1x y=1y

Sekil 2,12
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Burulma mowmentinin tesir etmediZi iki asal moment dogrultusu (2.33)ce

t: bulummustu .

“ X 0 s
2 tg 2¢= o—2 = oo . 2y = -, 2T
A K- M 2 2
) 4

PR 3T

&g - By
b (2.32)'¢e ¥, = Xy =0 yazalirsa M = -M, = H-'Q bulunur .

f ) Ankastre iki kenarin kosesi

Kenarlarda xﬂ:o oldugu igin kbdgede R =0 olur .
Plak kenarlariy asal moment diizlemleridir .

E ) Bogta iki kenarin kosesi

Bogta kenarlar boyunca M ve V sifir olmalidir .

ﬁ Su halde kigede reaksiyon kuvveti olmaz .
M = 0
xy
olur.,
32 W 0
°oxoy

B O
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BOLZY . 3. PLAK DIFERANSIYEL DENKIEMININ GOZUM METOTLARI

3.1. Giris

Sekli , sinir sgartlari ve iizerindeki ylik belirli olan bir plak
Problemini ¢tzmek demek

Lagrange denkleminin , sinir sartlarini da saflayan w (x,y) ifa-
desini bulmak demektir . Matematik olarak bu denklem y GOrdiincli mertebe~
den iki tarafli , parsiel tiirevli , sabit katsayily 1lineer bir denk-
lemdir. (Lineerdir , ¢iinkdi tfirevl :inin herhangi bir iiesii denklemie kul-
lanilmiyor). Plak diferansiyel denkleminin homojen formu :

AAVW =0 (3.1)

" Biharmonik denklem " olarak adlandirilir .

(2.24)'de verilen plak diferansiyel denklemi , kiriglerin dife-
ransiyel denklemi

4 P
d’ v
“EI (3.2)

d14

ile analogdur . Ancak (3.2) denklemi kolaylikla ¢&ziilebilirken (2.24)
plak denkleminin ¢8ziimlii biiylik glglilkler g&sterir . Bu nedenle mevcut
kapali - ¢oziimler sayilidar , (2.24) 'iin genel ¢&zimi 3

v (xy) = w (x,y) + W, (x,7) (3.3)

w, (3.1) denkleminin homojen ¢&ziimiidiir . Yikle ilgisi yoktur.
Sinir gartlarinin bazisini saZlar , bazisini saZlamaz .

W_ 3 (2.24) genel denklemini saZlayan bir &zel ¢ozimdiir. Yiikle
ilgilidir . Homojen ¢ziimde saflanamayan sinir gartlari &-
sel c¢bzimle saflanmaya ¢alisilar .
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Genellikle kapali - ¢3ziim bulunamaz i Yaklagik metotlarla sonuca
gldilir . Bu yaklasik ¢b&ziim metotlarina incelemeye gegmeden &nce, kar-
teziyen koordinatlarda , (3.1) homojen denkleminin bazi basit ¢bziimle =
rini arastiralam .

J:2. Homojen plak denkleminin kartegziyen
koordinatlardacki basit ¢c dzimler i

LA/ W=0 homojen denkleminin ¢dziimiiniin fizikeel anlami y Yal-
niz kenar kuvvetlerin etkisindeki bir rplaZin Uh(x,y) sehimlerinin bu-
lunmasidir . Problemin tiirline uygun bir gekil fonksiyonu segilmesi & -
nemlidir , |

Agagida bazi basit gekil fonksiyonlarinin segilmesinin ne sonug
verecegi aragtirilmigtair .
a) W =C olsun.‘ai'xzw‘ =0

b 4
[T " " Jw=e

Herhangi bir elastik ylizey meydana gelmez . Bir rijit cisim

hareketi 8%z kecnusudur .

7 . ' =
b) W=C . x olsun . w'_=¢C Ll 0
- X *
we =0 w" =0 w" =0
¢ =ty xx vy xy

Blitliin momentler eifardir . Bu da rijit cisim hareketidir .

¥ 2 K] bt o b =O

c) W=C .x clsun . W' =2Cx i
//"—'V‘ n A IRE ] = - =0
4 1}.—’-1 wn=20 u'n 0 wxy
4 0
1 a

x=0 nr = W = W 0

T Mo T My e

ng-n(w;z-&)tmn) ==2C.D

H’=-2-CPD=PHx H M =0

= Q =V =V =0
Q . =Y
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Bu ¢Szim , ormeZin x = 0 kenarindan ankastre , x= a ucundan uniform bir

Ho momenti etkieinde olan sonsuz uzun konsol bir plagl gosterir .

M

o]
Hx = HO =208 —— C= = 5D
T ‘3 > X
: A o -ll Mo y HO 2 (3 4)
£3-) Xa = = e X .
LAY = 27D
Yz

Elastik ylzey parabolik asilindirdir. Hy =p Hx momentinin ortaya g¢ik-
masl gdyle agiklanabilir : Plak geritlere ayrilsa idi , y doZrultusun-
da ¢ekme yiiziinde bir daralma , basing ylizlinde bir genigleme olacakt: .
Stirekli bir plak oldufu ig¢in bu mimkmn degildir . y dogrultusunds

sy = p G gerilmeleri , bunlarin bilegkesi olarar da "‘, = p nx' momenti

doZar .

d) H-Csz-tyzl olsun.

v'x-:2Cx w'y-ZCy

Y"n-Z‘C Wyy:?C ‘ -H"'xy=0 \-’“'xn-O
mx-=-13(2c:+,n;zc)--2::(1+,1)13=1»1y nn-o
QI-Q’-VZ-V’IO

Demek ki kesitin her noktasinda , (x,y)'den baZimsiz olarak

Hx = Hy = Ho sabittir .

Me

Mo

Sekil 3.1 Uniform efilme
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« Bu, plaZin kenarlarindan uwniform yayila Hn moeentinin etki-
einde olmasy demektir . Bu duruma "uniform eZilme"™ denir . Meydans
gelen elastik ylizeyi aragtiralim :

X
o

c=-2h+}1in

)
V:-E(;:—P-ﬁ (124‘72) (3-5)

Elastik ylizey bir d&mel paraboloid'dir .

e) W=°C . xy olsun .
1 = . T .
‘a‘x C.vYr¥ hy:C x
i"nzo w"w=0 u"‘xync

Hx = Hy =0 Qx = Q’ =0

e . D(a P)c -
Basit burulma durumu , Asal eZilme momentleri n=s -ﬂ' olur .
Sekildeki gibi dort kenari boyunca eabit HII nomentinin etkisinde ©bir
dikdtrtgen plak gtz Cmiine alinsan 3

2a g R a-b

1 1 e e

% ) ’
/,E_ uR 4

Ay

[N An S
1 X==Q Ama y

/ : 12 y=b 'R ya=b
J

Sekil 3.2. Basit bdurulma etkisinde plak
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M
C Dl-p
X
"‘="D1_F ¥y (3.6)
M
X = =82 ¥y=-2D> ‘it——(—LDI—P)ab
X
X =+82 : Yy=+5 w--—(JLM_Pab
X
X =<+ 2 r:-‘b w:d-ﬁab
M
X ==& y=+0D> w-+3(ﬁ?-ab
£ ) wsc}_x3+c2 2 olswun .
W' =3C. x°+2C, x " =0
x b 2 W Yy
W= 6C x+2¢C, -.;"ngo '*’"xy‘o
V"'xnz 601 \."'}yy: w’_':':x_y=0
Hx=-D(5011+202) ny:,;nx nyao

clur. Bdyle bir ¢oziim , 6rnefin , x = 0 kenarindan ankastre
x =a kenari bogta ve bu kenar boyunca P giddetinde dizgln ya-
vi1l: ¢izgisel yik etkisinde , y doZrultusunda sonsuz uzun bir pla-
g1 goeterir . '

P

/
hg b B x=a kenari boyunca kenar gartlara
y yazilirsa :
/ a o 1) M| =0 2) V| =%
x=a =8
1) 6C.a+2c=0 — Crm = F gl
4] wDe 66, %5 e --2
. 1 cl 5
P.a
c
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Plak elastik yizeyinin denklemi :

W=-.E._.x3+ f.a .X2 = __E_.xz(a-.%.)

eD 2D 2D
we P x2 (a.X ;
L x?* (a-%) (3.7)
g Moo Dfe. () B Jerp ) Myopis
MXY_O Qxf—vx':j;

§ bulunur .

P
JAWAN £ < diferansiyel denkleminin kapali g¢oziimiiyle ilgili
bir &rnek 1 /2/ '

b

Kapall ¢otgzliim bulunmasinin g¢ok ender oldufu belirtilmigti .Diiz-
gin yayila ylik etkisinde ankastre dairesel plak bu ender &rnekler-

"
i,

& den biridir .
% ﬁ pl=p° _V
g,'mmmmmmg
- X
E 2 r, "o é
Z.w

Gz

Sekil 3.3. Dizgln yayili ylikle yiklil ankastre dairesel plak

e aE e e o

BB @D
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Segilen gekil fonksiyonu i

12 2 2
wW{x,y) = C ¢( 2""1'2"'1)
T, T,
olsun. Bu fonksiyonun sinir sgartlarina saflayip saZlamadifini aragtira-

lim. Cevre bdoyunca

:_2:124_ 2
° y

olduFundan
wW = O

olur. Acaba ikinei sinir sgarta saflaniyor wu?

oax =ay 2
!‘=(-;—2- e i, )
° %o
diyelim,
V=C.F2
IV oF
e =2C . F ., 5
=0
oW =33
ay =2C oFo ay

Her iki bagint: da F 'i igerdiginden ve F gevre boyunca (0) oldu-
gundan wesnetlerde sinir sartlari saZlanmsktadair . ;
Diferansiyel denklemde , ayni deZigken donliglimli yaparak parsiyel

tirevleri alalim -.;

2
L N S
T r 2
(¢ -}
P o= 2X Fr o= =2
x 2 y r2
To °
2 2
F'" = — ™ = — =0
x 2 o2 xy
o o
™ = F"! =0






@i,

% . 2
W=CF2
W!'= 2CF , F
X X
g w‘-zzc(r'2+r.r~) W' = 2C (0 +F'_P"_+0)
xx x xx xxy ¥y xx
ey = L] o 1
um_zc(zr*'x.r-n+rn+o)_6c(rx.r'n)
2 _ 2 .2 L v g
Y =_6c(r-n+o)-60(r—°1-) =24r°4 w =24'_rg
v A s
% W -2c(r~n.rﬂw+o)=2c.r; zercq
Y v ¥ : )
E Bwq + 2 'r)!w,+ awq O (24 + 16 + 24) = 64 ;%- = Do
' ox axay ’ay 'r: o
¢ o toTd
=T 64D
I’crrf x? yz 2
&= - -
% w (xoY)- 62 D ( T 2 + T 2 1 )
P
0 2 2
w=64D (x*+y°=2°)
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3.5 C4 f % Fourier eerjlerivyle plak

diferansiyel denkleminin c S glimi

(Navier ¢cozimid ) (=)

Navier, 182p yilinda , Fransiz Bilizler Akademisine , d&rt
kenarindan serbestge mesnetlenmis dikddrtgen plaklarin ¢ift trigonomet-
rik serilerle ¢oziimi konusunda bir makale verdi « Daha sonra bu ¢o-
zimden difer mesnetlenme bigimindeki plaklarin ¢Ozlimiinde de yararla -
nilda.

Serbestige mesnetlenmig dikddrtgen plaklarca sinar gartlar: :

=0 ~aa
yor- — T —**
W =0 W =0 =0 Wi =0
X=0 x=a y=0 y=b
y=b
AH' = 0 AU =0 Aw = 0 Aw =0
v x=0 x=a y=0 y=b
Y

Sekil 3,4. Dért kenarindan basit mesnetli plakta sinir sartlara

P
AA W= T plak denkleminin ¢&ziimti i¢in Navier metodun-
da izlenen yol gdyledir :

1 ) Plak iizerindeki p yiikli ¢ift siniis serisine agilir :

play)=22 frmn Sin TIX . sin D22 (m,021,2,3...)  (3.8)

mzl Pwl a

Buradsaki - T katsayilarinin bulunugu , gesitli yiik bigimlerine gore ,
ek A 'da incelenmis olup , Pan 'ler bilinen deZerlerdir .

2 ) Digey sehimler (w) de ¢ift siniis serisine agilair :

= od
W(X,Y)r.z Z Wemnn - Sin miTx 8n nity (3.9)
mzl Nsy a [

% Fourdier serileri i¢in Ekx A 'ya Ddakiniz .
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Buradaki w_  katsayilara bilinmiyor . Acaba w(x,y) serisi sinmir sgart-

lariny safliyor qu ? w = o sartinin saZlandiZi kolayca godrilebilir .

]

g A\.’zo Wg _ZZ Wmn mTr,Cos maTrX.Sl'n.E;:;.Z_
w”__ZE Wenn - (m“ _sinMITX <in ”;Y
§ a

Benzer sgekilde :

1 W “z-ﬁy-n'?i
X wy_-ZZwmn(M) sin X sin 2]
g AW == 22 W, [02E) ' @T] . sin mIx . sin 2T

et

Alt1 ¢izili olan garpan w(x,y) idi ve seimir sartiny sazladifi go-
Ulmigtd . Bu da saplar .

3) p(x,y) ve w(x,y) 'in yukardaki agilimlari plak diferansi-
yel dernkleminde yerlerine yazilirsa y cebirsel bir denklem elde edi-
1ixr 5 W deferleri buradan bulunur .

DAW = L2 Wron [( n:_:-r)z-#- Q.,:')z'}zs;n ""Zx. sip DITY

b

| —n\2 2 . s < T 4 - Ty L ‘T
z% Wi R%E}(%.’.) ] .Sin m:x .sin by :Zz,ﬁ_ anénmq—”xsn% (3.10)

2
3 Wmn,‘rru[(m’/a‘).;_(n‘/b’)_] _ Prn
W fmn (3.11)
TN = D [(m=/a=)+( n/b2)[?
( . .sin WX sip 01y (3.12)
a W x V) 1'D n;:;T [(m/a’)-i—(n’/b’)_‘jz a b
Elastik ylizeyi belirten w(x,y) béylece belirlendikten sonra i¢ kuv-
' vetler
oo ol _ _
l M, =1"D mZﬁ?;, Em/a)’+/« (/Y W - S M., Sin ”:Y (3.13)
. My_'!T’DZZ [tnrw’ M (m/a)JWmn.sin MTIX . sir "ZY (3.14)
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a“@y:--ﬁlD(‘i_/‘L)ZZ m.Wmn.Cos mﬁx.ws.?_gi (3.15)

mndb Q

-_—

sz TFSD'Z% Wmn,%_[(.arﬂ)z+(%)z_]¢o; miX  gip h!Y (3.16)

a b

_—

Qy=T*D L & W, - [(%".)’,.{%ﬂ sin TIX _ cog 2 (3.17)

a

V., =Tr3Dr);}a_ Worn _a__mI(g)?_;(_E_):(z_/u)Jcas miTX -SinE'T:i. (3.18)

a

Vy -,—TT3.D;’>; Win ._g_ [(,E_)"’+ (%ﬂ_)’(z./u)]sin ”’;r”‘ .ces ”:?’ (3.19)

- e sy n mi X nu Yy
R _ZM,‘), =_211 D(d-/&)[?.r_:; Wenn €03 L cos =0 (3.20)
Fenarlarindan serbestige otwan dikdértigen plaklarla ilgili Navier
¢Oziimi , bagka tiirli mesnetlenmig dikddrtigen plaklarin ¢oziimiinde par =
tikiiler ¢&ziim olarak da kullanilir . Yani serbestge oturan plaga ait
wp ¢ozlimii , sinir kuvvetleri ve momentlerle siliperpoze edilir .

v (x,y) = v, + 3w {3.21)

W sehimlerinin bulunmasinda sonsuz serilerin kullanilmasi , genelliklé
hizliy yakinsak olduklari igin , yalnizca birkag terimin g8z &niine alin-
masiyla yeterli yaklasiklik saflanir . Sadece tek kuvvetlerin etkisin-
de yakinsaklik yavas olur . i¢ kuvvetlerin bulunmasy y (x,y) 'in ikin-
ci ve iigiincil tiirevleri ile ilgili oldufu igin yakinsaklak hiza bi-
raz azalir . Fakat yaklasiklik yine yeterlidir . Qinkil istenen sayida

terimi gbz Oniine almak olana®y her zaman vardar .

Ozet: Serbestce oturan dikddrtgen pleklarin ¢Bziiminde ,
Navier metodunun kullanilmasi , diferansiyel denk-

lemin ¢oziiminii basit bir cebirsel denkleme indirgedigi ig¢in , bliyik
kolaylik saglar . Na v i er metodunun uygulama teknigini ©ozetlersek:

1) Yik bir ¢ift Pourier (sinis) serisine agilir .

2 ) W sehimleri de ¢ift siniis serisine agilar.

3 ) Yukardzki degzerler plak denkleminde yerlerine yazilarak bi-
linmeyen w = degerleri bulunur ve W (x,y) hesaplanir .

4 ) Hin deFerlerine gtre i¢ kuvvetleri veren bagintilar (Hi, ny.
ny, Qx ’ Qy " vx ’ Yy ) yazilar .

§ ) Biit%n bu baFintilar m ve n 'e deZigik deZerler verilerek agi-

/
lir ;yeterli say:da tezinz alimarak bunlarin tcplanmasy ile sonug bulunur.
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Ornek 3.1 )

(2 x 2a) beyutunda serbestige mesnetlenmiy dikdSrtgen bir plak

diizgiin yayily ylikle yiiklenmigtir . Elastix ylzeyi belirleyen w ifade-

sini ,maksimum eZilme momentlerini ve kenar reaksiyonlarini bulunuz .

it

bt q

ki

Py

Sekdl 3.5. Diizgiln yayila yiik etkisinde basit mesnetli plak

16 p
1) p yikini Py =3 2 olacak gekilde ¢ift siniis serisine agalim

T mn

{:("’-Y)'éﬁ& ZZ .. sin mx . sip 2N
T2 mn a b

m=(1,3,5, ccoeee) 3 m=(l,3,5, cocaes)

2

2 ) w sehimini de ¢ift sinils serisine agalam . w_  degeri igin
b = 2a yazarak @

o .'{g

mET s D[LT—:)'+ Er]? D.mémn [m . ]2

W

XZ Sin{miix/o) - Sin(hTry/2a)
D 'l—‘ mn [rn"'-c-(n'/g}J?

=(1'3|50-'-) H n*(1'5u51v--)

W (x,y)s =B

3 ) Maksimum sehim x =a/2 , y=a noktasinda (aw/ox=0)
(@%/eoy =0)

Wi = P2 TF snm3 Snng
D. 0" mn Im"-+-%3]7
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16 P, 34
w __ = =————— (0,640 - 0,032 = 0,004 + 0,004 + ..... )

maX. D.‘ﬁ-e

0,0101 p_ at

D

Gorildiizi gibi ¢ift sinilis serisinin yakinsaklaifi hizlidar , iki terim
almak yeterlidir .

-_—

e Pﬂoz + M- -—] sun——' S;n il
_(MYJmaw Z Z L"‘" oy _n_'z - 2
(My')max- 16;“:2 Z 7: J_(n'/#)+/-l ”‘?J sin (rnle) sin(nTi/2)

mn s (n?/a)]*

oD

m=(1,3,5, teeeee ) n=(1,3,5,_ ...... )

E7 4]

Bu seriler daha az hizli yakinsaktar . Ilk d&rt terimi almak yeter-
1i yaklagikligr saZlar .

Sl
B

E-,;{

3 2 - o
16 pPo rm m. (n/z) miix . Py
(vx )m,n = ~r3 [mn[m‘q-(n‘/q)ﬁ"'(z'ﬁ) mn[t’”ﬁ"‘(ﬂ‘/u)_]z]ms -—-a ~&n 5

N

E} (V ):-t-o ——1-—613—2[ mz+(2—ﬂ)— s AL

£ n(m%*+2%)2 2a

3 (V,)yee _._’£E£ZZ 0t 2 pOF e
mn n(m +n7)2 Q

g Bm (1, 3,5 eeceren ¥ 3 mwl 1R el

Maksimum momentlerin deferlerini bulursak ( P = 0,20 igin )

2
. 16 p_a
§ M) . = ® — (0.672-0.046-0.036+0.008+0.00940.008-0.0008-0. 0003+ .)
;-Q. = 0.100 P, a2
§ A
l6p a
§ M)y, = : (0.288=0,065=0,010+0.00340,02140.002=0,008+ ....)
= 0.038 p_ .

(2 @l GBh
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arcuse metodu ile karsilastirma:

4 4
. | 1
¢ b Txx IR Tl
b'd 384 EI Yy 384 EI
1
Zx x4 o = 16
py 7 x 17 (4]
.
Py =TT P
i (16 ‘ 2 ke 2
=5 - (17 ) P, a = 0.118 P, 8 JEL: wete DA

. 2 2

2

M= Dy 1L V=1-2. (1)22&=1-

OI

ohn

-% .0,944 = 0,748; ¥ =0,088 p_ a

1
- X 2.2{71 - ) _ 2
'Dy.l - 2 (%) g3 2 .£.0,058 = 0,807 ; M = 0,023 p_a

x oy
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3,A,. T ek Fourier eerileriyvyle cdzin
(Levy Metodu)
v (x,y) = Yt Yy (3.21)

Levy metodunda birinci adim partikiiler ¢oziimli elde etmek-
tir., Bunun igin 3
1 ) Plafin karsilikla iki kenarinin serbestge mesnetlenmesi istenir
2 ) Diper dogrultuda plak uzunluFunun o0 cldu@u varsayilair .
3 ) x eksenine paralel kesitlerde yiik dafiliminin ayni olduZu var-
sayilar .
X =0 Ve Xx=a kenarlarindan serbestce mesnetlendifini kabul edelim .

(-] xma T

Ll b b L bdb L b bl il il
[ .

TE.

Sekil 3.6.L e vy metodunda koordinat sistemi

E b = o0 varsayildifina gotre plak denkleai gu gekle girer :
4 p (x) '
d 4"’ -— (3.22)
dx

Goriildtigl gidi bu denklem (3.2 ) kiris diferansiyel denklemiyle ana-
logdur . Kirig diferansiyel denkleai 3

d"w’ P R EI
dz4 "EI D.l-}‘z
idi.
vae ¥ (1-p?) (3.23)
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(3.22) cdenkleminin ¢dzimi digin N a v ier metodunu kullanalim 3
_ : mir X
px) = £ P -Sin - (3.24)
W () = L W, sn M7 (3.25)
m a
W; =7, Wi . ™1 cos mirx
m a a
7 2 s
M/xu& ==-g;\*ATz(EEE) - S riztx
——ZW (mu) ons DOBX
aQ
v i X :
w = ( ) Z sin 2 (3.26)

Bu deger ve (3.24)'de verilen p(x) , (3.22) diferansiyel denklemin-

de yerine yazilarsea 3

mll) I sin asllls —_ o (3.27)
D m
Pm C'Jq :
W = S TE (3.28)
4 p,
P (x) = Po igin > Pm =2 (mz 1:3:55i45)
4p a?
W 0
2 px o’
olur .
tkinci adim W, homojen gdziimiiniin bulunmasidir .
JAAN
Homojen denkleminin ¢ozliml
W =X (x) .Y (3) (3.29)
geklinde ifade edilirse :
X . T2 P =0 : (3.30)
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'yl.i’: "1 tek einlia serisi olarak yazalim :
% . rmitx
Wi (x,y) = ; j (y).sin % (3.31)

Bu ifade x =0 ve x=a i¢in w=o0 , AU-O sinir sartlarini sajZ-
lar . AN Hh = 0 denkleminde yerine yazilirsa :

&
& y 272 " (Y
E[m;f YO = 2 ma; Y (¥) + Yen (y):l=° (3.32)
Buradan ,
TR 2172 ”
% _T_a‘T'_ (o by) - 2._"_";..2__ Y U) +Y,.':, ) =o (3.33)

(3.33) denklemi dérdiincii mertededen sabit katsayili lineer homojen bir
diferansiyel denkl adir . Bunun ¢dziimi :

ym(YJ: Am.CDSh m—:!_; Bm -nl;—}_z sinh.'."_c';_’z... Cm Sl-r‘lb m:y_“,vm t’;ﬁyt“hﬁjy (3.34)

E;F,,s;':‘-"

Burada Am ’ Bn § Cm 3 Dm dort kenardaki sinir gartlarindan bulunacak
integrasyon sabitleridir . Efer sinir gartlary x eksenine gtre simet-
rik ise elastik yilzey (y) 'ye gore ¢ift fonksiyon olur .

W) =w (-9 (3.35)
O zaman C_ ve D~ katsayilara (o) olur ve :
Ymlbyd= A cosh m_:*z + By 20Y . sink MIY. (3.36)

Béylece y = + b/2 igin egit sinir gartlari wmevcut oldugunda :

Wey) = |[ZWa o L (A cosh ™Y LB, mUY  sinh DY) [s0T (3,37)
m m a Q a o

/_/ ’ 7_/ Levy metodunu  uygulama gartlara:
Lo ///é/f/./(/j}-:///// 1)Kargiliklil iki kenari serbestge mesnetli
—7—  2)Yik fonksiyonunun gekli y,diZer iki kenara
/r et paralel biitdn kesitlerde ayni olacak .

//I.f/’/z/;. YA

/ Vs
¥ Z,w

vekil 3.7.Levy metodunda Simetriden yararlanma

d
|
2
|
e
:
8
|
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OQrnek 3 ,2

Dort kenzrindan serbestge cturan uniferm yayila: yiikli (p-:po)
bir dikddrtgen plagin sehimlerini L e v y metoduyla hesaplayin .

P(X): Z pm. Sin__ =
™m
P

< a
(=3 [=% E

P(x).—; Po icin; .= qucjs;n m:x e =%1&T_?_(4_w;mﬁ)

= e (m=4,3,5 )

il

P { m

= o (m=2,4,c )

&

Buna gore p (x)i siniis serisine agarsak :

P(x):i_n_ﬁz_ .r’_’_n . Sih MTX (mz1,3,5...)
rmm

a
1]
W, . Fm.a B = dle Wi AReal fnas..)
D.e%T4 m T DrmSTTS )

Bdylece partikiiler g¢ozim

4 ==
WP=_“E)‘E.-=_°T ;% keI, | e Y
11 !

Homojen ¢ozim ise :

Wh=L (A, cosh Yy By BILY. sinh MY ) sin TOTIX

Q

4Pt T 1 7 Y simh Y | sip MTX
W(x'y)‘[brrf - Z.,(A’"m}’m_:z* By ‘5”’”3’?] i

Sinir gartlary y = +
elde edilir

igin 1) W=0, 2) AW=o0 buradan iki denklem

rlo

Am.cosh m'ﬁ'b4 Bm m'ﬁb.s}nh b . L!P.caq
20 2a 2o DS ms

2t TR -
Am m e ek mlrb+5m ﬁ(’ﬁ_‘l&_sinbﬂé.;?&osﬁ?ﬂp_):o
az 2a az Za 2a 2a
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Bu ifadelerden A:n ve E:: bulunur, Sonugta elastik ylizey :

W(x,y)zﬁﬁiﬁz%}_s (/I_ Remhdm osh Qo + & %ok c(,ncabrzm_qms;nhqmmﬁ,dm)
™m

2D 1+ cosh 2o, =
-SI‘HM
Burada o
milb _ . myY
“m=Z%a —~ ) m=—g35

$imdi tekrar plak diferansiyel denkleminin ¢¥ziim metotlarina
donelim ., Problemin kesin ¢&ziiminiin, genellikle, miimkiln olmadiZini , bu
nedenle yaklagik ¢ozllm yollarinin aragtairildiZini belirtmigtik .

3.5. Yaklasgak g dzim metotlara

Elde bazi f, (x,y) ¢oziimleri var . Bunlarin keein ¢dzim ola-
bilmesi ig¢in

P
AALv=3
denklemini ve sinir sgartlarini saflamasi gerekir . Bunlardan birini sag-

layan ; fakat digerini sa¥lamayan £, (x,y) fonksiyonlarinin eksiklikleri
giderilmeye ¢aligilir .

2:2.1 ~ GCOzUmin Plak Denklemini Saflayip , Sinir Sartlarini
SaXlamamasy Durumu 3

Bu durumda W fonksiyonu :[‘i fonksiyonlarinin toplami clarak ifa=-
de edilir . : '

= = EE R E R RN }0 8
V'X‘ifi a1f1+32f2+ +arfr (2.38)

fi fonksiyonlara plak denklemini safladifina gore w fonksiyonu da
plak denklemini saZlayacak; sinir sartlarinin ise bazilarini saZlaya-
cak bazilarini ise saflayamayacaktir . & 4 8, ... sabitleri , geri
kalan sinir gartlarin: miimkiin oldufu kadar saflayabilecek bigimde sap-
tanmalidir . O halde problema sudur :

ni'leri nasil segelim ki , hatalarin toplami minimum olsun ?
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Isaret farklarinan ( 4+ ) etkisinden kaginabilmex igin bunu gu gekilde
ifade etmex daha dogru clur :

a2, 'leri mpasil segelim ki , biitiin kenarlar boyunca yapilan ha-
talarin kareleri toplami, wminimum olsun .
Hatalarin kareleri toplamai F olsun 1

F=P(31 ,32.....31‘)

oF 2F °F
szlzo.a—.-z-to [P 'aar=0 (3-59)

Boylece ( 8 9 8y ceenoB )'e gbére r adet denklem bulunur . Bunlardan

B2 By oot deZerleri hesaplanir .

Sexil 3.8

Genel durumda gekildeki gibi bir plak olsun . Farkli kenarlarda farkla
sinir gartlara saflanmasi gerekir . Ornegin :
A kenarinda W = o

cA |

B kenarinda
en

22w 3%y
2

6 kenarinda K =0 —
an .'11352

=0
n

Farkli mesnetlerde , farkli cinsten hatalarin karelerinin toplami mini-
mum olacak

2 2 2 2 3 \2
F =‘AIW ds + -FJ(_‘%%.) c;S - ﬁj(-g—f:.f—/l(_égs-?) dS (3-40)
c

Oncelikle bdoyutlary (dimensiyonlari) dilzeltmek gerekir ki , bir toplam
s6z konusu olsun . 1 birim boyu karakterize etmekte olup , 1° , 14
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toplamin boyutunu homojen kilmak amaciyla konmus faktdrlemdir . 1 'in
boyutunu segmek &n plana alinan sinir sartina baflidir . OmeZin
l =0 segmek demek sehim sgartini dikkate almak demektir .

-

3.5.2 = C8zimiin _ Sinar Sartlariny Saflayip , Plak Denklemini
Saflamamasy Durumu :

I
w: ¥=1 ‘ifi -&1 f1+’»2 f2+¢...o-. +ar fr (3|58)

A/ w=p/D 'i mimkin mertebe saZlayacak sekilde 8, 8,
belirlenecek . Bunun ig¢in farkli yollardan gidilebilir .

a ) Yine hatalarin karelerinin toplaminin wminimum olmasindan ha-
reket edilir .

D.AAV#DP

D ANAwWw=p'
diyelim . Fark .

p-P=p-AAVW

Bu hatalarin karelerinin +toplaminin minioum olmasi isteniyor .

F =_/(7= AR JF = R ey
A ?d;_
F
ga; =f:z (- D.AAW)(-D_%A_‘fT“/_) dF = o

X

2 Aaw)
f(f,D.AAW)T.dr:( £ = 28 weiw 2
A

Buradan r tane denklem elde edilir ve &, 'ler hesaplanair .

i

Pp)Rit z wmetodu : Minimum potansiyel enerji prensibinden
hareket eder .Sistemin gergek deforme durumu Syle bir durumdur ki ,yik
ve moment gartlarina uygun bu durumda potansiyel enerji , diger biitin
durumdakilerden daha Kkigiiktiir . Herhangl bir andaki potansiyel enerji
TT ise JlI = o olmalidar . '

Bir cisme etki eden hacimsel kuvvetler X , Y , Z

Yer deZigtirmeleri u , v , w

Yizeysel kuvvetler Py p, 3 W

Yer deZigtirmeleri un , v , ¥
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I = AL - (I(Y.u +¥ee it )&V+J’(f’x"_‘—“’*f’r'v"‘Pz';)c“'g) (3.41)
N A

Burada Ai deformasyon isidir.

Plaklarda : X=0 P, = C
Y=0 p,_ =0 )
Z=20 pz = D W =W
T = A; _ff.w.dF (3.42)
A
olur . A, deformasyon igi ise (6z =0 , Ez = 0 oldufu hatirlanarak)
- 1
A,,=?j(s, £,+6,8, 5, 8 )dV (3.43)
v
4 ) -1 y T 27 A4 M)
e £ O3 8y oL (5 oy Tt gt

deferleri yerlerine yazilirsa :

L_*_f[(e- O o Sy e aap T 4V (3.24)

Gy 56y * Ty yerine y (2.9),(2.10),(2.11) 'de bulunan w cinsinden
egdeferleri yazilairsa :

7, / z 2 4 2
x::'!"wyly)"‘ (‘f"/“) [Wx; Wy/y- CM{;) J} z2dV

dV = dF . dz yazalip 2z = 4+ h/2 sinirlary arasinda z 'e gire integ-
rasyon yspilirsa

A,,_Dj{ (w,,,(+wy,) (a_ﬂ)[w# JJ} (3.45)

Serbestige memnetlenmiy , kalinlifiy sabit ve kenarlari dogru olan plak-
larda bu ifade daha basitlegerek (G a u s &8 eZriligi diye adlandira-
lan ikinci terim sifir olur) :

D u " 2
=?f(w“ +Wyo, )" dF (3.46)

halini alir . Genel halde :
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E ab
= H:%JID{( +WWJ—2(4—;*)[ }Jxa‘y-_ﬂ’f‘waxdy (3.47)

o 0O
N W= §, 0yl Goylaegfiby)+ - +cn;n(=sy1=§ cfi&y) (3.48)
3 Burada f, (x,y) (4 =1,2,3 .....n) fonksiyonlari sinir garilarini sag-
& lamaly ve deforme plak ylizeyini temsil edebilmelidir .

ng— =0 olmasi gerekir . Bu demektir ki :
21T . 2l EﬂT ol
=it 5 20 cere.-L—-0 (3.49

Buradan ey degZerleri hesaplanir .

Buraya kadar anlatilanlardan , R i t z metoduyla plak problemi-
nin ¢dzliminde simir gartlarini saglayan ve ©plagin gergek deforme yi -
zeyini yaklagik olarak belirleyebilecek uygun f, (x,y) fonksiyonlary -
nin se¢iminin dnemi hemen anlagilir .Metodun istenilen yaklagiklifi sag-

lamasy buna bagZlidar .

% Uygun gekil fonksiyonlarinin segilmesi ic;in de burada , trigo -

nometrik fonksiyonlardan ve kiriglerin sehim formiillerinden yararlanila-
caktair .
S Diigey sehimleri , degigkenlerine ayrilmig sonsuz bir seri ola-
rak ifade egelim .

w(x,y)=§§ Wonn R ) T (y) (3.50)

Burada X_ (x) ve o (y) , seri ifedesi iginde , tek bagina (hig de-
Zilse) geometrik sinir sartlarini saflayan ve her biri x 'in veya
y 'in fonksiyonlary olan terimleri ifade ediyor .

x=0 ve x =38 da sBerbestge mesnetlenmis kenarlarda , Srnegin

b Y (= A 2B wn) (3.51)

a

bigiminde bir &iniis serisi kullanilabilir . Benzer etlkilde y dogrul-
tusunda y = 0 ve y =b icin serbestge wmesnetlenmig kenarlarda

2 W Tsin TRy (3.52)
i =]

&
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serisi Ikullanilabilir . EXer x =0 Ve x = & kenarlary ankastre ise:

@
IM3

2 W (. = cms BUHR ) (& = 1,3,5 ve0..) (3.53)

(=}

tipinde bir cosiniis serisi kullanmak yararli olur. Koordinat eksenle-
rinin baglangica plafin ortasi alinirsa :

| K=t Wm['r-(ﬂf)”f’cosz'g”"] (= = 1,3,5....)  (3.54)

GO
2t

Benzer gekilde y=0¢ , y =a& kenarlary ankastre ise :

Vol

7

EE‘
prECr

2 Wn (4o cos 2—’-’;—"') (2 =235 ssessd - {3:55)

£

Kargilikly kenarlar serbestge mesnetilenmiy ve diferleri ankastre ise
siniis ve cosiniis serilerinin bir kombinezonunu birlikte kullanmak
faydala olur .

o = 1 TTLIL. 2nit
%; W(x,\/).__z_g}; WS m;rx (4—(:03—’-;'42-)

{ % 1,20.5 susnssy § B3 555 svennauss )

Trigonometrik fonksiyonlar ,gekil fonksiyonu ig¢in tek segenek
deZildir . Sekil fonksiyonlari ayni zamanda kiriglerin sehim ifadele-
rinden yararlanarak da bulunabilir . Bunun igin (dy) genigliginde bir
gerit kiris gibi diiginiillir ve kirig diferansiyel denklemini integre
ederek elastik eZri denklemi elde edilir ., Kirigin sehim formiili ile
trigonometrik serilerin kobinezonu da gekil fonksiyonu igin yeni bir
clanak sagZlar .

e

i G O D R Gal oum oW

et
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. DIKDORTGEN PLAXLARTN YAXIASIK ANALIZY I¢IN

BAZI SEXIL FPONKSIYONLARI /2/

Durum Sinir gartlara w,y) = D Wop X 0. Y, Ly) ifadesindeki
"_ZnX,,.,bc) gekil fonksiyonlara
c 4 o : i x
g —f ) x EYM(K)_E_;SM =
5
Y
=z
%sz.—%%(" coszrf:A; (m=1,35...)
x
_ X m X
2 " ?—’. Exm-—; Sm-:— s =
I 1
z _
ZX i@‘.-ﬂ) 42(—1) X (2‘_;: )2 A, sinl0T
m o 2 [zzRelll a
4 a/2 1&/2. 4
) + - R
3 ; l :’é, ¥ | 5 Xm:-g_n (a"_uxz) g AL N
m
¥
B - By X 4 4 m"rx
1 a " =X GG ) gt
1
v,
%
4q e P4 1 mMix
il#fg_ = 7 ‘rz__n _?__( _1)(_) Z_.sm a
z
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O rnek3. 3%,
g D6ért kenarindan serbestge mesnetlenmig kare bir plak , gekil
(3.9)'da gsrilldiizi gibi {iiggen prizma geklinde bir ylk etkisi altin-
% dacir ., Maksimum s8ehimi bulunuz .

i 2p°x
0(1{5 Jcin p =

2p x

2 = -
2(:(: i¢in p_2p° =

]

vl

ity

Sekil 3.9

@B
i

Kenarlardan serbestge mesnetlendiZi ig¢in , bir ¢ift siniis serisi
elastik ylizeyli belirtebilir . ‘

W(X.YJ-;-E §. Wmn,sin mix . sin nity

{m= 1,3:5 coves § D= 1i5,5isnsnsns)

| Wil

Burada w_=c, j &in = xn(x) ; s&in 9{1-—1 = Yn(y) yerine

geciyor . D.‘L§ yﬁklcrin potamsiyd ecerjisi :

V= jprcx,y) w(x,y)]dxdy

o/2 a
=2 ZZ jj_e_ﬁ. 'Wrn .S5in mITx . 8im E_Ei.c’xdy
m n a n a .
(= =] .
gpa® s 7 1
".-':_zz ._&'._..Wmn.Srﬂ—-——
rm n min 113 2
2
P i) I'T?TT‘ hlﬁz) « T . nﬂ-] o4
A,,...E. j [ ( = P sSin = ,Srn——zo dx b
°c o ’ ;
DT 4a?
Y ZZ Wm" (——* +—1

"ﬂ:DT lgg mm ) ZX—Q—% W - Smmn
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Toplam potansiyel enerjinin minimum olmasi igin 3w - 0 oclmali.
mn
§§ 4 2 2 2 e
Dla \y (=2, )R sin T o
i a? at m*niT2 2
W . — SQP,Q“'. S;n—r%u-
i mInTr D (.r'r;"+n')2
= ¥ ' s
& Woty)e228ea? ¥y sin(mnia) o, mitx . sin, 2Ty
.M D min{(mien?) a o
Eég ( n’n = 1'3'5.."-l)
Maksignum sehim x = y = a/2 noktasindadir . Serinimn ilk {i¢ terimini
alarak (m=1,n=13;m=1,n=3;m=3,n=1)
749289 P ot P, 2t > p014
Woog = g = 0,002625 — (Kesin ¢oziim : 0,00263 T )

D

Ornek 3.4,

G

Kenarlarinin orani a/b = 1,5 olan , dizgin yayili yikle yikld
ankastre bir plafin naksimum sehimini bulunuz .

Gy
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e
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a a 1
g L
i |
porumsabt
%g d 2ex )|
h v
Sekil 3.10

Deforme plak ylizeyinin iki dogrultuda da esimetrik clmasindan yarar-
lanmak igin koordinat eksenlerinin baglangi¢ noktasini plaZin orta
noktasi segiyoruz .

=]

wchYJ=h£,§ W;‘nh [4_(_‘)'”“3 m-ﬁx][‘t_{_‘)nco‘ _T;'-_YJ

m
&
=

= 1.3,5... ; b= i, 395e0ee)
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]

Bu ifade sinir sartlarini saZlar :

S 4 (B2) -0
: o ¥ v ___
- ( zgigo (’872,,+b0

iy

Wleis)

Fiincere
G

t

Basitlifi saflamak ig¢in yukardaki W(x,y) ifadesinin sadece ilk teri-
mini alalim 3

WM (4 o T2) (14 )

i
Vi

Deformasyon enerjisi H

e

W,
j (Aw) dxd/y___"_"_.(Sb =i
8 Disg lcuwetlerin pota.nsiyal enerjisi :
- Vd=-f’° jW(x,y)a’xdy:..f:,M,,O.b
= =b
3 TT _ Diriws? 3a , 2
=D (G ey ) B Wt
21 _ 2w DTTY sb 32 _ 2 \Y_p.ab
g 8W44_D T 32 (a3+?i+55) P
W1 DY 3b¥.3a4+20"h7 a.b
§ e g P = fo
E ¢ “
M" — AG'P:‘O : g atl
s DY 3430/544-219-,
x=0 , y=0 igin 'n'n = Wee olur . a/b=1,5 alinirsa :
i p, o
Vm. = 0,0072338 )
.4
Woax. = 0,079 (p=0,3)

Eh3
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3, 6 .Galerkin zetodu

Galerkin metodu gok degigik tiirde problemlere ( plax ve
kabu.kiarm kiglik veya biylik sehimli olanlarina , lineer veya lineer
olmayan titregim ve stabilite prodlemlerine ) uygulanabilen genis kap-
samly bir variasyon metodudur . Burada , dzel olarak y kKliglik sehimli plak
problemine uygulanacaktir .

Dengede bulunan bir tagiyicy sistem dilglinelim . Dogal olarak
dig kuvvetlerle ig¢ kuvvetlerin +toplami sifir olur . Sonsuz kiiglik bir
elemanin denge konumu , x‘,y',y‘. dogrultusundaki dengeyi ifade eden uygun
diferansiyel denklexlerle agiklanabilir .Dzel olarak , kiigiik sehimli plak
probleminde 2z dogrultusunda denge yeterlidir . '

D.AAVW-p(x,y) =0 ' (3.56)

Sekil fonksiyonu olarak :
n

W (x,y) =¥ e,y (x,) (3.57)

segelim . Bu fonksiyonun blitiin terimleri biitiln sinir gartlarina (geo-
metrik ve statik) saZlamalidar . Fakat plak diferansiyel denklemini
saZlamasy gerekmez . Plak denklemi i¢ ve dis kuvvetlerin z dogrultu-
sundaki dengesinden g¢ikarildiZindan , Blitiin bu kuvvetlerin (gw ) vir-
tiel deplasmaninda yaptiklari toplam ig :

f][‘D.AAW_ e Cx,y)] (cfw) dey =0 . (3.58)

(3.58) baZintisinda W yerine (3.57)'deki degeri yazilirsa :

i de; jj[D.A.AW(x,y)_ fe &,y)]-gfg (x,9) dxdy =0 (3.59)
A

(3.59) denkleminin J-c'ti 'nin her de@eri igin saZlanabilmesi kégulu:

-{f(D.AAW_ f:13 f (:(,y) dxdy = o

{fchAw—-Fz)-Fg_ (X.y) c:'xdy = O
[ e (3.60)

— e o ——— e = = m—— e —— [ —

.-",[I[ CDAAW.. T’") ;n (x,~) dx d)r = O



£

@

’ T
Prhanavgl
4 Wty

GRS

3

RO
o

(3.57) 'deki w deZerleri (3.60) 'da yerine yazildiktan sonra plak yii-
zeyince integrasyon yapilirsa , plak diferansiyel denkleminin ¢&ziimi
basit fonksiyonlarin belirli integrallerine indirgenmig olur . Bunun
sonucu da elde edilen lineer denklexlerden bilinmeyen (c1 ;e

o vee cn)
katsayilari bulunur . Biitiin enerji yaklagimlarinda oldugu gibi , metodun
yaklagiklifi , uygun gekil fonksiycnlarinin segilmesine baZlidar .

Ornek 3 .5.

Sekilde verilen d&rt kenarindan ankastre kare plagin , p = B,

dizglin yayila yik etkisinde , sehin ifadesini ve maksimum sehimini
bulunuz . .

Sekil 3.11. Dilzgiin yayili yiikle yliklii kare plak
Wey)=2 LW, 4 (4~ cos 2 )(-cos 20Tx)

f-i i g X 5.8 ssasas)

segelim . Bu sekil fonksiyonu ( x=0 ve x=a 4igin ) w=0 ve %f =a§l;; =0

gartlariny saZlar. Coziimil basitlegtirmek igin sadece ilk terimi (m=1 ; n=1 )

gdzdniine alalim . BSylece variasyon ifadesi :

f [D.\&(M.AAL Cx,y)-f?‘,] 5 (x,y) dxdy =0

o o

haline gelir . Burada :
JC‘ (x,y)=£. (4- cos 3_’;'_’()(4_ ces 2_2_1)

dir., Bu deZer yerine yazilirsa
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l., Terim

W,, fo}aa;u y)J; Gy)drdy = W, Djﬂ__ , mwmg

A 12T\ oo 20X Ay 1 2x n 7
+ = (%'.) Cos X, cos -EZ -5 (ZE) (i cvs.?}tm_gz (4- co.t%’i)(f_m%"]}

"h44I)<SﬂAJ <nq s—i) =:21vg,1rn9

METTRACTY: az

2. Terim :

aa L -]
to [yt <te | [ ot T 1oty ) dedy - o

Bylece :

- fo @k
sDTH

\A/,.,,.mx = _Pea | 1 (444\(44—4)_0907282——
za/2 8DT1r4
:o/z

wﬁax. i¢in kesin deger:

Po 54
wmax. = 0,00126 g
Yalniz bir terim a&alindigi halde hata

( 0,00128 - 0.00126)
0,00126

= 1,6 &
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3 ,7.80n1lnu farklar metodu

3 .7 .1 - Eirisler icin sonlu farklar :

Sonlu farklar metodu , analitik ¢ozilmi gii¢ olan birgok plak
probleminde bagvurulan , uygulama alani g¢ok genis , yaklagik bir nii-
merik metottur . Metodun &zl , plak diferansiyel denklemini sonlu
farklardan (finite differences ) olugsan bir yaklasik cebirsel denk-
leme donligtirmektir . Problemi o&nce tek boyutlu olarak dikkate ala-
lim . Yani y = f (x) eZrisini goz o6niine alalim 3

-2 M-4 m mel met
Ax | AxlAX | AX

'R

Mt Pl Yo
N\

L

Iy

Sekil 3.12. Kirigte sonlu farklar

xm-xm_1= le"xm‘ .......SAI

olsun . Bu eZrinin m noktasindaki teFetinin egimini ya.ni(—%i—)m’i
sonlu farklar cinsinden ifade etmek istiyoruz .

&y v (él_
ix'm AX m

(3.61)

ﬁ%f i¢in iki deZer yazilabilir s (1) Ileri defer ; (2) geri deger

(1) 1lleri cdeper :

AY

Yl = Ym )
X /me,m

AX
L

S It%gé)nmu,n14"(f%;%)"ﬂ,”°'4;]

lA-Y\ - :ZTH-ym S Im = Ym-i Y =M1
\ZX jm 2 AX - ZAX = Z AX.

of
=\
(2) Geri dezer :

(3) Ortalama(merkezi) deger:




*’F’Jj )
L .

g

(8 () - 2 mn

(22 - _ci(éz) = A fay’
dx2 " dx \Ex/mT Ay Nax /m
% 'in birim boydaki defisimini arayalim .
% 21_[(4_»*) - (4x) ]
A¥ ‘AXm AX AX [l N A% Jmyme
}’ 9_7, Y - -
&8 .. mA)‘- = - an;’m ‘__ Vs = 2Y e+ Y m-t
Ax2 AX B (&x)2
a7 = A’y _ Yrow = 2Ym+ Y ma
dx? Ax?T (&%)?
d4
Acaba -———-i— sonlu farklar cinsinden nasil ifade edilir ?
d x
(52) 2 (%)
S=4’m \AXE/m
277 ) = Y 220m HVema L ()
b-‘ﬁ': m (AX)Z it
diyelim .

Any) (A )
(Ax‘* RVE
clacaktir. (3.63) ifadesi yardimiyla :

A% _ qé’ﬁ-,i.] -_— ?d.—h -+ ‘ﬁm_’

Ax? @x)*
b = Ym+2-2Ym+i+¥Ym
m=+] LAX )Z
érn-t = Ym=-2¥Yma +Vm—a
(&x%x)?

Bu deferler yukarca yerine yazilirsa :

58

(3.62)

(3.63)

AYY  (miz =2Ymes 4¥m )= (Yemey =2 Ym + Y1 Y2+ (Yom = 2% + Yomez)

IS (Aax)“

Al _ Yz =4 Ve +6 Ve — 4 Yy +Ym-2
AN {ax)H

(3.64)
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' 1
1
= i C—3 I
s
&S 1
| OO0 =
5 (A x)
, )
| @3 (263 3
g 2( A x)
L ,
ylv + 1 -4 + 6 -4 +1 ——]-'—-—“
S (Ax)
E}ﬁ
EOKTA
m=2 m-1 m m+1 m+2
" Tablo 3.2. Kirigte tiirevlerin sonlu iarklarla ifadesi igin
&3
;j katsayilar gemasi
&
E‘% 3.7.2 = Plaklar igin sonlu farklar :
& Simdi plak denklemine gelelim : W = W (x,y) 3 yani iki dogrul-
& tuda deZigkenlik 85z konusudur . Fakat parsiyel tiirev alinirken , di=-
ger deZigken sabit kabul edileceZinden , tek bir deZigkene gbtre ti-
%{% revlierde bulunan ifadeler gegerli olur .
. oy
0 x m-1 Mt m mel mez
&
% by A% Ax
Ay,
% n-2
S A
L n-{ :
Ay
S § o .
% n+t -——4‘—;’-
n42 &
g N v y ‘P

Sekil 3, 13 , Plaklarda sonlu farklar aZ:

8
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FlaZi gekilde goriiléligli gibi , bir aZ bigiminde Ax ve Ay genigli-
ginde dilimlere ayirdifimizi , aZin keeim noktalarincaki sehimleri son-

lu farklar olarak gosterdigimizi diiglinelim . (m,n) noktasini merkez nok-
tas1 kabul edelim .

(3“W\ = Wm.2,n=HWm-1.n + 6Wmn - #Wmei,n + Wme2,n (3.65)
2 x4/m _ (LxN¥

Bdu./)g Wm,n2-4Wmanit + 6YWmn -4 Wm,n+! +Wr,me2 (3_65)
oy (&Y

Iki deZigkene gbre alinan tiirevlieri yeniden inceleyelim .

(aw -~ W ,n ~Wm-1,n -~ (BWJE Wi, nat = Wen ey
2AX% e 3 Yhmn 28y

Burada g, = # (x,),

(Q'w )g_z_\ Aw) JASN) | — B = Ben o
BX DY /mn AY\NAX /mn Py mn ZAY

- - _W, -1 — W,
dm,na.r _ me,n-ﬁzlé':m 1D P p— ma_,néAxm-’ -
2w = Pak"Y] (Wm+, net W, no )- (Wm-;,nﬁ m-un—l)(3 €7)
2x OV Fo R GAXAY
@"LJ) S Wmei,n =2Wmp+ Wmos,n (3.68)
w2 /mn (.A}()i
a’w) = Wm,nsi = 2Wrmn + Wm,no) (3.69)
3 y? BAY)?
24w ~ A'wW A-z (.6 W\_A%  Zm,na-2dmn +< rm, n-
axdy?) = AxTAY? Tavi\axt) aveT (&)2
( (Wmo-l.nﬂ-"zw"? n+l4'Wm-l:"Hf) 'Z(Vmﬁn?wmn r'an)
A)(’AV>_ (AX)*Lavy)*
(Wmu n-t— 2 Wm,na+ Wna, n-r)
(A% Y (avd*
24w - Al w )_- 4 W rn — 2<Wm.n+)"'Wrrm.n*-wm—n.n*%f""l-..
\ a"‘:ay‘-j AX?AY (,L\x)?l"_AYB-Z

mn
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W, net + W.—,—,_., Pt -1-\‘5/,.,-,,,_,,,-,__! Wi, not

(AXD>7(AYD2 L3

Plak diferansiyel denklemi sonlu farklar cinsinden yazilirsa :

oW e 3w +8"’w _ ABw 42.5““1 +.A"W A P
oy ax"dy?r  DyY AwY  AxTAvE AvY D

Sonlu farklar i¢in (3,65),(3.66),(3.70)de bulunan deperler yerlerine
yazilirsa 3

Wmo2,n - 4 wm..a,n'l-G W n = 44 YWiemiin +erz,n-+

(ax)4
+ & Wrmn = &4 (Wm e tWimth n s Winat et Win,n-1 )4 2 (o + Wt piri AWt e W) |
AX)™ Lay)?
+ Wmin-2 = 4Wm.noy + 6 Wmn —4Wmne +Wmnrz2 _ P (2.71)
QAY\ L} D s
2 2 & X
Denklemin her iki tarafi (A x)° ( Ay)" ile garpalar ve =X

denirse
Dikddrtgen elemanlar igin,plak denkleminin sonlu farklarla ifadesi

Wmn [6 ("‘2*-;—:)4— 8] - “[(4 +£‘- )(Wm.l'n“-Wm-H’h)'i ("*dz)(Wm,n-r o2 V\/m,n-f r)]"‘ s

1 o )
2t b e P (08 W o204, 5 Wi e = 87

(3.72)
Eger Ax= Ay olarak alinirsa of =1 olur .

Kare elemanlar ig¢in plak denklemi

20 W""’"? -5 Wm-',-r'; Mr'{'u-!,_*; “r/h,nj \;“H/P-H 2(%,1717 Vg-iﬁi-i Ur\/nu,—#_%—',n-r )+' 8
y
t (Wm-z n+wm+1,n d wm,n—z + Wf'n:ﬂ-i-i‘) = "E‘ @y)

(3:73)
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(a)Ax =4y =X

2a? — - 4a? - 4a* +2a?

| =

+2a? -4o® - 4’

(b) Ax = a(4ay)

Tablo 3.3, Flaklarda Sonlu Farklar AZ1 igin

Kateayilar S$emasi

. I
O e o e O RORS
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3.7 .3 = 1c Xuvvetler

TS [P e romprmm—

(M},),mln_-_—__DIWm.mJ-2Wmn+Wrn,n—T +/,4'L/Wl,n-2th+Wm—l,n J (3.74)
&)? ZS3E

(Mxy mnw.—D(d_/—t) (Vmw i +Wm f:h-4) (Wm_,,m,)‘l'wrw,n_)
4, A, AY

ax-Ays,\ ise :

(Mx m’n._.—_-. [(Wm+; n-— 2w n-‘—wm ;n)-}-}"t (Wm n+'—2Wm+Wm n_t?j

(.My mn= ——)‘—EI_-(Wm,ms ~2Wmn+ Wm, r;-a)+/‘“ (Wm-u,n" QWWWM-J,FT)J (3.75)
={£9D (w,

4 A2

M.,

xy'mn=

s, =N nag = Wm-r,n-e-l +Wen_i, o )

7 o AW AW
"Gy deZerlerini bulmak igin &nce (AW) PRVT (AY};

(AW)mh_ m-l,n = ZWmn +Wmu,r}+ Wm'n_, -2 Wmn 4+ Wm,n+
(LX)2 (AY)?

Ax=Ay=2:

QAW)m;-.—-—— (W ot n-l-wmu n—l-wm nor +Woem St = Awmn \

/
= — ’a D CAW m+1 n(Aw)m-“I,r‘L
Qxh.DE;@wL .

-
-5 {5, 6. Do [e- @9, ]

(Qﬂ)mn _—;S.%(% AW +ZJ W_‘ nW'm_z ,-,Wn-,.p, n.»,“/rnq-;,n-) "Wm-l,nrl X—J,h—l)

(3.76)
(Qy)mn & -—5'1—;3- Q’:’/l;aﬂwm';"““jm n-l Wm n-z nw_-:-fwm-i "H»-!Wmﬂ n- Wrn-u,h4>
(VX)mn -_-__.__. 2(3-#«)( Wm,,,,)+ (?/.)(w - n-,"""n-mu MM)+W v Mn]

(V )mn-—- rf‘i \h,.,. _}r'f \_.. {n \/w W \,\‘r

e "‘h H.-f\')-rl ?l'\-l' mdh—f} ﬂzﬂn mp—]

(3.77)
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3 ., 7. 4 = Sainir sartlar:

G¢ozUmin tam olmasi igin, diferansiyel denklemin ¢Ozlimi yeimezj
sinir gartlarinin da saZlanmasi gerekir . Bunun igin merkez noktasi ,
sinir fizerine taginir ve plaZin fiktif olarak devam ettifi varsayilair.

VA (1 e
4y

|
i
L5 I YR vy
1]
]
]

A tn eiaTmean
[} i

1 |
m-{ i n, A+l T;»!,Ai_
i t
[

S Y-

)

5

A!

(R
@:w:’»}r«_«,

Sekil 3.14
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Pre o
Lt

2 ) A -A' basit mesnetlenmig kenar ise :

1) VIMTO | 2) Avw| =0

m,n__—-’ ]WM+J,FL

% L AX | LX I
X 3 L |
&%‘ 1) ¥2,n wm,nu = wn,n-;’ wm,n+2' wm,n—?’ 0
= W -2V _+ W W ~2W__4W
2) AW _ = -3tum w ;—hn . BBl mn2 m,n-1 _ o
3 m,n
= ' (ax) (Ly)°
% wm-n.,n * va-z,n -9 le,n = wm—;,n (3.78)

b ) A~ A" arkaetre kenar ise @

F W
_______‘ . w - o 2 i— = 0
F "‘--.J’\ 1) AL" ) °x AL

t AX t Ax
v:,n-a,n me“'n
1) W = W = W = W = 0
=,n B, n-1 B,n+1 B,..
¥a+1,0 = Ym-1.n
2 . st 0 W W .
) 2 AX = B+1,Nn x B-1,n (5 79)
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¢ ) A - A" bosta kenar ise
1) Hl = 0
i xu|
1) (Hx) =
m,n
2)(v,) =
B,n

Fiktif noklalarin sehimlerini

3) () &

m,n-1

4) (M) =

m,n+1

Bu ifadelerden

" W W
2(l'+f4) o, n+ m+1 n+wm-1,n+/"'('m,n+1+ m,n-1

=2(a+ M)W
=2(a+ p)W

¥ m+2,n’

+hm+2,n-wm—2,n

W ’
m+1,n

W
m+1 4 O=-1

2) S Li'o

+W
m,n+1 m-l,n+1 m+1,n+1

(serbest) kenar igin katsayilar gemasa

W
m+1,041

) =0

=0

yok edilirse

elde edilir .

3 L m,n-2

-8

+ 4/<+ A/L O,n=-1

m=2,n

16

F- 6f¢2 m,n

E-1,041

-8

+ 4

m,n+2

A

2

—/L m,m+2

Serbest kenar

ft(w ,n+2+win) =

€5

2(}-fA)( m-1,0 Yta n)+(2'/¢)(wm+1,n+1'wm+1.n-1-wm-1,n—1)+

elimine etmek ig¢in iki ek ifade gerekli.

bosta



i3
i}

i

il D OB 2 "

Ornek 3,5,

Dilzglin yayi1ly yik etkisinde , kenarlarindan serbestge
mig kare plak

._«I/I‘ a) AX=AT= 1/4 olsun.
3 |2 I3
5 4 . -4j@ W)W, w5 bulunacak .
s de b | [t
Ya
Uy b | {luy d
Sekil 3.15
1 noktasiy igin : p. ( X )4

=P, 7D =256 D

20 wé -32W, +8 w5 =8 (1)

2 noktasy igin 3

]
20 W,- B(2 W,+ ';*°)+(2 w2+o+o)2+ (W, +0+0+ W 2)

3
20 W, - 8( W+ 2 ¥y )+ 4V, =0

2 W, -8W¥ -16W, =8 (2)

3 noktasi ig¢in

66

nesnetlen~

= 8

'oo=
20w, -8 (2 W, +0+ 0) + 2 Wo+2W 42w a

3

20 Wy - 16W, +2 W =a (3)

’n’s-&a '-'2--%—. HI.%;




3 Rl p, 1*
W = 32 * 756D = 0,004028 =

E | p, 2

Kesin g¢o&ziim (serilerle bulunmug deger : 0.0041 —F—— )
g Momentler 3
% —2W 4 W, 4V, -2W +2W,

meM = Hx(1) ==D ( E % e -JE-”—- )

1 16

--—f’f,—" (2 4p) (W, =W, )

.535%-3%— P 12 (2 +p) =0,0351 p, 1* & + ;)

§ Betcnarme igin /«. = 0,15 alinirsa max. M_ = 0,040365 P, L
: /-C = 0,20 i¢in Hx = 0,04212 P,
}-L = 0,25 i¢in Hx = 0,04390 Po
Serilerle hesaplanmig kesin g¢ozim 1
J= 0,25 dgin M (y) = 0046 3, L8

B) Ax=Ay=1/8 olsun

) data 1
T T
3 W 2N
A Iz 40 Al
I 6 9 __‘;_g'
|
2z (S r B . Y
]
[}
]
d 3 . -

Sekil 3,16
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Sinir sgartlarindan

L T 11 = Ty ™0
V==, W =-w,, WgmeWg , W =cv
Diferansiyel denklemi diZim noktalar:i igim yazilirsa, a = P, %ﬁ
olmak {izere :
A W, Wy v, !5 W¢ W, Wg W v if:j
1-4% -8 1| - 2 | - - - - - [a/4
2 | -8 25 | --8| 1 |--16| 6| - - - - a
31 1 -8 20| --8 4 | =16 4| 2 - - a
4 | - 1 -8 19 - | 4 | -16]| - 2 - 8
5.9 -8 2| - 11 -8 | 1 1 - - | a/2
6| - 3 -8| 2 -8| 23 | 7| -8 3 - a
T 1 - - 2| -8 1| -8 20| 2 | -8 1 a
8 | = - 1{ - 1 -8 2 10 | -8 1 a/2
9 | - - -] 1 - 3| -8| -8| 22 | -8 a
10| - - - - - 1! 1 - | -8 9 | a/2
W = 16,6081 a W, = 11,1962 a
W, = 15,4436 & W, = 6,2065 a
Wy = 12,0311 a Wy = 8,7427 a
W, = 6,6634 a Wy = 4,8598 a
Ws = 14,3636 a Wos 2,744 a
My == D {2 ]
¥y W, = 20+ W, 2(\:1-\-'2)
af‘lm‘ (ax)2  (ax)
i o D _l;l§5§§~. . _2422295
(ax) (ax)

68
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M=+ 23290, Ly 23250 5 (1/0)F 2,320 |, 2
(A x) (1/8) 8 o
2
¥ = 0,0364 (2 +jn) P, 1
M o= 6,25 igin M= 1,25 . 0,0364 p_ 1° = 0,0455 . 1°
/4-: 0,25 igin _kesin ¢&zim 3 0,046 P, 12
4 4 4
p_(1/8) p. 1
o 16,6081 [
wmax. = 16,6081 E— i ryumii 0,0040€
P, 14
kesin ¢8ziim 1 00,0041 =
3.8. Sonlu elemanlar metodu

Slrekli bir ortam olan plak , fiktif (" iyeli) sinirlarla sonlu
sayida elemana béliniir . Bu sonlu ., elemanlarin y birbirleriyle baZlanti-
simin , yalnizca , "diifiim noktalari"™ denilen kdse noktalarinda olugtuZu
varsayilir. Ayni1 gekilde elemanlarin kenarlarinda Yayilar durumdaki ig¢
kuvvetler ya da deplasmanlar , diifiim noktalarinda yefunlagmig kabul e -
dilir .

“w

Sekil 3.17.(a) Dikd¥rtgen bir plakta scnlu eleman aZ:
(b) Dirdértgen bir sonlu elemanin diifim noktalarine-
daki deplasmanlar
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Segilen wmetoda gire bilinmeyen olarak dii¥im noklalarindaki deplaszan-
lar ya da kuvvetler alinir . Buna gdre sonlu elezan " deplasman modeli™
Ya da " denge modeli™ clarak adlandirilar . Geometrik bir bakis agisi
saZladiZi igin genellikle deplasman modeli kullanilir . Tigim noktalar:
igin sireklilik gartlari yazilarak lineer bir cebirsel denklem takimy
elde edilir . Bylece plak diferansiyel denkleminin ¢Ozlmli , cebirsel
bir denklem takiminin ¢®&ziimiine donigtlirtilmiy olur . Ancak g¢oziim hizli
bir bilgisayar yardimi olmaksizin miimkiin deZildir . Konuyla ilgilenen -
ler daha genig bilgiyi kaynak /2/ ve [/5/ de bulabilirler .
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SZM. 4 . DAIRESEL PLAKLAR

4 .1.Polar kcordinatlara gecig

Sekil 4.1. Dairesel plak

Dairsel plaklarin incelenmesinde pelar koordinatlarin kullanil-
masy biyik kolaylik saglar . Bunun i¢in karteziyen koordinatlardan po-

lar'a gegis gereklidir .

(H NN R R N el o GEn

x=r .cos? y=1r . 8in¥
(4.1)
r = l'_..:- Y ti _.-!':".. = +f \
VE T S et
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Xy T ve ¥ 'nin fonksiyonu oldufuna gbre W (r,4)nin x 'e gére tii-
revi

ow 3w dr Dw 29

5% " Br 5k "o 5% (5
3:—— X A
T —_— os"x" 'a._{-_ & -_i.._ N
ox et f (4.3)
dw - Bw ) 4 al )
— —_— e — 'ﬁ'f -]
o= - B v e (“?'a S )W(44)
oW 'BV) osP O 4 0 DW 1 o pdW
Spocit - R G F R )(“""aa—r"r—""""g;)
B w Pt Cosn‘fa, - ‘FD W / W I .n -a!w QW’
o= Brs * e S Y S eI G L wont T L sinze S
' (4.5)
Be...er gekilde 3
_a.ﬂz_?i/ ?_r‘+3u/ o i &-_:sw‘f ve I.a_q;.—_.i_ cos¥
By 9r 2y ¥ ’37 Dy dy F
oldugu igin
1\"_{=sin‘-f.a_""/ ,_;.-l_...c.o:,cf..‘a_“/. (4.6)
Dy - F i
a’W:S'!ﬂu‘P.z‘i/-p_‘_ Caa'cf)& 4..1 cos'z‘f&/.;. sm?‘f’a AR08 s.nZ‘FaW
oy? orz rz ez r S orop  r? 2V
(4.7)
°
(4.4) ve (4.6) bagintilary dikkate alinarak ve ’afawy= gy (g:)

cldugu hatirlanarak :

34 2 3 :
Ow =_IS‘r'n2‘fa L —-'__CD.SQ'P_%,_I_..SIH 2(-?.3_“':’.’.—_‘ .Sm?‘f’g_h/.;_...

ox3y 2 Qr2 rt Y 2rz gz 2r or
'a?
+_ Cos 2 \
DrovY (4.8)

'w W
(4.5) ve (4.7) yardimiyla Asz’ax?+ v aranirsa i

8’ | -a'W 1 B\J
Aw”arz+?"zar= oo (4.9)

bulunur . Su halde polar koodinatlarda laplace operatdri 3
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Bipre e syl B (4.20)

Buna gbre polar koordinatlarda plak diferansiyel denklemi :

3 p(r,¢)
B DD N - ——— (4.11)
Eﬁ]‘. Agik yazilirsa :
E, ot 1 2% _I__?L)(a’w 1w IBW) f’(r'P) gy
- (3_,—1+r2 567" rar J\art reaee or D et

1 kuvvetlerin Polar koordinatlarda ifadesi 3
o XY, L AW f?hfj
- Moe-DJS g (L2 4 1 2Y)
£ W, 13w, %W
& M‘P“_D(H AT Br‘)
& ) W 1 1 ow
\Eij Mpp=Mey=-D(4- /u) (_.__)_-D('f/u) s a,,)
3
g @r=_D_(Af,w)
R, B T

! Qp=-2L2.(A,wW)

1 _ | ?Mr:,p
. Vs QL3

N S .EHL
€= Qg+ >r

{4.12)

L o)
e
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A.2.Me£_lgeze g Oore Simetrik ik 1l 8
CTajreegsel Plaklar

A.2. 1 - Genel

-4

l |
Z,W )
Sekil 4.2. Merkeze gire eimetrik ylikli dairesel plak

Yikiin merkeze gére simetrik olmasi demek , ylik yalnizca 1T 'e
bazli olarak deZisiyor demektir . p (r,¢) = p (r)
Plak da merkeze g3re eaimetrik ve her yerde mesnet gartlari aymi .
Boyle olunca W de sadece r 'e baZly olarak deZigir ;3 Y ‘cen baZim-
sizdir . I¢ kuvvetler ic¢in de ayni gey sdylenebilir . Demek ki higbir
gsekilde ¢ 'e gbre deZigme 8bz konusu degildir . -9% =0 olur.

Bu durumda polar koordinatlarda Iaplace operatdri :

d2 1 d
Ap’;"‘;*’;'F (4.13)

bigimini alir . Plak diferansiyel denklemi 1
p (1)

A A V(@) =—5 (4.14)
£+_f_c1_) (cf'w+'_d\~f)= .
drz r dr Jdrz rdr D
diw, 1d3W 2 W 2 dw /W | dw 1 I'W _pir)
Ak Fdry 2 draTm ar r\Jri rrer rdrr/T P
3 ° .
ST M (4.15)
Ir¥ Frdrd 2 Jrtr +3 dr D

Merkezine gire simetrik dairesel plaklarin diferansiyel denklemi .
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Folar koordinatlarda i¢ kuvvetler igin buluman ifadelerde
0 yazilirsa :
M, =_ D (2w ﬁ_d_)
r <d r2 * r d4r
M,=-D(Lw i
] rFdr &' x ,-J,-—z)
Mre=Her =0 (4.16)
Q =V, =D (dW | dw --D(dsw Tt o aw)
dr ‘\drz rdr de3 rdrr r*dr
Qq:
Qr Me
4 Hz' #0
M
H ¢ M, # O (sabit)
Mr
Hr‘f" 0
Qe =0
Sekil 4.3, Dairesel plek elemaninda momentler
Diferansiyel denklemin ¢oziimil @
= ¢ deZigken dénligliziini yapalim . dr =a . dp
diw, 2dW 1 d'w 1 dW _ pa¥ (4.17)
d g Yede T papterde D
Vo= Wy + ¥ (4.18)




£ M
) )

et

o

T
ez

S
)

e %

76

& w2 5 2 = Homo jen cozim :

Denklemin homojen kiemiy Eu ]l e r tipi bir Ciferansiyel deaklemdir "

Katsayilarin tisleri ile tirev mertebesi toplami her terimde

sabittir,
w1v+-—§—-w"' --;-;w-.;-?}?.w- =0
Her iki taraf) f4 ile t;arpailm H
i’4 r“+2p3 e -pzw +PW' =0 (¢.19)
Biyle bir denkleain genel ¢oziimi 3
A h’ = c e _?A
w: C-f
’ AT
w=C.X.Ff

WZLA(h.4) C pA-2

WO Goz)e . @3

WA (z) (hos) c. g™

Bu degZerleri (4.19) denkleminde yerlegtirirsek :
i EA[A(AJ)(A_Z\ CE- DI ()«_4)&-2)_)\(,\_4)+)J =o

Parantez igindeki defer , f () , karakteristik denklemdir .
Bu cenklemin kékleri : A, A, , A. , Xy
Farkly kodkler ise :

Wh=C, fA' + 5y f)(z+ Cyg™s Cy g™

geklinde clacaktir . Bu kdklerden ornegin ikisi katli kok ise :
(A12A1+1) bu koklere ait terimler :

+ ak'un
CiP/\"+ InP C 3

i+1”
bigiminde olur .

$imdi karakteristik denkleme dénelim ; &nce )\ parantezine alalim

A0 2B )2 (MdB2) pod 4]

P
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i
Kogeli oparantezi sadelegtirelim ,
£ =X (Xx2)(322) )0
fOYV= 22 2)% 2
X,:)\zzc
(4.20)
b
X, Ay A A
W,=C, §'+1npc, ¢ +03_e3+1n9c457 5
W, =C +1np. C2+C5.f>2+04.?2.1nf (4.21)
p(p) = po(B°+Bl.F+32f>2+....+Brfr) (4.22)

Buna gore Hp partikiiler ¢oziimiinii de yine £'ya bagli bir polinomla 3
W ()= 4 +2a + A 2+1 3 4 + A o (4.23)
p f o 1.? 2f 3f % 5 a8 00 n.f L]

biciminde ifade edilebilir . (4.22) ve { 4.23) ifadelerinde :

A sresins 'Br katsayilary biliniyor .

3 L

Ao ’ Ll ' 4!.2 ' L3 srene s A katsayilari dbilinmiyor .

wp (£) 'yu tiretip (4.23) denkleminde yerlerine yazalim :
wie) = A1+2A2?+3A5S?2+4A4f3+515f4+1r9r-1+. PP LT W E
W(e) = 2 6L f+1za4g2+2m559+(r-1)r;11f‘2+....+(n-;}n.Any“‘2
W (p) = Eage24t f'+60.l.5f2+(r-2)(r-1)r.1 £ 4. . 4(0=2) (n-1)n.a 6™
Vo (p) = 244412000 +(r=3)(-2) (r=2)7.4 ¢ 4. . 4(0-3) (n-2) (m-2)n.A ¢ 2
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[244!.4+12QL5 +..0.4(n=3)(n-2) (n-l)n.An ?-{] +2 ?1 [613+24A4?+6015 2 P A
+(n-2) (n—l)n.An.?n-ﬂ - f—2 I:ZLE+6.13?+12A4§12+2QL5F3+. s .+(n-1)n.Anj, n-2] +

- D= .4
+ £3[11+u29+u5‘g2+u4q5+5a p g ’] gz (2)

_?_311-1»9 f-113+64A,4+22591 S .+n2(n-2)2 A, 9“'4 =
4 (4.24)

a 2
=3~ P, (B +B, 9 +B, ¢ +3, f3+. .- u#B_p7)

Ixi pelinomun egitliZi ic¢in ayn: kuvvetteki terimlerin kateayilary
esgit clmalidar .

A°=.&1=A2=13=0
P ‘4 Po ‘4 ; Bo
64 A4 = B‘J —_— A4 =3 1 (4.25)
P, 34 - Py 14 Bl
225 Ay = —3— B, B Ag=— * 320 (4.26)

Genel terimleri inceleyelim . Genel terimin sifirdan farkla olmasi igin
n-4=1r , n=7T+4 olmaly . Yani partikiller ¢&ziim yik poline -
mundan 4 fazla kuvvete kadar yazilrmalidar .

4
2 2 Po &
n(n - 2) "n =3 Br
P, 34 Br
A = .
n D nE(n_z)Z
To s .- (4.27)
A i . . Al27
44 D (r+4)2(r+2)2
Tr+d
. 4 5 T+4  _ .
Moo= A, o hgp b A0 ;1..5»,
4 !
P a B B B r+4
Wom 22— (=2 p44 =202 4 iirrrip —E— O (4.26)
' es £ * 225 (H“z(ﬁ?)f
. 2 2 B4 g
Wby +W,=C +Cy1ln +C;9°4C,. @ .lnf+1§=4 A 9 (4.29)
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£.2.3 = DeFisik yikler icin vpartikiler gozliimler
& ) Dizgiin yayili yiik & P=p,
J B°= 1 ' .B2= ng ----- = 0
(T I », Bl 4 seau :
Fay i yaY P2 B, Pt 2
2 1 & . Yrag= D - BRIl S 7
“ - (x+4)“(x+2)
1 3 a’ 4
Vi P (4.30)
b ) Kenarda safir , merkeze dofru lineer srian viik :
[, @
i l . .
A a 1 % N Bozz B1=-.1 Y= ¥ n=rx+4 =5
L L 1 =
% A 4 P 4 P '-4
A, = 9 L == =
4 €4 D . 2 2250
4
P & 4 5
W = 0 2 X
c ) Merkezde sifar y kKenara dofru lineer artan yiik i
Po | Py p(f):po.f B, =0 r =2
B =121 r+d = 5
: 1
a a 4
e + 4L pO &
4 =253
4
P_a
) 5
Vo= - P (4.32)
d ) Kerarlarda sifir , merkeze do¥ru parabolik artan yiik 3
2p P 2
mo\ plp)=(-p°) p,
Py i.-!l Bo = H B‘ =0 H BR = =)
r = ™+ 4 =6
" Py 34 o po 34 P, 34
4= e m 6 ST e
; a 4 E . .
1'! l*] _P 2 /4‘-5
P b ( 64 g% ) * 3)
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e ) Merkezie sifir s kenarlara dofru  parabolik artan yiix i
° p(p)= ¢°
it 2~ parabol ol i
c P B, =2 ; B=B, =C
r=2 T+4 = 6
PO 34
A =376
Po 34 &
\'r'p = _57?? ._P (4-34)

4 .2 .4 - Ortasinda bosluiu olmavan dairesel plaklarda

Eomojen g¢oziimin &zel durumu

| 2 2
idi .
TH 1 2 2
w=£ A p7+ C 4+ C, lnP+(:5§3 +C4_f> . lnp
p=0o igin ln_f: = O olur. Plagin ortasinda maddi bir nokta bulun-

dufundan , burada W =oO olamayacafina gore C2 =0 olmaladar .

Dirm > €npe = o.00 _, Belirsiz sgekil

feoo
fin Pof _ 0, /8 __ €2 _
P—o P-t P—=o ,_7_9'3 2

demek ki 04 # 0 olabilir .

£ ‘
Q__;j) deferini arayalim :
a9
dw _ (ZL.AL-,{’L‘) +2C3f + Cy (Qf’. (hf-c-f‘)
o
'd—z“/-= Z(‘:‘f)LAif‘_izcg +Cu(2fp+3)
de?
2
lim § — 0 (d : ) = O olur . Bu da plak merkezindeki momen-

tin sonsuz bilyik R olmasy demektir . Bu olanaksiz oldufuna gire

04 = 0 clmala .
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§u halde ortasinda bogluZu olmayan simetrik ylikli dairesel
plaklaréa
Cp= C, =0 (4.35)
W = C +C 2
g = B, +C,p (4.36)
p & i
W= C o400 +§4 4,0 (4.37)
1¢ tesirlerin [4 cinsinden ifadesi :
a*w poaw D, a°w g
M oD (= + S)==zx(—=+~.57)
: dr2 r @& o d?2 § " dp
1 dw d D 1 aw d2W -
My=-D (2 ) === o e, ) (4.38)
4 r dr 22 2t p dp P dj’z
Q = -D (d3w+ 5 .‘l_zl’. Py d"") _D(L!.,,.li.z.!__l.ﬂ.""_)
ar’ T oar? 2 OF e pap? I
= 0
Q‘F
Hr?gnl{r-o

Ornekd4.1.

Gevresl Dboyunca serbestge oturan ., diizgin
yayali yidklid ylkli , bogluksuz dairesel plak

a | a | p, a* 4
ia N ’ wpz_ghn_'f)
W =C 4 Cpup?
g =5y b yep
4
¥ miG & O GE i 4
’:‘l+3f ?—4]3 .P
Sinir gartlari 3 1) Wl =0 2) Mgl =0

4 A?’l rzl
P, &
1)C,1+034—-——64D =0



:
e

53

S

s
B
=

8
J
.
5

_ 82
2
D % P oav
2) -—=( +=.=)=0
32 dfz .F dP)=1
4
aw _ i Sl
dg 2C3P+ 1€p *F
4
ap° 3* 16D f
4 4
2 3p_a
dw aw [s)
— — =2 =
df32+§ffl:. 054 T +P(205+ 16])) 0
4 4
P, 3+ n P&
203 (.1.+’.1)=--—-—163 (§+}1) — 03=-(1+}1) 35T
c 3+ p poa4 poa4 5-*;1'.1%,9-4
1-(1+p)'32D+64D=0_'01=1+F 64 D
a4
P 4 BT
w-m [ (1+F)-2(3+P)P+5+}1
4

p,oa 5+p
wm.gwjf=o= 64D ° 14p

1¢ kuvvetlerin bulunmas; :

C. ve 05 'in  bulunan degerleri yerlerine yazilarak :

1
aw po"4 * Za+p
d?=16D'P(?“—1+'A)
A 3+p

ap? = 5 (3¢ - Tep )

M. == D (S, 1 dw =_E_.r-°“[sf’-;:ﬁ+;.f(w- 3_1:)}

a

df‘z P o a? 4¢)D )“L 44—}"-
- fﬁ‘[f’z(3+ﬂ—)(d+ﬂ)_(3+/u.)(4+)u)]
- AR
2
P, &
Ho= 92— G +p) (1-p3)
=D (1 dw_ , dW)_ D mea[y :_ 3+ 2
Mo=- 2 AT ATy et T ['P_‘P(‘F Zf)”‘(af“ﬁﬁfi
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M, . _ R0 | £2B+p)4 ) L (3ap) (44p) S
-8 Y hir amICH)

X =ﬁ;—2[3+r-(x+3rx)f’z]

P_a

Moy= My =0 I Qe=0
Qrz—Q(‘*SW 49w 4 dw
3\dp3 ¢ dpz Pz dp
b LR T CHNE S IR LYY 22t

Q@ =_pa(2 3 !
om (gf"'w’p“z_e;'P)
Qr.-.—.. -M. P
-2
Q. 'in bu degerini , genel olarak , Z.‘Pz = 0 gartindan da bulabilirdik.

Trrz. po+2TFrQr =0
P. T P_a

Q =~ P G e e

_Hr ve HP diyagramlari : . 32

s o (9=o “igin M=(M ) = —Zr— (3+ p)
Hr-T(3+n)(1-f’){ .
=2 i¢in Hr = 0
i [ l o d a a
1 1 1 | I , ”
. ' R
M, + My + 22 (1)
P..G:( P.;a‘ (
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& .- f=0 igin =0
=]

Qr T 2 P { pO »
§ £=1 dgin Q:r: = (c‘.r)max =- 2
e —3 a P a 1
kg 1 1 |
[ﬁ M r L ' Q sa
o Q0 r==—=x

ks

" Bu detay radyal donatinin st iiste
binmesi nedeniyle wmiimkiin degildir.

&
Ornek 4.2 Dizgiin yayili ylikle yiiklii ankastre plak .
g F l /—F;. y p ad
y, 3 o ) 4 3
§‘3 AN =T E CF 1 R te
= | ’ p. ad
2 o 4
s ‘u’ =C C + .
. S I R kv
aw
§ Sinir sgartlara : 2) W - 0 2J 3s F:1O
Pe 34
i) 01+C3+ <D =0
Po '-4 Po "4
E 2) 26,4+ —qg5— =0 C;=-35%
p, 8 p et ; ot
E 1) C_, -52n + -m-o 1 -+—3_—_
4 4 4
P.a P.a P. &
. W =2 _ .o _PZ+ ° F4
€4 D 32D 64 D

i)
B
=l
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4
P, = : P a4

Y= gD (-2pteph) V-5 G-p

o igin W= W gl TN
. max 64 D

0,
"

1c kuvvetler hesab: i

Pl4 pt.4 p.,4

d
E? XD Pt 5P = 45 (pP-p)

ia- W po . 2
1)

az

M_,:-l(é’_w.,ﬁ i!')-_.-P_. poa” [3?'2 4..._?.9(92_4)}

M =hp_(; j;/ #d:)___[_.e(e-nw(sfz )

[ 1+l.1-(1+5 rl)f':l

2
P=0 1¢in Hr=Hq- %&— (1+ P)

P, a.

¥ =
Y 1c

[*]
?31 i¢in Hrs - A } H‘(z -"1 A

85

2)2

)} foo
A6 D

“‘ f a‘
T - a0
My
+ E-f—z (‘I+/U)
(“f’u) ‘6
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Serdest ve ankastre mesnetlermig plaklarin karsilastirilmas) :

Sehimler 4
————— ’ . P, 2
’um (amcastre) = m—
b &t ¥ank, sl g3
o 2+p W 5+ 5
L (serbest ) = &D " Tiey ser. 3
Momentler
¢=0 ic¢in 2

X (ankastre) = —p-;za— (24 ’1)
2

Mr(ank) 1+ p

- =3
¥_ (serbest ) = &1%— (3+ B Hr(éerj B

Ornek 4.3,

Serbest mesnetli , lineer artan yik altindaki
dairesel plak .

a | To *
t ! = [F "'°+°5f’2+2gsn'?5
34
Simir gartlari t 1) W| =0 ¢ +03+225D‘°
2) W =0 -2 (YLD Lo
§=2 & dP P P?=1
4
aw o *
—&-P-=205§>+ 25 D -P
4
a%y 45,8 3
=2 C., +
ap? 2% TED P
4 4
4p°a 3 0 @ 4
[203+ 45 D P +j; (2C3P+ 25 D -P i = 0
2¢C "'p-o'"4 PO'i4
3" "5 PG5 ) =0
4
Po
203("+P)'- 25D (4+]-1)

86
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fr——h,

e = o

e B M &

——

&2

|

4
c =_p°a 4 +
3 90D " 1+ p
4 4 4
& = m B - poa ) poa .4+p-p°a
1 3 225 D 90 D 1+ R 225D
4
c . T kil -
LT 45D 2(1+}1) 5
4
p':J 34 4+p ‘poa 4+]1 2 po 1.4 5
25T [ "% "wpf *zsp cf
4
P, 2’ J4+yp , 4+p 2 1.5
e 45 D L2(1+P)--5— 221+P5'? +3?
Tl R 2y 2 E
Ll 45D [2(1+r) (1-?)"3 (1"9)
4
dw Po &
dp T 25D (?-P 1+u)
4 .
dzw_ poa (4 4+F)
dfz- 45D P 1+p
2
D ,daw P aw
M= (——+-- =)
T a.2 dPZ [2 d_?
2
D 1 aw 4w
M= (= .5 +p =)
¢ 29 dp Fsz
Yukardaki deZerler yerlerine yazilairsa :
2
Poa 3
Me=—gp— (4+p) (2-97)
2
P, & 3]
Fo=—75— |(4+p) -G +4pp
bulunur .
2
Ry
=0 igin M=M= 25 (4*‘}1)
2
: Da ( )
= 1 igin M =0 H Moo= 1 -
2 - | e I
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Srnek 4. « Lireer artan yik etkisinde ankastre dairesel plak
5
M 225]3 & 1
4
T 1 T g By 5
VeC +Cip°+ . p
Sinir sartlari :
w] =0 H _gw— = 0
) f:l F f:l
}-¢ p°a4 p, o’
b +(:3«-22§']D = 0 (:5 981}
4
4
2) 2 05 * I 0 c, 1;0 -
4 4 4 4
VR LA SR LML el B it o
2251 * f P *1563 "o 15 & T 18
4 4 4
dw Py & 4 Po ® Py ® 3
& D Y T F 5 +P(p7=-2)
4 4 4
d2w=4p°a 3 _ 22 5. (4p7 = 1)
ap2 B0 ‘£ "I5D a5 D 4P
2 - =
D ,aw . P ew By ® 3
M = - = — =) == |1 +p-(4+y)
r-"2 U 52t Tt ap 5| P My
2 -
2y Po® T 3
Toepge. S T S T o 1+p-(1+4p)
I e N - R | P
]3032
p=0 igin M_=N = (14p)
45 5
v 32 P, &
i " i i Rl G
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4.2.5% « (rtasinda boslufu clan

dairesel vplaklar

|

e e

b
T, 1

4 a | a i
1 1 1§
1) 4 7
’ B - & B

e —i
—

4) & R4 f* 2
5) 4 4
6) & 2 F-v 2
7) ~3a K
8) & p-

Sekil 4.4.Bogluklu dairesel
plaklarca gesitli mesnetlenme
sekilleri

B= b/a diyelim . Ortad? madai bir nok-
ta olmadiZi igin C, £0, ¢, £ 0 olur.

2 2
wh=C1+ 02 lnf+ ij - C4f .lnf

clur , Hesaplanmasi gereken 4 integ -
rasyon sabiti vardir. Bu sabitler mes-
netlerdeki sinir sartlar: Yardimiyla he-
saplanir. DeZigik mesnet gartlari olabi-
lir,

Mesnetler igin genel olarak guniar 8iyle=-
nebilir,

Serbest mesnet: = 1) W[ =0
P=fo
- 2) Hr =0
P9 ¢
Ankastre mesnet: 1) W =0
' FPO
dw
2) E =0
=2,
Bogta kenar: 1) M =0
P=f s
2) Q. =0
i

BSylece i¢ mesnet ve dig wmesnet igin yazliacak ikiser sinir garta

yardimiyla C1 " 02 ,05 ’ C4

sabitleri hesaplanir .
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Ornek 4.5,
P

AR NN

TNy

D1y

e | S
ImbMME

a

ve ig
F=1 le

plak :

i

4

1

. 2 2 Py &
w_cl+021np+c39+c“o .l.nf+"g-4??

aw

Mesnet sartlary :

+—

a2 ) ic mesnet : 1) W =0 2) = -0
sz ff:l
1) € +C,. lng+ C,. 8% C.. 8% 1n o g4 0
1" T TPt By POy B dnpr s BT o=
- 4
) C, = + 2C c,p(21 ) i 38 0
2 B ¢t 3ﬁ+ 4 P np+1) + 3y g =
b ) Dig mesnet 3 3 ) W| =0 4) ? =
P=1 P=1
P &
3) C. 040, 0 4 o2 - 0
1 3 64 D
poa4
4) 02+205+C4+ T = 0
P 2 2 11
1 lnp [ p.lnp c;
0 1 2p  plamps) ) c,) al
i & =T
0 1 0 c,
0 5 2 1 1%
Katsayilar determinantiy :
2 2
_1‘ 26 B(2 1np+1) Ing B g°. 1np
A= |0 1 0 + |2 26 p(21mp+1)
a
1 2 1 1 2 )

4

4

4

P.a
7= C .?4'203?-&04 (2_?- lnp+p) + %3'93

dw

90

£erarlarindan ankastre , diizgin yayili wiik

yikld ortasinda boglufu clan dairesel
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R (B e B =0

A:—lp'é-p}
4

P_a

[=)
A1=-64L‘
4

P &

[o]

A: ca D
poa“’
VAR STk D
4

P a

8, -
16 D

veya

p°a4

4, =74CcD
P a

- - [¢]
/—\3 T T 64D
4

F a

o]

As o= 64D
4

P, 2

Ay =~%D

4 2
. P B
0 4;35 2p
1 i b
0 4 2

[ p (8% -1 [(p% -1 - 1mp(e? s 1)’}

B mp g% e
4p3 ']E 2p g(2 Ing+ 1)
1 0 B | 4]
4 1l 2 1
{P: (%12 (1-21mp) - (2 lnp)z-J

91

£ 1np
g2 1np+ 1)
0

: 3

{P[(pz -1)% - mp(pt - 1)]}

1 mp
3
0 1 4
3 P
b | 0 1
0 1 4

g’ 1mp
F’( 2 Inp+ 1)
0

1

{ﬁ[ 1+ 8% -p%)+ 2 mp(p- 1)% 22 mp)z:, . %}

1 mp

0 1 2
y %

| 0 1

0 1 2

4
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_ Po a* Z 2
4,4 =357 /3[(;3 -1)(4mfs-p)+1:l-—%—}
A WAt
_Cl = 2 C2 & s ¢ = ._é_l B ﬁj_
A JaN > A ZNET
Sayisal uygulama =60z ; b=30m ; h=0,30m
p=it/m’ E=2,1. 10° +/u?
| 4/
i S i1 S
j s Py 1 D=4,64 .10 ta
| _g=¢om g% 6D % P=1b/a =0,5 lag = - 0,693

D =2+0,125 -(1 + 0,96)

A = 0,165
Po a? 2 .\2
AT * %D {p[(p-l) (1- 2 1mp) - (2 mp)z:,}
po 34 1l . 64
64D = = 4,18 . 1077

64. 4,84 . 10°
A, =118 10‘3{15.5[(0.25 -21)% 1+ 2. 0,693) - (2. r-yo.693)2J}

A, =-121.10%

P3-4

Ag =zw {pC%) 8% 1) - :mpcp2 1)}}
A 2 = 4, 4:18 . 10-3 [695(@!75) (‘ 0:75“’ °|693 . 1n25)]

A , =-0,729 . 107
4

P.a .
As a3 {ﬁ [1*92(1 -8%) + 2 lnP(Fz- 1)% 2(2 mts)z]-é
Ay =48 10'5{ 0,5 [1. 0,25 . 0,75 - 2 . 0,693 . 0,75%42(2 . 0.695)2]-2}

A, =0,522 ., 1073
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x

P

- 1355 . 3

- 4,418 . 10~

C.+C,. Inp+ c3f2+ Cy .532. lnf’-l-

2077 (=7,333 - 4,418 .

¥ 1073 - 4,48 .

s

ax_

=102 (- 4,418 ,

1072 ( + 4,418 }1-

107 ( 50,16 p%- 37,164 1np+ 4,418 . 3

RN

R TR [

].l

A4 = =3,

+

Q
]

4
5 {? [(Pz- 1) (4 Inp-p%) ,,1] ) %f

2 . 4'18 . 10—3{ 0]5[" 9,75 ( = 4 . 0'693 - 0,25)'.' 1]"‘ 2}

066 . 10>

3,164 . 1070

-18,582 .10

4

Py n

gap *f

4

93

lnp+ 5,164;:2- 18,582302. 1np+ 4,185)4)

- 6,328P-— 18,582f(2 1nj>+ 1)+ 16,72f3)

-

- 12,254p - 37,164 0. 1np+ 16,72f’5)

dw

+
a.2 dfz

4

ap

£

7= 12,254 = 37.164.(1nf+ 1)+ 50.16532 )

49,418 )

8 2
- 45 [50,1ef - 37,164. 1np 4,418 %2-49.418+o,15£16,72 gz
-37,164 lny ~4,438 . 2, 12,254 )|

—TOBIF +5?461nf-0505 f+6891

D (1w,
s fdf

36

d fz

2y

_ 4,84 [16 72p 2 _x7.164 lnp -4,418. ; -12,254+o,15(5o,16f72..

-3260f+57461nf+0505.f+2644

- 3,00+ 1,67 %

-37,164 1np+4,418

gem 49.418)
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a S &= o

| =B

f=1 dcin (Tis mesnet)

K. =-7,081 -0,505 + €,891 = - 0,695 ta/um
x‘( ==3,26 + 0,505 + 2,644 = - 0,111 to/m
Q= =3+ 1,67 =-1,3 t /o

_£= 0,50 icin (ic moment)

Hz_ ==-7,081 . 0,25 - 5,746 . 0,693 = 0,505 . 4 + £,891 = - 0,881 tm/m

M,=-3,26 . 0,25 - 5,746 . 0,693 + 0,505 . 4 + 2,644 = ~ 0,133 tu/m

QL =-30.05+1,67.2 =1,84 t /n
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FOUR1IER SERILERT (=)

Fourdier serileri , uygulamali mekaniZin alanina giren bir-
¢ok problemin analitik ¢ozlimiinde vazgegilmez arag durumundadir . Elas -
tisite +teorisindeki kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢&zimi de
bunlardan biridir .

a) Tek FPourier Serilexri:

G2 oEp Gap ome omD GED

¥y =f (x) seklinde verilmis olan herhangi bir fonksiyon , (sin)
ve (cos) 'lii terimleri igeren sonsuz bir seriye agilabilir . EZer
f (x) periyodik bdir fonksiyon ise (yani f (x) =f (x+ T) ise)

r
£ {x) =-%1° + 4 .cos 2Ix . cos 40X o 4 A .ccs £2 ,]I,I R

T 2 T
2T x 477x 2nTTx
+Bl.sin T +32.sin T Heeeeet Bn.sin——T Fireaivii s v
{1}
yazilabilir , Ya da daha kisa bir bigimde :
i =) oo
1 #
f (x) = > A, +Z A .cos nwx + [ B sin nwx (a.2)
1 1
2T
w == (4.3)

Ao"n'Bn katsayilar1 Fourier Katsayilara clarak

adlandirilir ve sgodyle hesaplanair :

P
L}

-
2|
o - oi‘(x)dx

|
]

=
—;—J’ f (x) cos nwx dx (2.4)
o

td
]

2
L —,r-—ff (x) ein nwx dx
o

(n=1 3 2 o Bsena)

(%} Pourier Serileri ile i1;i1i “:ha genig bilgi i¢in /2/ ye baxinmaz,
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Efer f (x) fonksiyonu , analitik bir formia verilmemigse veya
88z kenusu integralin alinmasy gis 1ise , bu integraller bir toplazla
ifade ediledilir , Bunun igin T periyedu (2 m) araliga bBlinirse |,
Fourier kstsayalara : (T =2m)

ai SN 1
3

Ao= n Z Tx

k=0

2m=-1

kniT .

An = —i— ¥, -cos LS LI (4.5)

k=0
* ol 2m=-1 otn —
n '™ Ve m

k=0

(x=0,1,2,...2m § n=1,2,3..m)

Eer f (x) f cnksiyonu periyodik deZilse » kendl arali®: diginda key-
fi olarak uzatarak periyodik hale getirmek mimkiindiir . Bu keyfi uzanta
dliz harmonik (gift harmonik) , tere (tek) harmonik olabilir .

y

oA 3’:;("‘) 3.,('(1]

el ! o, &

o
)
A
0
y
R

—JL
4
I S ——
§
-
4

€ift harmonik fonksiyon Tek Harmonik fonksiyon
Birgok halde f (x) fonksiyonunu bir (L) aralifinda ifade et-
mek gerekir . O zaman fonksiyon T = 2L periyodu ile seriye agmak ve

baglangi¢ noktasini merkez kabul etmek uygun olur .

Bir f (x) fonksiyonunu yalnizca cosinis terimleri ile ifa-



Py e

i)

o
.

" A.3
¢

de etmek gerektiZini varsayalim ; ¢ zaman keyfi bir uzatma yaparak ,

%ﬁ fonksiyonu X 'e gére ¢ift fonksiyen haline getiririz . Biylece

© f(x)= f (-x) egitligi sazlanir , fenksiyon da periyocik hale geti -
%5 rilmig olur ve bdylece (A.2) baZintisinéaki siniis terimleri integras-
= yen eirasinda ortadan kalkar . Ayni sekilde f (x) 'i bir tek fonkasi -
= yon haline getirirsek f (x) = - f (-x) sa3lanir ve cosiniisly te-
gﬁi rimler integrasyon igleminde ortadan kalkar ve siniisli terimlerden co-
= lugan bir Pourier agilima elde edilir. Boylece A_ -(A.1) bazin-
% tisindan gBrildiigii gibi cosiniis serisinin bir terimidir - sifir olur .

Ornezin serbest mesnetteki bir Sinir gartinin saflanmas)l wimkiin olabi ~
2 lir .

Tek Fourier Serisi acilim: igin Oornek :

AsaZidaki gekilde gosterilmig olan y = f (x) fonksiyonunu i

Sabit terim , sinilis ve cosiniislii terimleri iceren Fourier Serisine

agin .

yi
0 £ x$Xp igin fo

f (I) =
r 4 4 i
X £x £2x i¢in 0

Tam seriye agilim 31 Agiliman periyodu T = 2x° y Sabit Terim :

2Xe \to f o
1 1 0
A =——ff(x)dx :——ff dx =——-—[x_]=f
xoo . x, Jo X, L G
- o
Anzi f (x) cos uxordx =0 (o= 1,2,3,0000.3)
2
1 - nm i-c:y i nilx fo -
B :—-ff(x) sin Xax = —2 8in =—= dx = - — (cos n7 - 1)
n X X x x nl
0 e (o} 0, ©
21'0
B = = { o TR )
B =0 (n= 2,4,6-.---)

o
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A4
A =1
0 o
An": 0 (n = 1,243 °)
2 fo
Bn...{ n']'r (n b 1!/'5 )
0 (n=2,4,6000.2)
£ 2f - —_ — -
1 Tx b nix
f(x)g.._o._‘_ "'o (m£+.}-sm ”x+_ain +‘.-..-+"Bin'—)
2 i 5 3 x 5 x, n x,
f 21 .
o] o) 3 .. DIlx
£ = + E . ein (n=1,3,5..4)
(x) 2 o o xo 1y

b) Cift Fourier Serileri

Plaklarin incelenmesinde ,genellikle ,verilen bir f (x,y) fonk-

siyonu , x ve y deZiskenlerine gdre ,bir sinilis serisire agilair .

f (x,y) = Z Z .s:m—-z- . &in 5%1_-1 (4.6)

Bu ifade ,periyod olarak T=2a ve T = 2b deZerlerinin kullanildim
"y " ye gore siniis agilima ile garpilan ; "x" e gdre siniis agilimi-
n1 gosteraektedir . Fm.n katsayilariri elde edebilmek igin yukardaki i-
fadenin her iki tarafini once sin (}Et;l.‘[) dy ile garpip ; sonra o ile

b arasinda integre edelim .

= b
Jf (x,5).sin __I dy = Z Z iy 2K j in —“—I .sin --——1 dy
o b m=1 n=1
k £n igin fainn—g-x .sink—%’-xdy =0
°y
K =n dgin j sin’ 21X .y = 2~

o

Benzer yaklagim x deZigkeni igin de yapilirsa :

2mTr

sin dx =

UL‘—"‘D

2

3 % Jff(x,y)ainmx.hbjhdy
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A . BETTX . Ry . o |
= ¥, V).l : ein éx €y i
th_ﬁff £ (xy¥).sin a T X &F (2.7)

2lurur . Fartezien kooriirat Eelstecinie x=0 § x=2 ve ¥F=o0 § y=b ile

an boyanca eabit clan f (x,y) femksiyonumu  gift

Yzisayalar

o
o

0

= 02 (- cos =T +2) (- cosnTT + 1)
= nTi
16 £
" (70 =1,3,5....)
. T°m n

n
= 0 (z,n=2,4,6.....)

Ziluman F__ cegeri (L.€) ea yerire =z12lirsa i

o]

1% £ - .
SR -] 1 ptp 2ol E e BUY .
£ Gux) = —— ZZ TIPS LE S (2.8)

deeXrda gok ¥ullanilan bzza Firlerin, ¢ift Fourier
serieire agilizminda (4.7) €en DPlunan agrlaim katsayalara veriloistir,
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TESI0 A.1 YHEERIY ¢iIFT POURIER SERISINE ACILIMI

Y UK

1 opidx, ) = :Z, E. P aasin _""laf sin —°

nxy

ACLM  KATSAYILARI|
Pouin

)
7

N

€p
Pur= zl n:n

(m,n=1,35...)

e __Egn cos mx

ximn
(mn=1,35..)

y SR %56% sin ? Sin"T—ZJ

% & mxcs. nxd
sin Ty sin gy

(m,a=1,223,..)

A.5



TARLO 4.1 (Devan)

& YUK ACILM KATSAYILARI

i pilx, )= E z P-.Sinmsin%‘
= - s a
Y

4P . maf . nmxp
.P...=Esm 5 ungpt

(mn=1223..)

&5

&3

& 8ps

::: Poy =gy —formn=13,5,...

i * 16p¢ m=2610,...
P-I =x—r—-—_mn OI'{"_'__ ].3‘5'“.

dpg . mxf
Pre = zan a

o

(m,m=123..)

(%R
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