¢) y'=-807 +4x(4x+1)y—(8 +4x" 1), y =x; c:y=(2+ce™ ) +x

d) )y'+}::+(2.l‘+]))'+(l+.\‘+_r:):(), V==%s Y =—x—1; c:y= —,rA-]/(('U‘ —”

|+ Inlexl

e x3y’+x: 2 =xy-1, y=1/x; c:y= 1
) X ) “ x Inlex)
3 ' 2 2 7 ’ C’I: ‘l
l)(l—x )y—2.r+x‘v+ T = LT = Cod.=
) g o Y cx

g) (x: _x;)y.+ y w‘*(.lc2 —2x)y =0; y=x, V= s

-'-—_ v2 ’ 9. mee -
h) y'=—y +xy+1, y =x
2) Ozel ¢oziimleri y, =1/x, y, =Inx, y; =2x olan Riccati denklemini kurunuz ve genel

¢Oziimiinii bulunuz;

3) y'+P(x)y=yp"+R(x) Riccati diferansiyel denkleminin iki ozel ¢oziimii y, =x,

y, =x—1 olduguna gore P(x) ve R(x)’i belirtiniz ve genel ¢ozimi bulunuz.
c: P(x)=2x-1, R(x)=x"—x+1

2.10 COZUMLU PROBLEMLER
Soru 1. dx+(l —xz)tan ydy =0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Degiskenleri ayrilabilir diferansiyel denklemdir:

+tanydy=0 = —Lin[l—x|+<In|l+x|-In|cos y|=In|c],

2

l1-x
In 1———icoszy =Inc? = (l-x)cos’ y=k(1+x).
l+x
. 2
Soru 2. iy_ = —w denkleminin genel ¢6ziimii nedir?
cos™ x

Coziim: Degiskenleri ayrilabilir bir diferansiyel denklemdir:

J'sm,xdx+ l, dy = J‘d(c) =
cos” x cos’ y

+tan y =c.
Cos x

Soru 3. sin ydx+cosydy =0 diferansiyel denklemini; a) Degiskenlerine aynlabilir
diferansiyel denklem olarak, b) Tam diferansiyel denklem haline getirerek, ¢oziiniiz.

Coziim: a) Denklemi degiskenlerine ayirsak;

dx+zions;)dy=0 = [dv+ [cot ydy = [d(c),

genel ¢6ziim, x+In[sin y|=c olarak elde edilir.
b) sin ydx+cosydy=0; M =siny, N =cosy,

\

| o

ke a % AS
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M‘ N Cos Y

At m—=m] = f(x) = ;1(;;)“-1“',‘.-
N Cos v
et sin vdv + et cos vdy = 0,
Tam diteransiyel denklem oldugundan
I‘I("' sin y) = I(/((‘.) = e'siny=¢

veya X+ In |sin _vl = ¢ yeklinde genel ¢ozim elde edilir,

Soru 4, ( sinh 2 4 3y cosh = )dx Jrcosh—dy 0 diferansiyel denklemi ¢6ziintiz,
X

Qozilm: Verilen denklem, birinci dereceden homojen bir diferansiyel denklemdir. y =
donigimi yapihiesa dy = udx + xdu olur, Bu ddntigimlere gore denklem yeniden yazilir ve

her iki yan x terimine bdliintirse,
2sinhudx ~ 3x cosudu = 0
olur, Buradan,

X sinhu
yazihr, Her terimin integralinden,

21nlx|-3nlsinhul=Inle] = x*=csinh’u=ecsinh®(2)
olarak bulunur,

Soru 5. x%+ y(x +log, v) =0, »(1)=0 baglangig—deger problemini ¢bziiniiz.

Coziim: y(x* +In y)dx+ xdy = 0; M =yx*+ylny, N=x

2 -
M,=x"+Iny+1=N, =1

tam diferansiyel denklem degildir
N,-M, 1-x'-Iny-1

=l g)
M _v(.r’ +In y) y .

diferansiyel denkleminden integrasyon garpani
I‘“M' = (.’-J':?'. ~Iny =1

my)=e . fua o
olarak bulunur.

(x +lny)dr+id)'=0
tam diferansiyel denklem oldugundan

x’¢'+lnydx+£dy-0 = Ydv+d(xIny) = d(c) .
- Jﬁ’dh Id(:lny)-fd(a) =2 x'/3+xlnys=c 8 *>:’ﬂ1‘*‘“"

‘ lir. (1) =1 igin dzel gdzim: ,ﬂwiarﬁ*‘“
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Soru 6. xsec’ ;% +tan y = x° diferansiyel denkleminin genel ¢oziiming ve x =1, y =

baslangig kosullu 6zel ¢dziimiind bulunuz,
dy tany
X

Coziim: sec’ yz;+ =x Bemoulli diferansiyel denklemi tan y=u donistimi

yapilarak

lineer diferansiyel denklemine doniisiir. Buradan da
u = x"({x’+c) = xtany=41y'4¢

seklinde genel ¢dziim elde edilir,

Diger yol: Tam diferansiyel denklem olarak ¢Ozebilinz.
(tan y - x*)dx + xsec? ydy = 0
~x'dx + tan ydx + sec’ ydy = (

I(-xl )dx + Id(xtan V)= Id(c)

-4’ +xtany=¢
Ozel ¢ozim:x =1, y = 7/4 igin
Lang=1i¢ c=% = 3xtany =y’ 4+ 2.

Soru 7. yidx+(3xy + y* — Ddy = () diferansiyel denklemini ¢Oziiniiz,

Coziim: x bagimli degisken olarak di§tintilir ve diizenlenirse
dx 3 2 oo =2
g 2= . I TN V)
dy y

2

lineer diferansiyel denklem oldugu gorillir,

] 1=y
x=e Y [Ie % de)’+c]=y4[].}’(l—y’)d}'+c]
buradan genel ¢5ziim, X’ =147 -1y'+¢ olur.
Diger yol: M=y N=3xp4 2
\ ;I?\Hemum degildir. Hy)=y ile
‘Soru 8. 2y ~ydx+x'dy =
n Lineer difeansiye

-l = M, =2y#N, =3y oldugundan diferansiyel
denklem tam hale getirilerek ¢oziim bulmabilir,

0 diferansiyel denklemini goztingz,
nolarak gozlebilir
%)Bﬁim'&% |
viba ol o sbewenas @ oA 19
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W“
Diger Yol: Tam diferansiyel denklem degildir, p(x) =y integral arpan; ije
hale getinilerek ¢dzilm bulunabilir. dc“klem
Soru 9. (2x+ y+ )dx + (4x

ln

+2y=Ddv=0, y(1)=0 baglangig-deger problemin;

Coziim: Katsayilar oram $=txL oldugundan 2x+y=
vapilr;

§02ling,
(z+Ddv+ (22 - 1)(dz - 2dx)=0

=3(z=1)dx+(2z - Ndz=0
degiskenlerine aynilabilir diferansiyel denklem oldugundan

~3dx +[2 + %)dz =0

-3x+2z+ Inl:— I| =c
—3X+2Q2x+y)+Inf2x+ y-1f=c
X+2y+In |2.r +y- ll =c
seklinde genel ¢oziim elde edilir. Y1) =0 igin 6zel ¢dziim
l+0+ln(2+0—l)=c; c=1;
X+2p+Inf2x+ y—1|=1
olarak bulunur,
Soru 10. cos xe™****dx —sin ydv=0, y(0)=0 baglangig—deger problemini ¢dziimilz.
Coziim: Degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklemdir. Genel ¢Oziim:
e ™ dx —sin ydy =0
cos xe™"dx —sin ye™' dy = ()
Icos xe™ "dx + I(—siny)e“’"dv = Id(c)

e +e™ =,
Ozel ¢dziim: y(0)=0 igin l+e= C; €™ 4™

COS xe

=e+],

Soru 11. 2xydx +(x* + y)dy =0 diferansiyel denklemini a) Tam diferansiyel denklem
oldugunu gostererek ¢dziiniiz. b) Bernoull diferansiyel denklem oldugunu gostererek
¢Oziinliz.

Coziim: a) M =2xy N=x'+y = M, =2x=N, oldugundan verilen denklem tam
diferansiyel denklemdir. Genel ¢Oziim:

Qodcr Cdy) s ydy =0 = [dy)+ [ydy= [d(e),
den x’y+4y* =¢ olarak bulunur,
b) Bu ayni zamanda, x bagiml y bagimsiz degiskenli Bermoulli denklemidir.
2
2x£+u-0 = 2x$+lx’--l
L B y
P =u donu;gmn ile lincer diferansiyel denkleme indirgenir:
u
o = -', =
gy PO=y", Q)=

J e
8 .
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Genel ¢dziim: X’y + y' /2 =¢.

Soru 12. (x'y-2y")d+(y'x-2x* )y =0 diferansiyel denkleminin, a) Homojen
oldugunu goz dniine alarak, b) Tam hale doniistirerek, genel ¢izimiing bulunuz.

Cozilm: a) y = vx, d) vdx + xdv ddnilgiimi yapilarak
dc v Dt

x W+
degiskenlerine aynlabilen diferansiyel denklem elde edilir.
dx 2 | 2v-1 ) {

—=) ———
. vV v+l vi—y4]

Inx= -2!nv+ln]v+l|+ln|v2 -v+l'+ln|c|

v +1

X=C— => x’y"=c(x’+y‘).
A

b) Bu homojen diferansiyel denklemin integrasyon garpans;
1 1 =1
TxMAN  Xy-2097 4 yae 2% e+ »)
dir ve boylece
2y’ —x* ol 2.\"—)” ks
(P +2) (7 +20)
tam diferansiyel denklemi elde edilir.

f(x.)')=c, g:ﬁ[' ai=hr
ax
oldugunagbne

I &r+¢(y)
x(x +y
2 1 =2x+y
iy I[;—x+y+ X =2+ 3 ]a”ﬂ‘)
S=2In[x~Infx+ y|~In|x* ~ x4+ 33|+ (»).

of 1 x=2y g )
T3 2 ) 3
dy xX+y x' =xy+y y(y +Xx

211")” 3)’2 2 = ¢(y)=
’ - = — 1 —2ln' .
¢(-y) y(y]+x1)+xl+y) y ( ) IV'

lnx’-l- sl=c=Ink = x2y2=k(x’+y’).

I(x’y—z)’ )dx+()’ 2 )dy 0 diferansiyel denklemini tam hale getiren

p=x"y" formunda olabilmesi igin p ve g ne olmalidir; bu durumda
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Soru 16. )"sin2x+ ycos2x = y' y(#/4) =1 baglangig-deger problemini ¢dztniz.
Cozim: Bu, bir Bermoulli denklemidir.
y-l -y, _2".-)"_0 » “n
dontsma yapalim:
= u'=2(cot2x)u =

y'y' veot 2yt =
sin 2x sin2x

lineer diferansiyel dcnklcmm ¢Oziminden genel ¢dzim:
u=y?=cos2x+csinlx.

y(7/4)=1 iginc =1 ve dzel gdzlim:
¥ =08 2x +sin 2x.

Soru 17. x=y" egnler ailesi veriliyor. a) Diferansiyel denklemini kurunuz. b)
Kurdugunuz diferansiyel denklemi ¢dzerek verilen egriler ailesi ile kargtlagtinmiz.

Cozilm: a) x=)y" = Inx=cxlny = lachyocx’—,
x v

yinp(l-lnx)~xlnxdy =0,

b) Bu, degiskenleri ayrilabilir bu diferansiyel denklemdir;
(Inx- l)
0
X ln » ) v ‘b'

j(x xlnx}tx Iylny Id(h*)
Infx|=Inln x| + In |k In y| = In&
xIny=klnx = Iny* =lnx'"; x=y'

c=1/k ahinarak ¢Ozimin verilen egriler ailest oldugu goralar.

18.(x + y + Ddx + (x~ y=3)dv = 0, ¥(0) = -1 baslangig-deger problemini ¢Oziiniz.
m: M=x+y+l, N=x-y-3 ve M, =1=N, oldugundan verilen denklem tam

ke 4 (x+l)d-iy+3)dy+ydt+mya0
 Jeeende- for 3+ [d(ey) = fato)
i At +x-4y -3y+xy=c 2=k

suluna gire ¢ =S ve dzel gdzllm: x* + 2y~ v ~ 6y~ S-2x
sin’ x - ) dx - tan xdy = 0 denklemini ozindz.
; Nes-tanx = M, =-12N, «-1-tan'r oldufunde tam
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af 7
- arcsiny = f(x,y)= Imsm)'ax*ﬂ)’)

61

= J(xy) = xarcsin y+ ¢(y),
of

RN, = x X421~ } cos y
& T A e
#(y)=2cosy = #(y)=2siny,

genel goziim: f(x,y)=c = xarcsin y +2sin y = ¢,

IRy X
Soru 23. y'+ TR ? » V(1) =2 baglangig-deger problemini ¢Oziintiz .,
4

Coziim: y’y'+%= x Bernoulli diferansiyel denklemidir.

Yi=u = y'y'=u1/4
doniisiimi yapihirsa

2
w+—u=4x
X

lineer diferansiyel denklemi bulunur. Genel ¢oziim:
D Yo kKl

yx-x'=c. l

Ozel ¢dziim: |

y()=2 = c=15; y'x-x'=15.

Soru 24. (1+e" )dx+e”” (1-xy™" )dy =0 denklemini ¢dziiniz.
Cdziim: Bu, bir homojen denklemdir:
x=uy = dx=udy+ ydu
doniisiimil ile degiskenlerine aynilabilen
(u+e')dy+y(l +e')du =0
diferansiyel denklemi elde edilir.

Q 1+e" e 0 =
- y u+e

=In|c|,

B fure)me = xeetec

u 25 y,=x in, y'+(y-x+ l)2 =2 diferansiyel denkleminin bir O8zel ¢Oziimil
unu gdsteriniz; denklemin genel ¢6ziimiinQ bulunuz.

I+(x-x+1)'=2 = 2=2

¥, = x bir 8zel ¢dziimdir.

L Yy e +1-2yx+2y-2x=2
Y a2(l-x)y=-y -x +2x+]
isiyel denklemi bir Riccati denklemidir.

) 1 1 '
; b= = y=x+—, y=l-—
J"J’t u y u Y u

SRR et 4

'
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Soru 28. (~7x+3y+7)dx+(~3x+7y+3)dy =0 diferansiyel denklemin genel ¢dz0mana

bulunuz.

Coziim: Katsayilar orani farkh oldugundan
~Th+3k+7 =o} &t

~3h+7k+3=0
x=X+h=X+1, dx = dX
y=Y+k=Y, dy=dY

donistimd ile, verilen denklem homojen hale gelir:
(-7X +3Y)dx +(=3X +7Y)dy =0
Y=vX, dY =vdX + Xadv

donistimi yapilarak
d)( Tv- 3dv=0 ot 7dX 2dv Sdv
X \}” X v-l v+1

7ln|X|+2In|v- 1|+5In|v+1|=In|d

KA (V=1 (v ey yade g

(x_l)’(x{l -I]’(x{l +I)’ =,

genel ¢oziim: (y-x+1) (y+x-1) =c.

Soru29. y'=y"In x-——‘:-, »(1) =1 baglangig-deger problemini ¢6ziiniz.

Coziim: y'+2- =y’ Inx , Bernoulli diferansiyel denklemidir.

y-lyv_’_ly -lnx; y-l=u' y-1y1=_u|

doniigtimleri ile

u-lu——Mx
ljmgd:fennsnyel denklemi elde edilir.
u=x[j—(—-ln x)dx+c] —x[-—lln’x+c] y!

xyln® x+2=2xy.

ru3 ). xd) +m§£_§)’_ denklemini ¢dziiniiz.
e X

=t dy)=d = j:d:=j'm-jydy+jd(c)
1=ix-Ly'+c = Xy =X-y'+k

xy(xdy + ydx) = xdx — ydy = xyd(xy) = xdx— ydy

Ry L v o



4u)dr+x
-]
14

[

AR
. |V'

1=u)du=0

V(x,y)=(x* .j'zl ,;l, yonlnnmn her ikisi de iking;

-f

denkl Gﬂl homojen  bir diferany;. v
.,\A‘A i *"n\, 2111 Buh‘ldc.

) = 0 ‘!t-

v S

), M#/2)=0 baslangig-deger problemini
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Soru 34.3) X'cosy+x'y~4y' =c eriler ailesinin diferansiyel denklemini kunmuz. b)

Kurduunuz diferansiyel denklemin genel ¢0zGmantn verilen e@riler ailesi oldugunu elde
fini

Cozlim:a)  2xcosy-x'sin '+ 3y e 'y yy' =0
yi=x'siny+x' —y)+(2xcosy+3ry) = 0
(2xcos y+ 3" y)dx + (= sin y + X’ ~ y)dy = 0.
b) Bulunan bu denklem, bir tam diferansiyel denklemdir:
(2xcos ydx — x' sin ydy) + (3 yd + x'ddy) ~ yudy = 0
Id(x’ cos y) + Id(r‘y)- IWS’ - Ia’(c)
x’oooy*.r’y—{»y’ =C.

Soru 35. M(x,y)dc+(y'sinx+xy-1)dy=0 diferansiyel denkleminin tam olabilmesi
b’n M(.l'-)‘) ne olmalidu?

Cozm: Tam diferansiyel denklem olma kogulundan,
%‘E-% y sinx+xy- l]-y’cos:uy

M(x,y) = [(" cos.x+ )iy + ¢(x)

M(x,y) =4y cosx sy +@{x)
elde edilir; burada ¢(x), x' e bagh keyfi bir fonksiyondur.
Soru 36. (¢" +1)y' ="', 3{(0) =0 baglangi-deger problemini ¢Ozlntz.
Cozéim: Bu denkkm degiskenlerine aynlabilir diferansiyel denklemdir;

ay-—ds = [dy= [—de+ [d(c).
+1 e+l

Bind-melqoznm '

- ye(e"+)~In(e’ +)+c.

~ M0)=0 igin dzel gdz0m:

; 0=2-In2+¢c = c=In2-2 = y=(c"+1)~Infe’ +1)+In2-2

i

Soru 37. x(l+& )dx+4(x’ + )y )e’dy =0 diferansiyel denkleminin genel ¢OzmOnd

AP 4P e -y e =
P+ -2p+2) =k



' dy =0 denklemini ¢ziing,
denklemdir.

vy

+(6x v+ 3y ~_/‘4,J:(\£, b denklemini ¢Ozliniz.

6+ 6xya) + (3° 7)dy =d(c)
| A =7y)= [d(c)
y -7y=c.
0, W0)=0 :5;_"&' "éiaegerproblcmini gdziinilz.
iskenl, ransiyel denklemdir.




pinincl HERTESE VT BININC Denecenen Aol pirerarsiver pemaemcen

a2y 3 M N 2
Gortim: M =3x'+=%, N 2h3x+;. E=°E=; oldugundan denklem tamdir;

ve u(x,y) = ¢ formunda genel gtziim aranir, Standant yontemie sozelim.

u 2y

_.Bx’-f? = u(.\'.y)nx’+2yln,l1¢¢(y).
Ou

—==N = 2In|q+¢'(y)=2In3x +1.

> y

¢(y)= 21n3+% = ¢=2yIn3+3ny,
u(x,p)=x'+2yinjd+2yin3+3In|y=c,
X' +2yIn|3xd+31n|y| = c.
Soru 43, y'+ ycotx = 5" denklemini ¢Oziniz.
Coziim: Bu bir lineer diferansiyel denklemdir,

yzc-fm‘[jch"(&“")dx-fc]

‘ o [ISc""smxdxd»c] \

ysinx =-5¢""" +¢.
~ Soru 44, x'(xsin y+y') =1 diferansiyel denklemini gbziiniiz.

GMIP Denklem diizenlenirse i‘-’—i = x’ siny Bemoulli diferansiyel denklemi oldugu

gﬂlﬂlnr. x' =u dontgimd ile

sax . 1 du 1
—x— 4 —x"'=-siny = ——4—u=-siny
y

~lineer diferansiyel denklemi elde edilir, genel ¢oztim:

| Gz .;ad;-zxyasfy’e"" Bernoulli diferansiyel denklemidir.
e du

B _-3-{’%"2%”’ =6ye™ = x’=u, ‘h.’aﬂz"-

x-:y'

vel denklemine indirgenir ve genel ¢zilm:
e (—4y’ +¢)




Soru 46. [20'¢" + 25y’ 0;)*4-(:”"’ ~x'y* ~3xhy = 0 denklemini lzting;
Chelim: M =8x/'¢ +2n0'¢ +65° +1 :
N, =20'¢ -20° -3 = M weN,
Mwwmm
N,-M, -4(217'4’ +20¢ d)
M r(hr’( + 2 olj y
wly)=e ¥
integrasyon ile
+27 sy s (e -2yt -3 My =0
tam diferansiyel denklemi elde edilir. Gruplama yontemi ile genel ¢0zim:
(21/&0&’;’&)0(2.1"&-:']"4’)0( y 'de~3xy dy) =0
Id(t’c’ )+ fd(£y")s fd(n”)= fd(e)
P lyleny’me
Soru 47. (¢ 4y Mr+(20y-y' My =0 diferansiyel denkleminin genel ¢OrGminG

-;“‘-"

Cozlim: Denklemi, homojendir ve ayms zamanda A, = 2y = N, oldugundan tamdir.
MeyNue = x(f sy )sy(20-y)=c,
0 halde genel ¢ozm: x’ + 35"~ wec.
Not: Mddx+ Ny =0 diferansiyel denklemi n. dereceden homogen (n# -1) isc ayn

bwm M+ yN = c'dir,
enklem tam oldugundan




