KAYNAK: THOMAS CALCULUS C.1;HAZIRLAYAN NURAN GUZEL ONLINE DERS
NOTUDUR.

4. TUREV UYGULAMALARI
4.1 BiR FONKSIYONUN EKSTREMUM DEGERLERININ BULUNMASI

Burada, stirekli fonksiyonlarin ekstrem degerlerinin, tiirevlerinden faydalanarak
nasil bulunup tanimlanacagini inceleyecegiz.

TANIM: MUTLAK MAKSIMUM VE MUTLAK MINIMUM

f, tamim kiimesi D olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
D'deki her x i¢in f(x) = f(c)

1se, f'nin D lizerinde, ¢ noktasinda bir mutlak maksimum degeri,
Ddeki her x i¢in f(x) = f(c)

1se, f'nin D lizerinde, ¢ noktasinda bir mutlak minimum degeri vardir.

Mutlak maksimum ve minimum degerlere mutlak ekstremum denir. Mutlak
ekstremlere yerel ekstremlerden ayirt etmek igin, global ekstrem de denir.

ORNEK

/v

{ 2'2 } araliginda, f(x) = cos x fonksiyonu maksimum degeri 1 dir.

ve minimum deger olarak 0 degerini (2 kere) alir. Ayn1 aralikta g(X) = sin X
fonksiyonu ise maksimum deger olarak 1, minimum deger olarak —1 degerini
alir.

y=sinx
y = Cos X




ORNEK

Asagidaki fonksiyonlar1 verilen tanim kiimeleri lizerinde mutlak ekstremlerini
inceleyelim.
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(a) yalniz mutlak min. (b) mutlak maks. ve mun.

y=x?
D = (0,2]
) ' X x
| 2
(c) yalmz mutlak maks. (d) maks. veya min. yok.
Fonksiyon kurah D Tamim kiimesi D’deki mutlak ekstremler
(a) y = x? (—o00, c0) Mutlak maksimum yok.
x = (°'da mutlak minimum 0.
(b) y = x? [0, 2] x = 2'de mutlak maksimum 4
x = 0°'da mutlak minimum 0
(¢) v= x? (0, 2] x = 2°'de mutlak maksimum 4
Mutlak minimum yok.
(d) y = x? (0, 2) Mutlak ekstrem yok.

TEOREM 1 Ekstrem Deger Teoremi

f, kapal1 bir [a, b]araliginin her noktasinda siirekli ise, bir mutlak maksimum
deger M’ye ve bir mutlak minimum degeri m’ye [a, b] i¢inde erisir. Yani,



[a, b]’da, f(x1) = m ve f(x2) = M yapan X; Ve X; sayilar1 vardir ve
[a, b]’daki diger her bir X igin f(x1) = m<=f(x)<= f(x2) = M dir.

Kapal1 bir [a, b] araliinda siirekli bir fonksiyonun olast mutlak
maksimum ve minimumlarini grafik tizerinden inceleyelim.
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I Ug noktalarda
maksimum ve minimum
(x;, m)

i¢ noktalarda maksimum
Ve minimum

m
m

* X *> X
a Xy b a X b
Bir i¢ noktada maksimum, Bir i¢ noktada minimum,
bir ug noktada minimum bir ug noktada maksimum

Teorem 1°deki, araligin kapali ve sonlu olmas1 ve fonksiyonun siirekli olmasi
kosullar1 olmadan da, teoremin sonuglarinin gegerli olmasi gerekmez.

Ornek 1, araligin hem sonlu ve hem de kapali olmamasi durumunda bir mutlak
ekstrem degerin bulunmayabilecegini gostermektedir. Siireklilik sartinin thmal
edilemeyecegini gostermektedir.

Ornegin

{.1‘, 0=x<1
y =



1 En bilyiik deger yok

* * N
1

En kii¢iik deger

Siireksizligin tek bir noktada olmasi bile, bir fonksiyonun bir minimumunun
veya maksimumunun olmasini engelleyebilir. fonksiyonu [0, 1] araliginin x = 1
disindaki her noktasinda siireklidir, ama [0, 1] araligindaki grafiginin en yiiksek
bir noktas1 yoktur. Yani mutlak maximum noktas1 mevcut degildir sadece x=0
da mutlak minimum degeri vardir.

TANIMLAR Yerel Maksimum ve Yerel Minimum

Bir f fonksiyonunun, tanim araliginin bir c i¢ noktasinda, c’yi iceren bir acgik
araliktaki her x igin f(x)<= f(c) ise, bir yerel maksimum degeri vardir. Bir f
fonksiyonunun, tanim araliginin bir c i¢ noktasinda, c’yi igeren bir agik arahktaki
her x icin f(x)<= f(c) ise, bir yerel minimumu vardir.

Yerel (lokal ) EkKstremum Degerler

Mutlak maksimum

f’nin daha biiyiik degeri yok.
i . Ayrica yerel bir maksimum.
Yerel maksimum
Yakinlarda fmin daha
biiyiik degeri yok.

Yerel minimum
i Yakinlarda f nin

| daha kiiciik degeri
: yok.
M [
Akinlarda f'nin Yerel minimum |
aha kii¢lik bir Yakinlarda fnin |
egeri yok. Ayrica daha kiigiik 'bir |
Hllr yerel minimum degeri yok. :
*> X
a c e d b

Bir fonksiyonun, [a, b] tanim araliginda bes noktada ekstremum degerleri
olan grafigi gortlmektedir. e noktasinda fonksiyonun degerinin, cevresinde



bulunan her hangi bir noktada oldugundan, daha kii¢lik olmasina ragmen,
fonksiyonun mutlak minimumu a noktasindadir. Egri, ¢ civarinda solda yikselir
ve sagda dulser boylece f(c)’yi bir yerel maksimum yapar. Fonksiyon mutlak
maksimum degerini d noktasinda alir.

f'nin ¢ ug¢ noktasinda bir yerel minimumunu veya yerel maksimumunu
tanimlayarak, yerel ekstremum tanimini araliklarin ug noktalarini da kapsayacak
sekilde genisletebiliriz. Sekil de, f fonksiyonunun c¢ ve d noktalarinda yerel
maksimumlari, a, e ve b noktalarinda ise yerel minimumlari vardir. Yerel
ekstremumlara goreceli ekstremumlar da denir. Bir mutlak maksimum ayni
zamanda bir  vyerel maksimumdaur. Her  vyerdeki en blyuk
deger dir.. Yani, bitin yerel maksimumlarin kiimesi ayni zamanda, varsa, mutlak
maksimumu da icerecektir. Benzer sekilde, bitin yerel minimumlarin kiimesi
ayni zamanda, varsa, mutlak minimumu da icerecektir.

TEOREM 2 Yerel Ekstrem Degerler igin Birinci Tirev Teoremi
Tanim araliginin bir c i¢c noktasinda, f'nin bir yerel maksimum veya minimumu
varsa c noktasinda f(c) tanimhysa f'(c)=0 dir.

Teorem 2, bir fonksiyonun, bir yerel ekstremum degerinin bulundugu ve
turevinin tanimli oldugu bir i¢c noktada, birinci tlirevinin sifir oldugunu soyler.
Dolayisiyla, bir f fonksiyonunun bir ekstremum degerinin (yerel veya mutlak)
bulunabilecegi yerler ;

1. f" = 0 oldugu i¢ noktalar,

2. f'nlin tanimli olmadig i¢ noktalar,

3. fin tanim kiimesinin u¢ noktalari
dir.

TANIM Kritik Nokta
Bir f fonksiyonunun tanim kiimesinin, f'ntin sifir veya tanimsiz oldugu bir i¢
noktaya f’ nin bir kritik noktasi denir.

bir fonksiyonun ekstrem degerler alabilecegi noktalar sadece tanim kiimesinin
kritik noktalari ve ug noktalaridir

Ekstremum noktalari bulma nedenlerinin en basinda kapal bir aralikta strekli
bir fonksiyonun mutlak ekstremlerini bulmak gelir. Teorem 1 bdyle degerlerin
var oldugunu soyler; Teorem 2 ise bunlarin ancak kritik ve ug noktalarda
bulunabilecegini belirtir.

Kapali Sonlu Bir Aralikta Suirekli Bir f Fonksiyonunun Mutlak Ekstremleri Nasil
Bulunur?



1. Batiln kritik ve ug noktalarda f'yi hesaplanir.
2. Bu degerlerin en bliyugini ve en kiiciginu alinir.

ORNEK

2, . - : .. ; .
flx) = x*'min [-2, 1] aralifinda mutlak maksimum ve minimum degerlerini bulun.

Fonksiyon tanim kiimesinin tamaminda tiirevlenebilirdir, dolayisiyla tek kritik
nokta oldugu f'(x) =2x=0 dan x =0 noktasidir. x=0ve x=-2ilex=1 ug

noktalarinda fonksiyonun degerlerini kontrol etmemiz gerekir.
Kritik nokta x=0 f(0)=0

x=-2 f(-2)=4

k
U¢ nokta =1 f()=1

Fonksiyonun x =—=2"de degeri 4 olan bir mutlak maksimumu ve x = 0’da degeri 0
olan bir mutlak minimumu vardir

ORNEK

2(t) = 8¢t — r¥’iin [-2, 1] arahiginda mutlak ekstremlerini bulun.

1
g'(tt) = 84’ =0=t= (2)° ¢ [—2,1] dir. U¢ noktalari inceleyelim. g(-2)=32

mutlak max ; g(1)=7 mutlak min

(1,7)

|
[iE]
|
L
- — —

v=28—r




ORNEK

f(x) = x**iin  [-2, 3] arahiginda mutlak ekstremlerini bulun.

2

3V/x

Birinci tiirevinin sifirlart yoktur, fakat X = 0’da tanimsizdir. f’nin bu kritik
noktadaki ve u¢ noktalarindaki degerlert;

Py = 218 =

Kritik nokta degeri: f(0) =0
Ug nokta degerleri:  f(—2) = (=2)%* = N7
f3) = 3% = V.

mutlak maksimum degerin, sag u¢ nokta x = 3’te bulunan \3/9 ~ 2.08
Mutlak minimum degeri ise x = 0 i¢ noktasinda bulunan 0

y=x3, -2=x=3

Mutlak maksimum;
Yerel ayrica yerel maksimum
maksimum 2 [

3
Mutlak minimum;
ayrica yerel mmmum

ORNEK
__{3—x, x<0
T34+ 2—2k x=0

her kritik noktada tiirevi bulun ve yerel ekstremum degerleri belirleyin.



—:'I . -:2 4 i 2 \ . - X

crit. pt. | derivative | extremum | value

x =10 undefined | local min 3
x=1 0 local max 4
ORNEK
| 1 15
—_——xl— x4+ —, x=
- 4_1’ 5 X 1" X |
=6l + 8x, x> 1

her kritik noktada tiirevi bulun ve yerel ekstremum degerleri belirleyin.

x=1de f'(l) olup olmadigina bakmaliyiz.

1 1
f'(X)=—=x-=, x<1
(x) > X5

f'(x) =3x*-12x+8, x>1

Lim f'(L+h) = Lim

h—0~ h—0~

f/(1) =1

, —%x—l—, x <1
f(x}: 9 .
3x* —12x 48, x>1

@ _ Lim f/(1+h) = Lim
—0*

=—1 oldugundan
h—0*

f(L+h)— f+h)—f(1)
h h



f’(x):—%x—lzo, x=-1

2
f'(x) =3x*—12x+8=0, x=12$ “1:(2)_4(3)8 =27 2\3/5

X~0.845<1 x~3.155

crit. pt. | derivative | extremum | value

x=—1 0 local max 4

X =~ 3.155 0 local min | ~ —3.079
ORNEK

f(x)=(x— 2)%3 olsun.

a. f'(2) varmudir?

b. f'nin tek yerel ekstremum degerinin x = 2 de oldugunu
gosterin.

¢. (b) deki sonug Ekstremum Deger Teoremi ile gelisir mi?

d. (a) ve (b) vi, 2’vi a ile degistirerek f(x) = (x — a}‘w i¢in
tekrarlayin.

f'(x) = 2(x —2)"/°

a) Tirev x=2 de tanimsizdir.

b) Tiirev x =2 degerleri i¢in tanimli ve sifirdan farklidir. Hatta x = 2igin
f(x)>0 ve f(2)=0 dur.

C) Celismez. f(x) mutlak(global) maximuma sahip degildir. Tanim kiimesi
tiim reel sayilardir. [a, b | formunda bir kapali aralik kisitlamasi yoktur.Bu
yilizden u¢ noktalarda maximum yada minimum deger almayacaktir.

d) x=2 yerine a alarak iglemleri aynen tekrarlayabiliriz.



NOT:

Birinci Tiirev Testi, tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir kritik noktasinda bir yerel
minimum veya bir yerel maksimum deger olup olmadigini, veya burada grafigin
artmaya veya azalmaya devam ettigini soyler. tiirevlenebilir bir fonksiyonun
grafiginin nasil bikiildiigii veya dondiigii hakkinda, ikinci tiirev bilgi verir.

TANIM  Yukariya Konkav, Asagiya Konkav
Tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun grafigi,

(a) bir [ agik aralifi tizerinde, f' I tzerinde artan ise, yukariya konkav,
(b) bir [ agik aralif lizerinde, f' I tlizerinde azalan ise, asagiya konkav,
dir.

y = f(x)'in ikinci tiirevi varsa, Ortalama Deger Teoreminin tiglincii sonucunu uygulayarak
f" = 0ise Iizerinde f"'niin arttid1, f* < 0 ise f"'niin azaldig1 sonucunu gikaririz.

Konkavlik Icin ikinci Tiirev Testi

¥ = f(x) bir [ araliginda 1ki kere tiirevlenebilir olsun.

1. [liizerinde f" = O ise, f’nin I'daki grafigi yukan konkavdir.
2. [liizerinde f" < 0ise, f'nin I'daki grafigi asag: konkavdir.

ORNEK
() y=x egrisi (Sekil 4.25), y" = 6x < 0 oldugu (—00, 0) araliginda agag1 konkav,
y"=6x>0 oldugu (0, c0) aralifinda ise yukan konkavdur.

(b) y=x egrisi (Sekil 4.26), y" = 0 daima pozitif oldugundan, (—00, 00) iizerinde yukari
konkavdr. |
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ORNEK
y=3+sinx’in [0, 27) lizerindeki konkavligin belirleyin.

Cizim y = 3 + sinx’in grafigi, y" = —sinx’in negatif oldugu (0, 7) arahginda agagiya
konkav, y" = —sinx’in pozitif oldugu (7, 27) aralifinda yukanya konkavdir (Sekil



y =3+ sinx
4 -
3
2 -
1 -
[ L1 1 -
0 T 27N
- v = —sinx
_2 I
Biikiim Noktalan

Ornek 2'deki y = 3 + sinx egrisinin konkavhig: (7, 3) noktasinda degisir (7, 3) nok-
tasina egrinin bir biikiim (déniim) noktas: denir.

TANIM Biikiim Noktasi

Bir fonksiyonun tegetinin bulundugu ve konkavhiin degistifi noktaya biikiim
noktasi denir.

Bir egri iizerinde, bir noktanimn bir tarafinda )" pozitif diger tarafinda negatif ise bu
nokta egrinin bir biikiim noktasidir. Béyle bir noktada, y” ya sifir (¢iinki tiirevlerin de ara
deger ozelligi vardir) ya da tanmimsizdir. y iki kere tiirevlenebilen bir fonksiyonun bir
biikiim noktasinda )" = 0'dir ve y""niin bir yerel maksimum veya minimum degeri vardir.



1
KL 4.28  y = x*iin grafiginin,

" = 0 olmasma ragmen, orijine biikiim
oktas1 yoktur (Ornek 3).

¥" yok

EKIL 4.29  y"niin bulunmadig1 bir
oktada biikiim noktasi olabilir (Ornek 4).

ORNEK3  y” = 0 Oldugu Bir Noktada Biikiim Noktas Bulunmayabilir

y= x* efrisinin x = 0'da biikiim noktas: yoktur (Sekil 4.28). O noktada " = 12x? safir
oldugu halde, isaret degistirmez. [ ]
ORNEK4 vy "niin Bulunmadiji Bir Noktada Biikiim Noktasi Bulunabilir

y = x'/3 egrisinin x = 0°da bir biikiim noktas: vardir (Sekil 4.29), fakat o noktada y” yoktur.

2
yr = % (xua) _ %(%x—zﬁ) :—%x_sﬁ. -

Ornek 3’ten, ikinci tiirevin sifir oldugu bir noktada her zaman bir biikiim noktasmnin
bulunmayabilecegini goérdiik. Ornek 4’ten, ikinci tiirevin bulunmadigi noktalarda da
biikiim noktalarmin bulunabilecegni gordiik.

Bir dogru iizerinde, zamanin bir fonksiyonu olarak hareket eden bir cismin hareketini
incelemek i¢in, genellikle cismin, ikinei tiirevle verilen, ivmesinin nerede pozitif ve
nerede negatif oldugunu bilmekle ilgileniriz. Cismin konum fonksiyonunun grafigi tiz-
erindeki biikiim noktalar1, ivmenin isaret degistirdigi noktalar gésterir.

ORNEKS  Bir Dofiru Boyunca Hareketi incelemek
Bir pargacik, yatay bir dogru iizerinde
sS()=20 =147 +22t-5, =0
konum fonksiyonu ile hareket etmektedir. Hizi ve ivmeyi bulun ve pargacigin hareketini
tammmlayin.
Cizim  Hiz,
u(t) =5'(t) = 67 = 28¢+ 22 =2(t— 1)(3t - 11)
ve ivme
a(t)=v'(1)=5"()=12=28=4(3t=-7)

dir. 5(7) fonksiyonu artarken, parcacik saga dogru gider; s(¢) azalirken, pargacik sola dogru
gider.
t=1vet=11/3 iken birinci tiirev’in (v =s') sifir olduguna dikkat edin.

Araliklar 0<r<1 I <r=<11/3 11/3 <1
v = s"’lin isareti + — +
s’nin davranisi artan azalan artan
Parcacagin hareketi saga sola saga

Pargacik, [0, 1) ve (11/3, o) zaman araliklarinda saga, (1, 11/3) araliginda sola gider.
t=1vet=11/3 te, bir an i¢cin duragandir.

t=7/3 iken, a(t) = s"(t) = 4(3t — 7) ivmesi sifirdur.

Araliklar 0<r<7/3 7/3 <t
a = 5" ’niin isareti - +
s'nin grafigi asafi konkav  yukariya konkav




Yerel Ekstremum Dederler icin ikinci Tiirev Testi

Bir kritik noktada f''niin isaret degigikliklerine bakmak yerine, bazen bir yerel
ekstremum degerin varlifim ve karakterini belirlemede asagidaki testi kullanabiliriz.

TEOREM5  Yerel Ekstremum Degerler icin ikinci Tiirev Testi

f"niin x = ¢’yi igeren bir agik aralikta siirekli oldugunu varsaymn.

1. f'(¢)=0ve f'(c) < 01ise, f nin x = c'de bir yerel maksimumu vardir.
2. f'(e)=0ve f'(c) = 0 ise, f nin x = ¢'de bir yerel minimumu vardir.

3. f'(c)=0ve f"(c) = 0 ise, test sonu¢ vermez. Fonksiyonun bir yerel maksi-
mumu, bir yerel minimumu bulunabilir veya hi¢biri bulunmayabilir.

fr=ul1f.u{u 1_!1='D.,f"}'n
= yerel max = verel min

ORNEK 6 /i Grafiini Cizmek icin ' ve " nii Kullanmak
Asafdaki adimlan kullanarak
flx) =x* —4x* + 10
fonksiyonunun bir grafigini ¢izin.
(a) f'nin ekstremumlarinin nerelerde olduklarim belirleyin.
(b) f'nin artan oldugu araliklan ve azalan oldugu araliklarn bulun.
(¢) f'nin grafiginin nerede yukariya konkav ve nerede asagiya konkav oldugunu bulun.
(d) f'nin grafiginin genel bir geklini ¢izin

(e) Yerel maksimum ve minimum noktalar, biikiim noktalar ve egrinin eksenleri kestigi
noktalar gibi 6zel bazi noktalan isaretleyin.



Cozim  f'(x) = 4x> — 12x? var oldugundan f siireklidir. f'nin tamm kiimesi
(-00, c0)'dur, ayrica f'’niin tanim kiimesi de (-00, 00) dur. Béylece, f’nin kritik nokta-
lar1 sadece f"’niin sifirlarinda goriiliir.

f(x) = 4x* — 12x? = 4x¥(x — 3)

oldugundan, birinci tiirev x =0 ve x = 3’te sifirdir.

Araliklar x<0 0<x<3 3<x
f'’niin isareti - - -
f’nin davramsi azalan azalan artan

(a) Yerel ekstremumlar i¢in Birinci Tirev Testini ve yukarnidaki tabloyu kullanarak,
x = 0da bir yerel ekstremum bulunmadifim1 ve x = 3’te bir yerel minimum bu-
lundugunu gériiriiz.

(b) Yukaridaki tabloyu kullanarak, f’nin, (—00, 0] ve [0, 3] iizerinde azalan ve [3, 00)
tizerinde artan oldugunu goriiriiz.

(©) f'(x) = 12x2 — 24x = 12x(x — 2), x = 0 ve x = 2°de sifirdir.

Arahklar x<0 0<x<2 2<x
f"’niin isareti + - +
f’nin davram§1 yukariya konkav  asagiya konkav  yukariya konkav

f'nin, (—00, 0) ve (2, 00) araliklarinda yukariya konkav, (0, 2) arahginda asagiya konkav
oldugunu goriiriiz.

(d) Yukanda iki tablodaki bilgileri 6zetleyerek sunlan elde ederiz;

x<0 0<x<2 2<x<3 I<x

azalan azalan azalan artan
yukariya konkav asafiya konkav yukariya konkav  yukariya konkav

Egrinin genel sekli soyledir;

l =
azalan | azalan | azalan ! artan Genel sekil
[ I [
[ I [
yukariya : asafiya :yukanya: yukariya
konkav I
I

konkav I konkav I konkav

[ |
N R AN O
I | I
I I I
biikiim biltkiim  Yerel
noktasi noktasi min







