Dogrultu Tiirevleri ve Gradiyent Vektorler

f(x,y) diferansiyellenebilir ~ ise  diferansiyellenebilir  bir
X =g(t), y =h(t) egrisi uzerinde f(X,Y) nin t'ye gére degisim orani

df
mevcuttur. Herhangi bir Po(Xo, Yo) = Po(g(to), h(to)) noktasinda, a

f(X,¥)nin artant’ ye gore degisim oranini verir dolayisiyla, degisim
orani, egri boyunca hareket yonune baghdir. Egri, bir dogru ise ve t de
dogru boyunca verilen bir U birim vektori yoninde Po’dan dlglilen yay

df
uzunlugu parametresiyse, E, tanim kdmesi icinde U yonlinde
uzakliga gore f(X,Y)’nin degisim orani ni verir. U'yu degistirerek,
Po’dan farkli yonlerde gecen ve f{'nin uzakhga gore degisim oranlari
bulunur.

f(x,y) fonksiyonunun xy-dizlemindeki bir R bélgesinde tanimli,

Po(Xo, Yo)'noktasi da R’ tanim bolgesinde bir nokta ve U = uji + UyJ’ bir
birim vektor olsun. Bu durumda, Po(Xo, Yo)’'dan gecen U’ya paralel

olan dogrunun parametrik denklemi X = Xq +SU;, Y =Y, +SU,
verilecektir. s parametresi Py’dan u yoniindeki yay uzunlugunu

df
Olcliyorsa, f'nin E yi Po’da hesaplayarak Py’da u yoniindeki f(x,y)

degisim oranini buluruz.



X = Xy + &y, ¥ = ¥p + S dofrusoa

[I

TANIM: (DOGRULTU TUREV) f(X,Y) fonksiyonunun P(x,,Y,) da

U=Ul +U,] birim vektorii yoniindeki dogrultu tiirevi limitin var
olmast kosuluyla,

(ﬁ) = lim f(X0+u151y0+u23)_ f(Xo'yo) :(D
S . s—0 S .

P,

degeridir.

DOGRULTU TUREVIN YORUMU

S yluzeyi:

z = fix. v) ]ﬁ"" + suy. v + suz) — fixg. vo)
Eve :

> C ! >
X (Xg + s1y, Vg + 3s13)

Polxq. ¥g) u = ui + u,j



z = f(X, y) denklemi uzayda bir S yiizeyini gosterir. Zo = f(Xo, Yo) iSe,
P(Xo, Yo, Zo) noktas1 S’ yiizeyinin iizerinde bir noktadir. P(X,Y) den ve
P(Xy, Y,) dan gecen U birim vektoriine paralel olarak gecen dikey
diizlem S yiizeyini bir C egrisiyle keser. f’nin U yoniindeki degisim
orani C egrisinin P’noktasindaki tegetinin egimidir.

f (X, y) fonksiyonunun P(X,Y,) da, 0=Ui+U,] birim vektérii
yoniindeki dogrultu tiirevi:

X=X, +SU,Y=Y,+SU,

(g—fj =(Duf)p0=[afj dx{a‘c] dy
S Jip, OX Jp, Os  \ Oy 8 ds

df of ) - [of ) | dx+ dy-
@) o, (2] 2] 5] &5
ds J;. X o \OY)p ds ds
df of ) - (of) || - =
— | = =[|— | I+ — Ul +U

(dslp O (axjpo (ayjpoj .

-
"

Pyda fin gradyeni=(Vf ),
0

df _
EE)U o =(0.J) B (Vf )Po - hesaplanr.

Bu ifadeye, f(X,¥) yiizeyinin P(X;,Y,) noktasindaki, U :U1T+U2j?
birim vektorii yoniindeki dogrultu tiirevi(yonlii tiirev) denir. Yonli
tiirev (X, Y) yiizeyine, tizerindeki P(Xy, Yo, T (X5, ¥,)) noktasindan U
dogrultusunda ¢izilen tegetin egimini verir.




Dogrultu Tiirevinin Ozellikleri

df R
(Ejap ) (DUf)PO :(Vf )Po - olduguna gore (Vf )po ile U

birim vektoriin skaler ¢arpimidir. O halde

df _
&), " =51, 0,

cosé

] cosez‘(Vf)

1

Ro

1. f fonksiyonu en fazla c0s6=1 jken veya u, Vf ’nin yoniinde iken
yonlii tiirev maximum degeri alir Yani, tanim kiimesindeki her P
noktasinda, f, P’deki Vf gradiyent vektoriiniin yoniinde en hizl

sekilde artar. Yonlii tiirev: (Du f )P = ‘(Vf )p ‘ cos0= ‘(Vf )P‘

2. Aym sekilde, f en hizli — VI yéniinde azalir. Bu yondeki tiirev
(D,f)e = ‘(Vf )p‘COS” = _‘(Vf )p

dir.
3. (Vf)p #0 Gradiyentine ortogonal herhangi bir u yoni f’de sifir

degisim yoniidiir, ¢iinkii bu durumda € = % olur ve

(D,f), :\(Vf)P\cos%:O

bulunur.
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Seviye Egrilerinin Gradyentleri ve Tegetleri

Diferansiyellenebilir bir f (X, Y) fonksiyonunun diizgiin bir

F = X(t)i +Y(t)] egrisi iizerinde sabit bir ¢ degeri yani egri ’nin bir
seviye egrisi ise f (X(t), Y(t)) = C olur. Bu denklemin iki tarafinin da

t’ye gore tiirevini alarak,



of dx of dy

ox dt 8y dt
OX oY dt dt
S dr(t)
dt

v Ir® _

dt

dr(t)
Gradyen f vektorliniin teget vektori Tt Ye dik olmas1 demektir.
dr(t)

VT nin teget vektor Tdt ’ye normal oldugunu sdyler, dolayisiyla

egriye normaldir.
Diferansiyellenebilir bir f(X,Yy) fonksiyonunun tanim kiimesindeki

her (%51 ¥o) noktasinda f’nin gradiyenti, (%, yO)noktasmdan gecen
seviye egrisine normaldir.

A, ¥ = flxg,. ¥, scvive cEnsi

Bu bilgiden faydalanarak, seviye egrilerinin tegetlerini bulabiliriz.



—

(X1 ¥o) noktasindan gecen N = Al + Bj vektsriine normal olan

dogrunun denklemi(teget dogrusunun denklemi)
A(X-X%,)+B(y-Y,) =0

N = (VF)p = £, 0, Vo) (x—=%0) + £, (%0, Yo) (Y ~ ¥,) =0
ORNEK

x2 .
— + = =12
4 -

elipsinin (-2, 1) noktasindaki tegetinin denklemini bulun |

Elips,

=

flx,v) = ‘T + _|.-3

Fonksiyonun c=2 olan seviye egrisidir. Bu ytizeyin (-2,1)
noktasindaki gradyeni

Vili—n = (%' T 3."]) = —i+ 2
& (=2,1)

olup, verilen noktadaki normalidir.

Teget dogrusu

(—1)x +2) + 2}y =11 =0

x— 2y=—4



VAi-2.1)=-+2j r—ly=-4

Gradyentlerin Cebir Kurallar

1.  Sabitle Carpim Kuraliz  V{kf)=iVf (k herhangi bir say1)

2. Toplam Kurali: Vif+gl=Vf+ Vg

3. Fark Kural: Vif—gl=Vf— Vg

4. Carpim Kurali: Vife) = fVe + gVf

5. Boliim Kural: ?(é) = M
g

Uc¢ bagimsiz degiskenli fonksiyonlarda

Diferansiyellenebilir bir f{x, v, z) fonksiyonu ve uzayda bir w =u;i + uyj + usk birim vek-
tori i¢in,
aof  of, df

?f=El+@]+Ek

Vi

of . of
@H] + —u;

o
DJ='Ff-n=ﬂ—iul+ p



ORNEK: (X Y,2)=008(xy)+€" +In(2X) fonksiyonunun

a) RL0,1/2) noktasinda A=i+ 2]7 +2k dogrultu tiirevini bulunuz.

b) f, Po (1’ 0,1/ 2) da en ¢ok hangi yonlerde degisir degisim orani
nedir?

| >

—

— 1.-’ 2—.> 2—'
A=v1+4+4=3 " birim vektorii ' :§'+§J+§k

=7

f(x,y,z)=cos(xy)+e’ +In(zx)

fX:—ysin(xy)+i =1 f, =-xsin(xy)+ze” _1
ZXlp, o 2
f,=ye’" +—| =2
ZX|p
V), :f+%j7+2IZ
1 21 2
(Duf)PO:(Vf)P u:§1+—§ —2=2

Fonksiyon en hizli (Vi) = i+

—(Vf )po =i - 5 j—2k en hizli yoniinde azalacaktir Degisim

21 21
=\/; ve |V, :—J; dir.

oranlar1 ‘(Vf )p,



ORNEK Hangi yénlerde f(x y)=xy fonk. (2,0) noktasindaki yonlii
tirevi -1 olur?

Vf =yi +X] = Vf,o = 0 +2] U=ui+u,j=

U] =1=u’+u,” =1
1 1Y
(BiT)z0) = (VI) o)l =2U, = -1= U, = _§:> u,’ +(__j =1

J3 3

W=+ P(20)da Uzi—f—%f

hesaplanir.



