1.1. Genel Bilgiler

Tanim 1. 1: x bagimsiz degiskeni ile bu degiskene bagl fonksiyonu ve bu fonk-
siyonun ¢esitli mertebeden tiirevlerini igeren denkleme diferansiyel denklem
denir.

Bu tanima gore; x bagimsiz degisken, y, xe bagli fonksiyon, y'nin tiirevleri;

[

y'.y‘,y*, ...,y(n) olmak tizere F(x,y,y Vs ...,y(n)) = 0 denklemi n. mertebeden bir

diferansiyel denklemdir.

F(x, ¥, y’) =0 birinci mertebeden diferansiyel denklemdir.

F (x, ¥, y’, y') =0 ikinci mertebeden diferansiyel denklemdir.

F(x, ¥, y’, e y(n)) =0 n. mertebeden diferansiyel denklemdir.

Bir diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeli tiirevi denklemin mertebe-
sidir. En yiiksek mertebeli tiirevin derecesi de diferansiyel denklemin derecesidir.

xy +y+1=0y +xy=0dy=(x"+y")dxxy +xy°—4=0 denklem-
leri 1. mertebeden diferansiyel denklemlerdir.

-

y ty = x°+ 1 denklemi 3. mertebeden,

2
d d
u — x—u — 3x2u = (0 denklemi 2. mertebeden,

2
dx X




3
v dv + 3v =5 denklemi 3. mertebeden diferansiyel denklemlerdir.

dt g
(yf)z —yrsin X — x = 0 denklemi 1. mertebeden 2. dereceden;
x( y)’ + y’ + yj +y = 0 denklemi 2. mertebeden 3. dereceden bir diferansiyel

denklemdir.
y’ + y’tan X = sin 2x denklemi 2. mertebeden diferansiyel denklemdir.

y(n) + 5}/(”_ Dy xy” +y‘ +y =0 denklemi n ci mertebeden 1. dereceden

bir diferansiyel denklemdir.

Tamim 1. 2: F (x, » y’, ooy y(”)) = 0 bir diferansiyel denklem olsun. Bu diferansi-
yel denklemi saglayan y = f(x) ifadesine s6z konusu diferansiyel denklemin bir

¢Oziimil veya integrali denir.

Ornek 1. 1: y +y—sinx—cosx+1=0 denklemi verilsin.
y = sinx — 1 bu denklemin bir ¢6ziimiidiir. Gergekten; y = cosx oldugundan
cosx+sinx—1—sinx—cosx+1=0 olur.
Ornek 1. 2: y‘ —x =0 denklemi verilsin. ¢ keyfi sabit olmak tzere
1 , ,
y= Exz + ¢ ifadesidenklemin genel ¢coztimiidiir. Gergekten; y —x=0—-y =x

. 1
dir. Integral alinirsa y = Exz + ¢ olur.

Tanmim 1. 3: Bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii veya genel integrali bir

egri ailesidir.

P(x, ¥ y') =0 denkleminin genel ¢oziimii (Genel integrali) G(x,y,¢)=0
seklinde bir egri ailesidir. Burada c keyfi sabittir. (¢, parametre)

F (x, ¥, yf, . y( H)) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii G(x, ; ¢;, €55 ..., €,) =0
seklinde bir egri ailesidir. ¢, c,, ..., ¢ keyfi sabitlerdir.
Ornek 1. 3: ym =1 ise
e v =L 20y S S S S S Genel cégi
y=xtc,y =—xtcxtc,y=—x chx ¢, x+ ¢, (Genel ¢6ziim)

Bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinden 6zel bir ¢oziimii bulunabilir.
Bunun igin keyfi sabitlerin sayis1 kadar gart verilmelidir (Baslangi¢ deger problemi).

Benzer sekilde diferansiyel denklemi saglayan ve icerisinde bir ya da daha fazla keyfi sabit bulunduran
ve bu nedenle bir egri ailesini olusturan ¢6ziime genel ¢6ziim denir. Eger diferansiyel denklemin her
¢6zimi genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere degerler atanarak elde edilebiliyorsa bu genel ¢6ziim ayni
zamanda tam ¢6ziim adini alir. Genel ¢6ziimden elde edilen her bir ¢6zim ise 6zel veya



6zgiil ¢6ziim adini alir. Eger diferansiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimu, genel ¢6ziimdeki
sabitlere degerler atanarak elde edilemiyorsa bu ¢oziim tekil ¢6ziim adini alir. Tipki cebirsel
denklemlerin ¢6ziimiinde oldugu gibi, diferansiyel denklemlerde de, hangi isim altinda

olursa olsun, bir ¢6ziim diferansiyel denklemi mutlaka saglar. Eger saglamiyorsa, elde edilen
¢O6zUm hatalidir demektir. Bir problem igin diferansiyel denklemin elde edilmesi genellikle kolaydir.
Diger yandan bu denklemin ¢oziiminin bulunmasi ise genellikle zordur. Bir diferansiyel denklemin
¢6zUiimi bazen bir ya da birka¢ defa integral alma isleminden ibaret olabilse de bu tiir durumlar
genellikle istisnadir. Tim diferansiyel denklem tiplerine uygulanabilen genel bir ¢6ziim

yontemi ne yazik ki mevcut degildir. Cesitli siniflara ayrilan diferansiyel denklemler igin

bunlara 6zgl ¢6ziim metotlari gelistirilmistir

Ornek:

y=ezx ifadesinin (-eo,+e0 ) araliginda y'— 2y =0 diferansiyel denkleminin bir ¢dzimi
sldugunu gosteriniz.

foziim
Verilen ¢6zim diferansiyel denklemi saglamalidir.

y= er
yr — 262}\'

saglanir.

alinarak diferansiyel denklemde yazilirsa 2¢’* —2¢’* =0 olur ve denklem

Ornek:

y=q1 —x’ ifadesinin yy'+ x=0 diferansiyel denkleminin bir ¢6zimi oldugunu
gosteriniz. Verilen ¢oziimiin her x degeri icin gegerli olup olmadigini irdeleyiniz.

Cozim

f -2
Verilen ¢ozim diferansiyel denklemde vyazilirsa 1-x° —2+x=0 elde edilir,
2Nl—x

dolayisiyla verilen ¢ozim denklemi saglamaktadir. Cozimin tanim araligi igin 1-x2>0
olmasi gerektigi aciktir. Buradan (1-x)(1+x)>20=1>x ve —1<xvyazilarak —/<x <1 elde
edilir.

Ornek

y=Cxe’ + 2x—3 ifadesinin y"—4y'+ 4y =8x— 20 diferansiyel denkleminin, C sabitinin
herhangi bir degeri icin, ¢ozimuU oldugunu gosteriniz.

Cozim

y=Cxe’™ +2x-3, y'=C(e’ + 2xe™* )+ 2=Ce** + 2Cxe™ + 2 ve

y"=2Ce’™ + 2C(e’* + 2xe”™ )= 4Ce’ + 4Cxe”* bulunup denklemde yerine yazarsak,

V' —4y"+4y = (4Ce’™ + 4Cxe’™ )— 4(Ce*™ + 2Cxe’™ +2) + 4(Cxe** +2x—-3)=8x—20
elde edilir. Dolayisiyla verilen ¢oziim genel ¢ozimdar.



Diferansiyel denklem, bir fonksiyon veya tiirevlerinin belirli bagimsiz degisken degerlerine
karsilik gelen bagimsiz degisken degerleri konusunda bilgi icermez. Sonug olarak ayni fiziksel
olayla ilgili pek ¢ok farklh problem ayni diferansiyel denklemle ifade edilir. Farklilik ise elde
edilen genel ¢6ziimden bizim ilgilendigimiz problemin 6zel ¢oziimiine gecebilmemizi
saglayan Ozel sartlarin tanimlanmasidir. Eger bu sartlar bagimsiz degiskenin ayni degeri igin
verilmigse bu sartlara baslangig sartlari,bagimsiz degiskenin birden fazla degeri igin
belirlenmisse bu sartlara sinir sartlari denir.

y' =3y +y=2xe "

¥(2)=5, ¥'(2)=-3

= baslangi¢ deger problemi

V' =3y + y=2xe "

¥v(2)=35, y'(8)=-2

= sinir deger problemi



Ornek 1.4: y +y = 0 denkleminin genel ¢6ziimii y = ¢, COsX +c,sinx dir.

y(0)= O,y’(O) =1 igin 0zel ¢6ziim y = sinx dir.

1.2. Diferansiyel Denklemlerin Elde Edilmesi

y = f(x,c) bir parametreli egri ailesi olsun.

y = flxc)
y =f(x)

mertebeden diferansiyel denklem elde edilir.

} Denklemleri arasinda ¢ yok edilirse F(x, Vs y’) =0 seklinde 1.

y = f(x ¢, ¢c,) iki parametreli egri ailesi olsun.

y=flxepey) |

y =f(xcpc,)r Denklemleri arasinda c¢,c, sabitleri yok edilirse

r-2

y :f (x,CI, 62),
F (x, ¥, yf, y’) = 0 seklinde 2. Mertebeden diferansiyel denklem elde edilir.

y=f(xcpcyenc,)

y =f(%cpcyp.c,) t Denklemleri arasinda c,c,,...c, keyfi sabitleri

(n) _ [An)
yn —f(n (X%€pCp.nc,)

(n})

(parametreleri) yok edilirse F(x, ¥, y’, ..y )= 0 seklinde n.ci mertebeden dife-

ransiyel denklem elde edilir.



ALISTIRMALAR

1. Genel ¢oziimii y = ¢, cos(Inx)+c,sin(Inx) olan diferansiyel denklemi

elde ediniz.

Coziim:

y=c,cos(Inx)+c,sin(Inx)

, c, c,
y =—"sin(lnx)+ = cos(Ilnx)
x X

s ¢, ¢, ¢,
y =—sin(lnx)+——cos(Inx)——=cos(Inx)——=sin(Ilnx)
X X < X

3 [ ¢, c,
y =—[clcos(lnx)+c25in(lnx)]—— ——=sin(lnx)+—=cos(lnx)
2 xl x X
L1
y xz)’ xJ’

X y— xy’ + y = 0 diferansiyel denklemi bulunur.

- 2
2. y=g e+ C,€ t cj€ * egri ailesinin sagladig diferansiyel denklemi

bulunuz.

Coziim:

X —x 2x
y=ce tc,e tcge

’ x —X 2x
y =c,e —c,e t2ce

”

X —X 2x
y =ce —c,e tdcge

u x —X 2x
y =ce —c,e T8cge

" . 2x ) , p
y my=3ee |y -y =0y —y)
y =y =6ee |y —2 =y +2y=0

diferansiyel denklemi elde edilir.



3.

y" =3x°+5 diferansiyel denkleminin y(1)= 7, y‘ (2) = 3 sartlarini sag-

layan ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim:

r 2 © 3 1 4 5 2
y =3x +t5-y =x +5x+c1—-y—;x +3x T, xtc,

1 5
x =1i¢in y:7—-z+5+c1+c2:7

x=2i¢in y =3-8+10+¢, =3—-c,=—15

11 49 77
7*15+c2=7—-c2=7+7=7
4 4 4

1 5 7
y= 2x4 + Exz —15x + 72 = f(x) (0zel ¢bziim)

4.

2
Inx—
Herhangi bir noktasindaki tegetinin egimi RALLATED AS TR (1, 1) nok-

X

tasindan gegen egriyi bulunuz.

Coziim:

2
d d Inx—
Herhangi bir (x,y) noktasindaki tegetin egimi d—y dir. v _ymry
X X

dy vy 2 Inx o ' _
——+—=y — (Bernoulli diferansiyel denklemi)
dx x X

-2 1 -1 Inx -1 —2
y yt—y =— y =z-y y=z

X X
r 1 [ | /
—z+t—z= =X . zZ——z =% (Lineer denklem)
X X X X
_J-_d_x Inx=x,v=—fln—x-i+c=—f—lnxdx +¢

Z=u-v-ou=—e x =e v x

X
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r+1 dx
1. fxrdx=x —1) 2. f?=ln|x|+c
r+1
3. fﬁnmﬂ=¥mmx+c 4. fammk=sMx+c
5. fseczxdx =tanx+c 6. fcoseczxdx=—cotx+c
7. fsecx. tan xdx = secx + ¢ 8. fcosecx. cot xdx = cosecx + ¢
9. fmnxdx=—ln|cosx|+c 10. fcotxdx=ln|sinx|+c
11. fsecxdx = In|secx + tanx|+c 12. fcosecxdx = In| cosecx — cotx |+ ¢
13 f *dx=e¢" + x a
: € —e e 14. fa dx=——++c¢
Ina
15. fsinhxdx= coshx +c¢ 16. fcoshxdx= sinhx+c¢
17. fsechzxdx = tanhx + ¢ 18. fcosechxcothxdx=*cosechx+c
19. fsechxtanhxdx=+sechx+c 20. fcosechxcothxdx=—cosechx+c
dx 1 X dx x—a
21. f p 2 = —arctan—+c¢ 22. f 2 5= = I +c
“+a a a “—ua 2a x+a
dx 1 x+a dx X
23. - I ‘ + fi X
f(x+aﬂx+b) PR DR 24, > de an3m£z+c
a —x
25. f Iﬂx+Vx +a|+c
ina
2
26. f\/ az—xzdeE\/ az—x2+%arcsin£+c
a
2
2 2 X /2 2 a 2 2
27. f X iadx=5vx ia:tzlﬂx+Vx ia|+c
dx 1 X 2n—1 dx
28. f = + f ,(n=12..)

2 2\nt1
a’)

(x™ + ona” (x*+a%)  2nd’ (Z+ )



1 1 1 1
29. fsinzxdx = Ex — ;sin 2x+¢ 30. fcoszxdx = Ex + Esin 2x+ ¢

31

33.

34.

35

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44

45.

2 2
) ftan xdx =tanx—x+c 32. fcot xdx =—cotx—x+c¢

1
fsinsxdx =—E(2 + sinzx)cosx +c

1
f cosBxdx = 3(2 + coszx)sinx +c

I
: f tan’ xdx = Etan2x+ In|cosx |+ ¢

—_— = =

sinax sin bxdx =

cos ax cos bxdx =

1
fcotjxdx =—5cot2x + In|sinx |+ ¢

I 1
fsechdx = Esecx tanx + Eln| secx+ tanx |+ c

3 1 1
fcosec xdx =—5cosecx. cotx + 51n| cosecx — cotx |+ ¢

sin(a—b)x sin(a+b)x

2(a—0b) 2(a+b)

sin(a—b)x  cos(a+b)x

sinaxcos bxdx =—

1

. n )
fsm xdx =——sin

n

1
f cos" xdx = —cos

n

1
) f tan" xdx =

n—1
1

fcotnxdx =—

n—1

n—

2(a—0) 2(a+b)

cos(a—b)x cos(atb)x
2(a—0b) 2(a+b)

n—1 n—1 . n—2
xcosx+ fsm xdx
n

1 . n—1 n—2
xsinx+ f cos xdx
n

n—1 n—2
tan X— f tan xdx

—1 -2
cot” x—fcm‘rt xdx



46.

47.

48.

49.

50.

51.

52

53

54

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61

n—1

1

n—1

n
cosec

n
f cosec xdx =—

n—1

xcotx+
n—1

. m+1 n
. om n Sin X Ccos
SIn Xcos X —

m+tn

fxsinxdx =sinx —xcosx+tc

fxcosxdx =cosxtx.sinx+tc

H

n ., n n
fx sinxdx =—x cosx+nfx

n . n
X cosxdx =—x smx—nfx

2
. farcsinxdx:xarcsiner\/ 1—x +c

X n—1 o om n—>2
-+ fsm X COS xdx

m-+tn

1
cos xdx

1.
sin xdx

/ 2
arccosxdx = xarccosx—+ 1—x +c¢

1
farc cot xdx = xarccotx + Eln

farcsecxdx = xarcsecx — ln| X

) flnxdexlnx—erc

1 2
farctanxdx = xarctanx—;ln(x +1)+¢

(Z+1)+e¢

+Vx2—1|+c

2
farccosecxdx = xarccosecx + ln| x+tyVx —1 |+ c

1 X
fxarctanxdx = E(x2 + I)arctanx — 5 +c

62. fxnlnxdx =

X

n-+

1 -2 n—2 -2
fsecnxdx = sec’ xtanx+ fsecn xdx

1
fxarcsin xdx = Z(2x2 — l)arcsinx+ iv 1— x2 +c

n+1

n—2
f cosec xdx

(lnx—
1

1
n+1

J+e








