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Adi, Dogrusal Diferansiyel Denklemlerin
Klasik Cozumleri

Integrasyon Faktoérii Yontemi




Integrasyon faktori yontemi, herhangi bir birinci
mertebeden dogrusal diferansiyel denkleme bir ¢ozum

denklemini ele alalim. Bu denklem

d_ic/ T P(x)y = Q(x) P(x) = aO(x)/cu(x) Qx) = r(x)/cu(x)
seklinde yazilabilir.

Cozim y = e_fp(x)dx[Q(x)efP(x)dxdx + C] olur.

Integrasyon sabiti C, baslangi¢ kosulu kullanilarak elde
edilir.



Ornek

mCy o+ hAT =Gy T(O)=T;,  Gin=ye
UM =" Bt 4T = pe Bt

t mcy mcy

BNV — — phe—Bt
a= —y b = — P(t) =a Q(t) = be
Baylelikle,

o~ [PAt _ ,~[adt _ ,—at [P@®)dt_ ,fadt _ ,at-




T =e % [Ti + ﬁ(e(a_ﬁ)t — 1)]

elde edilir.



Adi, Dogrusal Diferansiyel Denklemlerin
Klasik Cozumleri

Karakteristik Denklem




Karakteristik denklem yontemi, sabit (zamanla
degismeyen) katsayili, homojen n’inci mertebeden
dogrusal diferansiyel denklemlerin cozumu i¢in kullanilan
bir tekniktir.

Bu yontem, sabit katsayili dogrusal homojen diferansiyel
enklemlere cozum saglar.

dn dn—l
datm datn-1

d
+---+a1d—i+aoy=0

denklemini ele alirsak,
a,, a,_ 4, a4, Ve ay sabit katsayilardir.



Bu teknigin temel adimi, y = e™ seklinde bir ¢ézimu
varsaymaktir. Bu varsayim kullanilarak,

dn d2 d ags
Y _ rnert > S ey _ 7,.287‘1:; &y _ Tert yaZ”ab”lr.
dth dt? dt

Denklemde yerine konulur,

a,re™ +a,_r" e + -+ are™t +a,e™ =0

ve her iki taraf e™* ‘ye bollnUrse,
a,r"+a,_r"t+--+ar+a,=0

elde edilir- 1.11.2018




Bu denklem karakteristik denklem olarak adlandirilir; r,,
r,_1,..., r{ KOKlerini verir. Birden fazla kok oldugundan, ilk
varsayimiy = Y- . C;e"it

seklinde yeniden yaziyoruz

da,
y =C,e™t + C,,_je™m-1t + ...+ Cie™ + g, e™?
C, C., ..., ve C, sabitleri baslangic kosullari
kullanilarak degerlendirilir.
Bu yontem oldukca basittir; en zor adim, karakteristik
denklemin koklerini elde etmektir.




Sistem Tepkisinin Nitel Karakteristigi

Karakteristik denklem yontemi ozellikle gucludur, cunku
denklemin kokleri tamamen sistemin niteliksel tepkisini
(davranisini) tanimlar. Sistem tepkisi ile ilgili onemli
ilgilerin cogu bu koklerden elde edilebilir.




Tepki ile ilgili sorular sunlardir:
 Tepki kararlh mi? Yani, sinirli bir giris tarafindan
zorlandiginda tepki sinirli kalacak mi?

 Tepki monotonik (tekduze) mi yoksa salinimli midir?

* Monotonik ve kararliysa, gecislerin ortadan kalkmasi ne
kadar surer?

« Salinimli ise, salinimin periyodu nedir ve salinimlarin
ortadan kalkmasi ne kadar surer?



Sinirhk - bir girig  tarafindan  zorlandiginda  sinirli
kalabiliyorsa tepki kararhdir. Sinirh bir  tepkiyle
zorlandiginda, durmadan yukari veya asagl hareket
ediyor ve nihai bir degere ulasiyorsa kararsiz bir tepkidir.
Kararl bir tepki nihai degere ulasir.

inirh giris, nihai degere ulasir olmalidir.

Ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem disinin; tim
bulgulari herhangi bir n’inci mertebeden diferansiyel
denkleme uygularsak,



d?y
A2 4¢2

| dy _
| ala+aoy—0

asagidaki karakteristik denklem elde edilir

ar*+a;r+a, =0

ve Ikincl dereceden denklemden kokleri elde ederiz.

—aliJa%—4a2a0

2a2

7”1,7"2 :

1.11.2018




Karekok igerisindeki terimin degerine bagli olarak ug
olasi durum vardir:

1. a% — 4aya, > 0 iki gercek kok r, ve r,
2. a% — 4a,a, = 0 tekrar eden tek bir gercek kok
.af —4a,ay <0 a + i sekinde iki karmasik kok

Durum 1 icin (iki gercek kok), y = C,e™* + C,e™!

Durum 2 icin (tekrar eden tek bir kok), her iki kok de
r = —(a,/2a,)’dir. Cozimdin ilk terimi y; = C;e™dir.



Cozumun ikinci terimi, bagimsiz degisken ile
carpildiginda (katsayi harig) aynidir, (y, = C,te™), sonra
y = Cie™ + C,te™’dir.

 Durum 3 (iki karmasik kok) icin, kokler r, = a + iff ve

_ o, \/4a2ao—a%
r, = a —if'dir, burada —z—azveﬁ =7

‘dir.

y = Cle@HB)t 4 (1 p(aip)t

y = e®t|Ce'Pt + Cje~tF]



Karmasik usler nedeniyle bu tepkinin iyl bir nitel
gostergesini elde etmek oldukca zordur. Daha iyi bir
ifade, karmasik sayilardan kacinarak, Euler esitligi
(etPt = cosBt + isinBt) kullanilarak elde edilebilir.

= e*[C,cosft + C,sinft]

Ik iki durum, Ussel tepki ve Uc¢lncl durum bir salinim
tepkisi ile neticelenir. Kokler ya gercek ya da karmasik
olabilir; “karakteristik denklemin kokleri” ni gosteren sekli
ele alalim.



eksen
r,=—a+ pi ) '
% r,=a+ fi
X
r,=-a r,=b
> i Gergek eksen
X
X # .
. r,=a- i
r,=-a - pi
2

Karakteristik denklemin kokleri

1.11.2018




1 ve 4 numarali yerler, koklerin gergek oldugunda 1 ve 2
durumlarina karsilik gelir ve 2 ve 3 numarali yerler,
koklerin karmasik oldugu (yildiz isareti eslenigi gosterir)
durum 3’e karsilik gelir.

/ Koékler Coziim sekli

T y = Cie™™

9,15 y = e~ *[C,cosft + C,sinft]
13,73 y = e*[C,cosPt + C,sinft]
T'4_ y — Clebt 1.11.2018




Bagimsiz degisken t arttikca, 1 ve 2 no’lu yerlerdeki
koklerin ¢cozumleri, negatif ussu sayesinde, tepkinin, 2
no’lu yerdeki ust uste binen salinimlarla birlikte ussel
olarak azaldigini gostermektedir. Bununla birlikte, 3 ve 4
no’'lu yerlerdeki koklerin gcozumleri pozitif ussu sayesinde
pkilerin sinirsiz arttigini gostermektedir. Boylece, 1 ve
2 numarall yerlerdeki kokler kararli tepkiler ve 3 ve 4
numarali yerlerdeki kokler kararsiz tepkiler saglar. Fark,
kokun gercek kisminin bulundugu yerdedir.




Negatif gercek kisimlara sahip kokler icin tepki kararlidir;
pozitif gercek kisimlara sahip kokler icin tepki kararsizdir.
Dahasi, gercek kokler icin cevap monotonik ve karmasik
kokler icin tepki salinimlidir. Cok sik olmamakla birlikte,
kokler gercek olup ve bu nedenle tepki ustel fonksiyon
arak verilmis olsa da, tepki biraz salinimhidir, monotonik
degildir. Bu nadir ornek sadece coklu kokler oldugunda
gerceklesebilir. Homojen diferansiyel denklemler icin
zorlayici fonksiyonu olmadigindan, sistemin niteliksel
davranisi zorlayici fonksiyonun [f(t)] turine bagli degildir,
sadece sistemin kendisinin ozelliklerine baglidir.




Bu son ifadeleri asagidaki gibi aciklayabiliriz.
Kok a £ if

|

Tepkinin kararli ya da kararsiz olmasi

sadece a'nin isaretine baghdir.

Negatif ise, tepki kararhdir;
ozitif ise, tepki kararsizdir.

Tepkinin monotonik ya da salinimli olmasi
sadece f'nin sayisal degerine baglidir.

=0 ise, kokler gercek ve tepki
monotoniktir;

f#0 ise, kokler karmasik, ya da sanal, ve
tepki salinimhdir.

1.11.2018




Adi, Dogrusal Diferansiyel Denklemlerin
Klasik Cozumleri

Belirsiz Katsayilar




Belirsiz katsay! yontemi, sabit katsayill homojen olmayan
n'inci mertebeden dogrusal diferansiyel denklemlerin
cozumu icin kullanilan bir tekniktir.

Karakteristik denklem yontemi sadece homojen
diferansiyel denklemler icin gecerlidir.

omojen olmayan diferansiyel denklemin genel
cozumunu (y) elde etmek icin cozumun iki parcaya
bolunmesi gerekir. Tamamlayici ¢ozum (y:;) ve ozel
¢ozum (yp).

Y=YctVYp



Ozel ¢o6zUmin bicimi sadece zorlayici fonksiyonun
bicimine baglidir ve bu yuzden bazen zorlanmis tepki
olarak da adlandirilr.

Ozel ¢ozim sadece =zorlayici fonksiyona bagl
dugundan, sistemin kendisi ile ilgili yapilacak herhangi
bir sey yoktur. Tamamlayici ¢cozum, baslangic kosullari
dahil olmak Uzere, sistemle ilgili olan gozumdur.




d?y dy .
Ay —5 + a1 —+ay = f (t) denklemini ele alalim.

d*(yc+yp) | d(yc+yp)

Uy —5—ta—————+a,(yc +yp) = f(t)
d*yc | dy d*yp | dy
2 dtzc | a1d_tc T asyc + a; dtzp | a1d_: + a,yp = f(t)

Vp zorlayici fonksiyona bagli cozumdur.

dy dyp |
dtZP + a’l dtp | aOyP : f(t)

%

1.11.2018




dyc
dt

Faq +a,yc =0
Tamamlayici kismin ¢ozumu, sadece homojen kismin

cozumune karsilik geldiginden, bundan sonra y, olarak
adlandiracagiz.

Genel c¢cozum, “ilgili homojen denklemin ¢ozumu® ile

‘homojen olmayan denklemin 0zel bir ¢ozumu® nun
toplamidir.

y — yH + yP 1.11.2018



Ozel ¢o6zUmin bicimi sadece zorlayici fonksiyonun
bicimine baglidir.

Homojen diferansiyel denklemlerin ¢cozumu, sistemi
etkileyen zorlayici fonksiyonun tipinden bagimsizdir. Bu
nedenle, sadece sistemin kendisine baglidir ve bazen
una dogal tepki denir.

Toplam ¢dziim 1 Sadece zorlayici fonksiyonun

Sadece sistemin bigimine baglt
kendisine bagl (zorlanmis tepki)

(dogal tepki) 4



Karakteristik denklem yontemini kullanarak homojen
cozUmu elde ettik. Ozel bir cozimi elde etmek icin
belirsiz katsayilar yontemini kullaniriz; bu yontem
asagidakilerden olusur:

« Zorlayici fonksiyon temelinde oOzel bir ¢cozum secin
deneme ¢ozumu” olarak da adlandirilir).

Zorlayici Fonksiyonun bigimi , f(%) Ozel Cozum bigimi
at"+a, ("1 + --- +a,t + a A+ A, 1+ - + At + A
(a,t" +a, "1+ -« + ayt + ag)e (At + A, 1+ - + At + Ap)et
(@, t" + a, 4t" + -+ + a;t + ag)cos pt (A "+ A, 4t" 1 + - + Ajt + Ap)cos pt
+ (bt + b, yt"! + +++ + byt + by)sin pt + (B,t" + B,_it"! + -« + Byt + By)sin pt

aet cos pt + bet sin pt Aeft cos pt + Bef' sin pt




« Zorlayici fonksiyon bir sinus veya kosinus iceriyorsa,
ozel cozum hem sinus hem de kosinus icermelidir.

» Ozel ¢ozimiin herhangi bir kismi homojen denklemin
bir cozumu ise, bu 0zel ¢ozumu bagimsiz degiskenle
arpin. Gerekirse tekrarlayin, yani bagimsiz degiskenle
carpildiktan sonra sonug¢ yine de homojen denklemin bir
cozumu oluyorsa, bagimsiz degiskenle tekrar carpilir.




Ornek

Asagidaki denklemin ¢cozumunu elde edin,

y" +y' —12y =12t —72t* vy'(0) =0 y(0) =3
Yy =Yy tYp

I

Vg +yy — 12y =0

yy = e"t oldugunu varsayalim.

r2+r—12=0
(r"4‘)(7"_3)=0$7"1=3;’r2=—4




Vp = Ayt -

yll) — 2A2t .

_Al

Bir kok, r,, pozitif gercek eksende ve diger kok, r,
negatif gercek eksendedir ve bu da kararsiz bir tepkiye
isaret eder. Her iki kokte gercektir (sanal kisimlar yok),
tepkinin monotonik oldugunu gosterir.

yy = Cie3t + C,e ™t

Zorlayici fonksiyon 12t — 72t2 bir polinomdur, bu ylzden
ozel bir cozum

‘Alt‘l‘AO

yp = 24,



24, + 24,5t + Ay — 12(A,t2 + At + Ay) = 12t — 72¢2
(24, + A, — 124,) + (24, — 124t — 124,t2 = 12t — 72t2

Bu son denklem, esitligin her iki tarafinda iki polinom
gostermektedir.

polinomlarin es terimlerin katsayilarini denklestirerek,
A,, A, ve A;'I elde ederiz.

124, =72=>A4,=6

24, — 124, =12

2(6)—124, =12=>A4, =0

24, + A; — 124, =0

26)+0—-124,=0=>4,=1




Boylece,
yp — 1 + 6t2
y = Cie3t + C,e ™ + 6t% + 1

Baslangic kosullari uygulanarak, C, = 8/7 ve C, = 6/7
de edilir.

y=gelt+oe 46" +1

e

_—

Sistemin kendisinden Zorlayicl fonksiyondgzgg




Ornek
Asagidaki denklemin ¢cozumunu elde edin,
yu + yl r 12y — e?t yl(o) = (0 y(O) = 3

Denklemin homojen kismi, onceki ornekte oldugu gibidir.
u sefer zorlayici fonksiyon bir ustel fonksiyon, bu

yuzden

yp = Age?t 6zel bir cozim olabilir.

yp = 240e%t  yp = 44,e*




4A,e°t + 24 et — 124 e%t=e?t

44y + 24) — 124,=1 = Ay = —=

1 ot
= ——e
Yp -

y = 1,857e3t + 1,309e % — 0,167¢e%¢

Sistemin kendisinden Zorlayicl for:k\siyondan
ve baslangi¢c kosulundan




Ornek
Asagidaki denklemin ¢cozumunu elde edin,
yu + yl r 12y — e3t yl(o) = (0 y(O) = 3

Denklemin homojen kismi, onceki iki ornek ile aynidir.
Jzel ¢ozim, yp = Aye3t, homojen ¢dézimin bir pargasi
oldugu i¢in calismaz. Yani oneri yp'yi bagimsiz degisken
t ile carpmaktir.

yp —_ AotQBt




yp = Age3t + 34,te>t yp = 64e3t + 94,te>t
Diferansiyel denklemde vyerine konursa, A, = 1/7 elde
edilir; boylece,

Vp = %te?’t olur.

Baslangic kosullarini kullanarak
1= 1,694 ve C, = 1,306 bulunur.

Boylece,

y = 1,694e3t + 1,306e~* + 0,143te"?
olur.




Ornek

Asagidaki diferansiyel denklem, bir sonumsuz kutle-yay
sistemini tanimlamaktadir:

x" + 16x = 4 sin wt

llgili homojen denklemin ¢c6zimUnu bulmaya basliyoruz,
Xy + 16xy =0

xy = e"t olarak varsayarsak,

r’+16=0=>r1; = 4i;1, = —4i elde ederiz.




Ve onceki islemleri kullanarak,
xy = C; cos4t + C, sin4t elde ederiz.

Bu homojen tepkinin veya dogal tepkinin frekansi
4radyan/zaman’dir. Buna dogal frekans diyoruz ve bunu
ile gosteriyoruz.

Ozel ¢6zim icin, ilk 6nce sunu dusinelim: w # 4. Bu
durumda, ozel ¢cozum

Xp = A cos wt + B sin wt
xp = —Aw sin wt + Bw cos wt

)

xP — —sz COS (l)t — sz Sln wt Olur. 1.11.2018



—Aw? cos wt — Bw? sin wt + 164 cos wt + 16B sin wt = 4 sin wt
(164 — Aw?) cos wt + (16B — Bw?) sin wt = 4 sin wt

Bu denklemde es terimlerin katsayilari denklestirilirse,
16A—Aw*=0=>A4=0

16B —Bw?2 =4=B = —

16—w?

Sonucta

. 4 .
x = C;cos4t + C, sin 4t > Sin wt
16—w




w — 4 yadaw — w, oldugunda x buyur.

Simdi w = 4 oldugunu varsayallm. Bu durumda, ozel
¢cozum onerisi kendi icinde homojen kismin bir gozumudur
ve Ise yaramayacaktir. O zaman prosedur, oneriyi
bagimsiz degisken ile carpmaktir. Ozel ¢dziim o zaman,

p = t(A cos4t + B sin 4t) olur.

xp = Acos4t + Bsin4t + t(—4Asin4t + 4B cos 4t)
Xxp = —8Asin4t + 8B cos4t + t(—16A cos 4t + 16B sin 4t)



—8Asin4t + 8B cos 4t + t(—16A cos 4t + 16B sin 4t)
16t(A cos4t + Bsin4t) = 4 sin 4t

—8A sin 4t + 8B cos 4t = sin 4t

Esterimlerin katsayilari esitlenirse; A= -1/2 ve B = 0 olur.
u durumda, genel ¢cozum

x = (C;cos4t + C, sin4t — %tcos At dir.

t arttikga X'in sinirsiz hale geldigini unutmayin.




Coklu Zorlayici Fonksiyonlar

Bazen birden fazla zorlayici fonksiyon sistemi ayni anda
etkileyebilir. Ornegin asagidaki denklemi diisunin;
y' +y —12y = 12t — 72t* + % y'(0) = 0 y(0) = 3

Iki zorlayici fonksiyonu gdsteren bu diferansiyel denklemi
aglk bir sekilde yazabiliriz.

y'+y =12y = f1(t) + f,(¢)

f1(t) = 12t — 72t> f,(t) = e4t




Y =Yy +Yp1 T Yp2

yp1, birinci zorlayici fonksiyon f;(t)den ve yp,, IKinci
zorlayici fonksiyon f, (t)den dolayi 6zel bir ¢bztumdlir.

y=Cie3t + Cre ™ +6t2+1— %eZt

Baslangic kosullarindan, C,=27/21 ve C,=37/42'drr.

27 37 _ 1
y =_83t e 4t 6t2 L 1 __82t
21 42 6




Adi, Dogrusal Diferansiyel Denklemlerin
Klasik Cozumleri

Birinci ve Ikinci Mertebeden Sistemlerin Tepkisi




Modellerin cogu Dbirinci veya ikinci mertebeden
diferansiyel denklemlerden olusmaktadir; bu genellikle
fiziksel / endustriyel modeller igin gecerlidir.

Birinci Mertebeden Sistemler

rneqgin;

dT .
mC a9t dgiren — hA(T —Ty)




Bu sistemlerin iki farkli girig turune, bir adim fonksiyonuna
ve bir sinus dalgasina tepkileri.

Sabit katsayili dogrusal birinci mertebeden diferansiyel
denklemi dusunun:

25+ agy() = bx(t)  y(0) =y,

aq

enklemin ug¢ katsayisi vardir, a,, a, ve b, fakat, genellik
kaybi olmadan, denklemi ucunden birine bolebiliriz,
boylece denklemi sadece iki parametreyle karakterize
edebilliriz.



Sifir olmamasi kosuluyla, bagimli degiskenin katsayisi
(ay) ile bolunmesi genellikle alisiimis bir durumdur. Boyle
bir islem, asagidaki denklemi verir; bu, sabit katsayili
dogrusal birinci mertebeden diferansiyel denklemin
standart formudur.

20 4 y(6) = Kx(t)

T = a4/a, genellikle zaman sabiti olarak adlandirilir;
zaman birimi ile.

K = Db/a,, genellikle sistem kazanci olarak adlandirilir;
bagimli degisken/zorlayici fonksiyon birimi ile.



Kararli durum islemiyle baslarsak, bunun anlami

X(0) zorlayici fonksiyon ile, y(0) = K x(0) dir.

zaman boyutuna ve K ise y/x boyutuna sahip olmalidir.

Herhangi bir dogrusal birinci mertebeden diferansiyel
denklem, denklemde y(t) bagimli degiskeni gorundugu
surece, standart forma donusturulebilir.



Ornegin;
dT .
s + T = K1qgiren + K21y

MC _ (1,75 kg)(450 J/kg-°C)

e (20 /s m2°C)(0,05 m?) 787,55
_ 1 1 _ °C
Ky = hA (20 ]/s-m2-°C)(0,05 m2) 1,0 J/s

K, = 1,0 boyutsuz.



dec'l(t) y(t) = Kx(t)denklemi, ters tlrev, degiskenlerin

ayrilmasi ya da integrasyon faktoru ile cozulebilmesine
ragmen, denklemi burada karakteristik denklem ve belirsiz
katsayl yontemleriyle c¢ozmeyi sececegiz. Homojen
yan bir denklem olarak, once homojen denklemi

ZerlZ.
r 2D 4y, () =0 r+1=0
. 1 B
ve kok r=—= yuy(t) =Ce =

Ozel ¢6zUm zorlayici fonksiyona bagldir.



Adim Fonksiyon Girisi

X(t) zorlayici fonksiyonunun, t=0 aninda x(0) baslangic
degerinden x=x(0) + D son degerine, yani X(t)=x(0)
+Du(t), (D birim buyuklugunde adim degisikligi) degerine
donustugunu varsayalim. Bu durumda,

dyP(t) - O
dt

yp(t) = Ay

rdﬁt) - y(t) = Kx(t) denkleminde yerine konursa

T(0) + 4o = Kxp yp(t) = Ay = Kxp elde edilir. -



Sonucta,
t

y(t) = yu(t) + yp(t) = Ce =+ Kxp

Baslangic kosullarini kullanarak, C'yi elde ederiz.

yOZC(l)‘l'KxF:C:yO_KxF

B N
y(t) = yge ©+ KxF(l —e r) dir.

Cunkl xr = x(0) + D




y(®) = yoe T + K(x(0) + D) (1 — e %)

y(t) = yoe 7 + Kx(0) — Kx(0)e = + KD(1 — ¢7%)

Ve sonucta, y(0) = Kx(0) oldugundan,
) = y(0) + kp(1 — e77) olur.

D = xr — x(0). Adim degisikligi icin D'yi yazmak yerine,
bircok ders kitabi adim tepki denklemini




y() = y(0) + K (ep—x(0))(1 — e 77)
seklinde verir.

Aclkcasl, negatif gercek kok, sistemin tepkisinin kararli ve
onotonik oldugunu gosterir. Yukaridaki denklem,
herhangi Dbir birinci mertebeden sistemin birim adim
tepkisini  aciklamaktadir. Bu  denklemler  bircok
muhendislik dersinde kullaniimaktadir.




0.632KD = 0{632(2)(3) =[3.798

R
=
™~

O ==
= el Rp— - -
£ 4 /
/ | KD = 2(3)
|
4 |
Steepest/ |
) slope '
\l I
e | Y
1
|
|
0
. Y 0 2 e 6 8 10 12 14 16
| ] Time
I o |

1.11.2018

Birinci mertebeden bir sistemin giristeki bir adim degisikligine tepkisi.




Tepkinin grafigi cok ogreticidir; yukaridaki sekil, K=2, D=3,
=2 ve Yy(0)=1 oldugunda sistemin tepkisini
gostermektedir.

* Tepki egrisindeki en dik egim tepkinin baslangicinda
gerceklesir; bu, birinci mertebeden sistemlerin zorlayici
fonksiyona veya girdi degiskenindeki adim degisikligine
erdigi tipik tepkilerdir.

 Bagimli degiskendeki toplam degisim, cikis degiskeni
KD (sistem kazanci carpi giristeki degisim) tarafindan
verilmektedir; boylece, K kazancinin girdideki birim
degisim basina ciktidaki degisimi verdigini (veya ciktidaki
degisimin ciktiya ne kadar duyarli oldugunu) soyleriz;
acikcasi, K'nin birimleri de bu anlami gostermektedir.




 Joplam degisimin %63,2'si bir zaman sabitinde
gerceklesir. Acikcasi, tepki denklemi bu sayiyl
vermektedir. t = T oldugunda

y(t=1)=y,+KD(1—e77) =y, + KD —e?)

y(t=1) =1y, +KD(1—0,368) =y, + 0,0632 - KD

olur.




bas
boy
yak

Aslinda bu, zaman sabiti 7’nun onemini elde etmemize
yardimcl olur. Zaman sabiti ne kadar kucuk olursa,
sistemin toplam degisikliginin %63,2’sine ulasmasi icin
gereken sure o kadar az olur; boylece, sisteme daha hizl
tepki verir. Bu nedenle, zaman sabiti, zaman degismeye
ladiginda sistemin hizi ile ilgilidir. Asagidaki tablo,
Iktidaki degisim ile t/T'yu karsilastirmaktadir. Tepkinin,
adim uygulandiktan hemen sonra maksimum hizda

adigint ve sonra degisiklik miktarinin azaldigini,
ece KD'nin son degisikliginin asimptotik olarak

astigini unutmayin.



tlt Ciktidaki Degisim
0 0

1.0 0.632

2.0 0.865

3.0 0.950

4.0 0.982

5.0 0.993

00 1.000

Birinci mertebeden adim tepkisi.
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Bir zaman sabitinden sonra, tepki nihai degisiminin
%63,2’sine  ve bes zaman sabitinde, degisimin
%99undan fazlasina ulasir. Baska bir deyisle, tepki bes
zaman sabitinden sonra esas olarak tamamlanir; yeni
kararli duruma ulasmak icin gereken sureyi 5t olarak
kullanmak cogu muhendislik alaninda yaygin olarak kabul
ormektedir.

Tum birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin
girdideki adim degisikligine nitel cevabi aynidir. Nicel
Kisim farklidir.



Sinuzoidal Fonksiyon Girdisi

x(t) = B sin wt oldugunu varsayalim, bu durumda

yp(t) = A cos wt + A, sin wt

yp (t) = —A;w sin wt + Ayw cos wt

yp(t) ve yp (t), Tdi'lit) + y(t) = Kx(t) denkleminde yerine
konursa,

T(—Ajw sin wt + Agw cos wt) + A; cos wt + Ay sin wt = KB sin wt
(—tAiw + Ay)sin wt + (tAqw + A;)cos wt = KB sin wt
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Es terimleri esitlersek,

_TA]_(U + AO —_ KB
TA()(U + Al — O

Bu son iki denklemden,




¢ KBTw KB
T

cos wt Sin wt
1+ (Tw)? 1+ (Tw)?

y(t) = yu(t) +yp(t) =Ce

Baslangic kosullarini kullanarak, C'yi elde ederiz.

. KBtw
L= Yo - 1+ (Tw)?
Dolayisiyla,

~ KBtw I KBrw KB .
y(t) = (yo 14+ (tw)? )e ST E Ol GO @8
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Bircok muhendislik alaninda, sistem dinamigi calismasi
birincil oneme sahiptir ve yukaridaki denklem siklikla
kullanilir. Genellikle, bu denklem ayni zamanda

KBTw ) _t KB

T Tricos sin(wt + 0)

ifade edilr. 0 = —tan"!(ww) . Yukaridaki denklem
asagidaki trigonometrik esitlik kullanilarak acindirilabilir,

E cos wt + F sin wt = D sin(wt + 6)
D = VE? + F? 0 = tan™" (%/p)




Ikinci Mertebeden Sistemler

lkinci mertebeden diferansiyel denklemlerden olusan
modeller de oldukca yaygindir. Ornegin,

X

dx
— +P—+kx = f,(t)

Burada ikinci mertebeden sistemlerin ayni iki girdiye,
adim fonksiyonuna ve sinus dalgasina tepkisini
verecegiz. Amacimiz, ikinci dereceden sistemlerin
parametrelerinin tepkilerini nasil etkiledigini ogrenmek.



Dogrusal ikinci mertebeden diferansiyel denklemi
dusunun:

dy(t d t
a, dy§> | y( ) 4 a,y(t) = bx(t)
dy(t) _
at o =9 y(0) = yo

Denklemin a,, a,, a, ve b olmak uUzere dort katsayisi,
ardir, ancak, genellik kaybi olmaksizin, denklemi ug
parametreyle karakterize etmek igin u¢ katsayidan biriyle
(genellikle a,) bolebiliriz.

2
T? ddigt) - 2{T dy(t) Fy(t) = Kx(t)



a

T = (a, ve ayIn ayni Iisarete sahip oldugu

Ao
varsaylilir) genellikle  karakteristik zaman  olarak
adlandirilir; zaman biriminde.
a . T
. .genellikle sonum orani olarak adlandirilir;

— .genellikle sistem kazanci olarak adlandirilir;
bagimli degisken/zorlayici fonksiyon biriminde.

2
Simdi m = + P>+ kx = f,(t) denklemini

bu bi¢cimi kullanarak yazabiliriz,



=" sni = (")) K =3 MmN

Tam ¢cozum; y(t) = yy + yp

Karsilik gelen homojen denklem

d?yyu(t) | dyu(t) |
T? dfz 20T C’;’ Fyu(t) =0

°r?2+20tr+1=0




denklemin koklert,

_ —20t+\/4¢2%72-472  —74,/7%2-1 :
r,Ty = =3 = . dir.

Denklem, denklemin koklerini gosterir, boylece sistemin
pkisi {'nin sayisal degerine bagldir.

Artik “sonum orani” teriminin salinimlarin sonumlenmesini
ifade ettigini gorebiliyoruz; tepkinin davranisi asagidaki
gibi ozetlenmigtir:



Kokler negative gercek, dolayisiyla monotonik
ve kararli bir tepki

Kokler, negatif gercek kisimli karmasik,
dolayisiyla salinimli ve kararl bir tepki
Kokler sifir gercek kisimli karmasik, boylece
surekli bir salinim tepkisi

Kokler gercek ve tekrarlanabilir, bu nedenle
monotonik ve kararli bir tepki

Kokler pozitif gercek kisimli karmasik, bu
nedenle buyuyen salinim tepkisi

Kokler pozitif gercek, bu yuzden monotonik

kararsiz tepki



Adim Fonksiyon Girdisi

X(t) zorlayici fonksiyonunun, t=0 aninda x(0) baslangic
degerinden xg= x(0)+D son degerine, yani x(t)=x(0)+Du(t)
degerine D birim buyukligunde adim degisimiyle
Istigini varsayalim. Bu durumda,

_ dyp(t) _ d?yp(t) _
() =4p, ——==0,—5==0
Boylece t2(0) + 207(0) + Ay = Kxf ya da

Vp (t) — AO — pr O|Ur i



Sonugta, y(t) =Yy +YVYp =Yy T+ KXF dir.

Adim tepkilerini grafiksel olarak gostermek icin asagidaki
Ikinci mertebeden sistemi goz onunde bulunduralim:

22 r20e 2y = £(0)

ve 7=1 varsayalim. Baslangi¢c kosullari y(0)=0 ve
y'(0)=0'dir. Asagidaki sekil, f(t) degerinin O'dan 1’e
degistiginde sistemin tepkisini gostermektedir.
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ikinci mertebeden sistemin zorlayici fonksiyondaki degisiklige tepkisi 1.11.2018




Son degerlerine ulasmadan once salinan sistemler, az
sonumlu (underdamped) sistemler; son degerlerine
ulasmadan salinmayan sistemler asiri sonumlu
(overdamped) sistemler olarak adlandirilir.  Son
degerlerine salinimsiz olarak hizli bir sekilde yaklasan,
kritik sonumlu sistemler olarak adlandirilan sistemler de
ardir.

Bunu soyle ozetleyebilliriz:

Az sonumli sistemler: ¢ < 1,0 yada b? — 4a,ay < 0
Asiri sonumli sistemler: ¢ > 1,0 ya da b? — 4a,ay > 0
Kritik sonimli sistemler: ¢ = 1,0 ya da b? — 4a,a, =0



Sinuzoidal Fonksiyon Girdisi
x(t) = B sin wt oldugunu varsayalim, bu durumda,

yp(t) = A coswt + A, sin wt

b (t) = —A,wsin wt + Ayw cos wt

yp (t) = —A;w? cos wt — Ayw? sin wt
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yp(t), yp (t) ve yp (t)'yi

2
T2 dd;‘;gt) | Zérdﬁt) - y(t) = Kx(t) denkleminde yerine
koyarsak

7% (—A{w? cos wt — Aqgw? sin wt) + 2{t(—A;w sin wt +
Ayw cos wt) + A cos wt + Ay sin wt = Kx(t)
da
(—A;T%w? + 2{tAgw + Ay) cos wt + (Ag — ApT*w? —
2{TtA;w) sin wt = KB sin wt
elde edilir. Eslesen terimlerden
Ay — AgT?w?* — 2{1A;w = KB
—AT?*w? + 2{tAqw + A; = 0




— 7202 —
Ao i KB(1-Tt°w*) A1 i 2KBT{w

T (T2w2-1)2 4472022 T (T2w2-1)2 447202 w2

KB
y(t) =yy +vp = yy PR (—27{w cos wt +

(1 — t°w?) sin wt)

KB

(t) = YH + Yp = YH | \/(r2w2—1)2+41’2(2w2 Sin(wt + 9)

0 = tan_l( 2rew )

1—w?212

1.11.2018



