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KISITLAMALI OPTIMIZASYON

DOGRUSAL PROGRAMLAMA

Dogrusal programlama (DP), kari maksimuma c¢ikarma veya maliyeti minimuma
indirme gibi arzu edilen bir amaca, sinirli kaynaklar gibi kisitlar altinda ulasmak
konusuyla ilgilenen bir optimizasyon yaklasimidir. Dogrusal terimi, hem amag
hem de kisitlari ifade eden matematik fonksiyonlarin dogrusal oldugu anlamina
gelir. Programlama terimi bilgisayar programlamasi anlamina gelmez, daha ¢ok
“planlama” veya “bir program belirleme™yi ifade eder.

Temel dogrusal programlama problemi iki ana kisimdan olusur:
- Amac fonksiyonu
- Bir takim kisitlar
Bir maksimizasyon problemi icin amag fonksiyonu genel olarak
MaksimumZ=c, X, +c, X, + ... + Cc, X,
seklindedir. ¢; = yapilan j aktivitesinin her biriminin katkisi ve x; = j aktivitesinin
buyuklagudur. Z amac fonksiyonunun degeri, aktivitelerin toplam sayisi n’nin
toplam katkisidir.
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KISITLAMALI OPTIMIZASYON

Kisitlar genel olarak,

a Xqtay, X, +...+a, X, <b
seklinde ifade edilir. a; = her birim j aktivitesi i¢in i kaynagindan harcanan miktar
ve b, = 1 kaynaginin mevcut miktaridir. Yani kaynaklar sinirlidir.

Ikinci tip genel kisit, bitin aktivitelerin pozitif bir degeri olmasi gerektigini ifade
eder:
X; >0
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Problem

Gaz igleyen bir tesisin her hafta sabit miktarlarda gaz aldigini varsayalim.
Alinan gaz islenerek normal ve siper gaz elde ediliyor. Uretilen gaz mutlaka
satiliyor, urunler farkli oranlarda kar birakiyor. Ancak uretimleri hem zaman
hem de depolama bakimindan sinirli. Ornegin ayni anda sadece bir tir gaz
uretiliyor ve tesis haftada maksimum 80 saat calismaktadir. Sartlar tabloda

ozetlenmis:
Uriin
Kaynak Normal Stiper Kaynagin Varhgi
Ham Gaz 7ms/ton 11m3/ton 77ms/thafta
Uretim Siiresi 10saat/ton 8saat/ton 80saat/hafta
Depolama 9 ton 6 ton
Kar 150/ton 175/ton

Maksimum Z=150x,+175x,
Xy + 11x, €77

10x4 + 8x, = 80

X;£9

X, £6

X1,X9 2 0

Isletmenin maksimum kar etmesi i¢in, hangi gazdan ne kadar Uretilmelidir?
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Cozum

Her hafta Uretilen normal ve super gaz miktarlari sirasiyla x, ve X, ile

gosterilirse, haftalik toplam kar,

Toplam kar = 150 x; + 175 X,

Bir dogrusal programlama amag fonksiyonu bigciminde yazalim;

Maksimum Z =150 x, + 175 X, (kari maksimum yap)

Kisitlamalar:;
Xy + 11X, <77
10x, + 8%, < 80
X; <9
X, <6
X4, Xo 20

(malzeme kisiti)

(zaman kisiti)

(“normal” depolama kisiti)
(“sUper” depolama kisiti)
(pozitiflik kisitr)



KISITLAMALI OPTIMIZASYON

Iki veya U¢ boyutla sinirli olmalari nedeniyle grafik ¢oziimlerin pratik kullanimi
sinirhdir.

Yukaridaki ornekteki gibi iki boyutlu bir problem igin, ¢ozum uzay! apsisi x, ve
ordinati x, olan bir duzlemle tanimlanir. Dogrusal olmalari nedeniyle kisitlar, bu
duzlemde dogrular seklinde cizilebilir.

Eger DP problemi dizgun tanimlanmigsa (yani ¢ozumu varsa), kisit dogrulari
gerceklestirilebilir (fizibl) ¢ozum uzayr denen, butun kisitlari saglayan ve
dolayisiyla gerceklestirilebilir bir cozumu temsil eden bir bolgeyi belirler. Amag
fonksiyonu da Z'nin belirli bir degeri icin baska bir dogru seklinde bu uzayin
uzerine cizilebilir. Daha sonra gerceklestirilebilir uzaya degmek kosuluyla Z'nin
degeri ayarlanarak maksimumu bulunur. Z'nin bu degeri optimum ¢ozumu
gosterir. Z'nin gergeklestirilebilir cozum uzayina degdigi duruma kargi gelen x,
ve X, degerleri ise aktivitelerin optimum degerlerini gosterir.



Problem
Maksimum Z = 150 x, + 175 X,
Kisitlamalar:;

Xy + 11X, <77
10x, + 8x, < 80

X; <9
X, <6
X4 >0
X, >0

KISITLAMALI OPTIMIZASYON

(kari maksimum yap)

(malzeme kisiti)

(zaman kisiti)

(“normal” depolama kisiti)
(“sUper” depolama kisiti)
(pozitiflik kisitr)

(pozitiflik kisitr)



Cozum
Kisitlar 6nce ¢ozium uzay! Uzerine gizilebilir. Ornegin birinci kisittaki esitsizlik bir
esitlikle degistirilerek yeniden ifade edilebilir ve buradan x, igin ¢ozulebilir:

Gereksiz

KISITLAMALI OPTIMIZASYON

x1+7

Sekil 1.

a) Kisitlar
gergeklestirilebilir bir
¢6ziim uzayi tanimlarlar.
(b) Amacg fonksiyonu,
kisitlari saglayan en
yiiksek degerine
ulasincaya kadar
artinilabilir.
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Cozum

Sekil 1(a)'daki gibi, bu kisiti saglayan olasi x, ve x, degerleri bu dogrunun
altinda kalir (cizimde kuguk okla gosterilen yonde).

Sekil 1(a)nin  Uzerine eklendigi gibi diger Kkisitlar da benzer bicimde
hesaplanabilir. Hepsinin saglandigi bir bolge gercgeklestirilebilir (fizibl) ¢ozum
uzayidir (sekildeki ABCDE alani).

Gercgeklestirilebilir cozum uzayini tanimlamasi yaninda, Sekil 1(a) ek bilgiler de
icerir. Ozellikle 3. kisitin (normal gazin depolanmasi) “gereksiz” oldugunu
goruruz. Yani bu Kkisit c¢ikarilsa da gergeklestirilebilir ¢ozum uzayi
etkilenmeyecektir.

Daha sonra amag¢ fonksiyonu da cizime eklenebilir. Bunu yapmak icin bir Z
degeri secilmelidir. Ornegin, Z = 0 icin amag fonksiyonu,

0 =150x, + 175x,
150

seklini alir, buradan x,'yi cozerek  x, = — X dogrusunu elde ederiz.
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Cozum
Sekil 1(b)’'de gosterildigi gibi bu dogru orijinden gecen kesikli cizgilerle temsil
edilir. Simdi, Z'yi maksimum yapmakla ilgilendigimizden, degerini ornegin 600’e
artiririz ve amac fonksiyonu,

600 150

~ 175 1751

Boylece amacg fonksiyonunun degerini artirmak dogruyu orijinden uzaklastirir.
Dogru hala gerceklestirilebilir cozum uzay! icinde kaldigindan sonu¢ da hala
gerceklestirilebilirdir. Ayni nedenden dolayl hala iyilestirme olanagi vardir.
Dolayisiyla, yeni bir artis amac fonksiyonunu gerceklestirilebilir bolgenin disina
cikarincaya kadar Z'nin degeri artirimaya devam edilebilir. Sekil 1(b)'de
gosterildigi gibi, Z'nin maksimum degeri yaklasik 1400°’e karsilik gelir. Bu
noktada x, ve X, nin degerleri sirasiyla 4,9 ve 3,9'a esittir. O halde grafik cozum
bize, normal ve super gazi bu miktarlarda Uretirsek yaklasik 1400°e esit bir kar
elde edecegimizi soyler.

X2

10
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Cozum
Optimum degerleri belirlemesinin yaninda, grafik yaklasim problem hakkinda ek
bilgiler de verir. Yanitta buldugumuz degerler kisit denklemlerinde yerlerine
konuldugunda bu husus daha iyi anlasilir:

7(49)+11(3,9) =77

10 (4,9) + 8 (3,9) = 80

49<9

3.9<6
Dolayisiyla, sekilden de acgikca goruldugu gibi, her urinden optimum miktarda
urettigimiz zaman kaynak (1) ve zaman (2) kisitlarini ucu ucuna saglariz. Bu tip
Kisitlara baglayici kisit denir. Ayrica grafik olarak yine cok acik oldugu gibi,
depolama kisitlarinin [(3) ve (4)] higbiri sinirlayici degqildir. Bu tip kisitlara
baglayici olmayan kisit denir. Bu da bizi, bu ornekte karimizi artirmak istiyorsak
ya kaynaklarimizi (ham gaz) ya da uretim zamanini artirmaliyiz seklindeki pratik
sonuca goturur. Ayrica depolama kapasitesini artirmak kari etkilemeyecektir.
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Dogrusal programlama problemlerinde genelde elde edilebilecek olasi ¢iktilar
sunlardir:

Tek ¢éziim. Ornekte oldugu gibi, maksimum amag fonksiyonu tek bir noktada
kesisir.

Alternatif ¢6ziimler. Ornekteki amac fonksiyonunun katsayilarinin, dogru
kisitlardan birine paralel olacak sekilde verilmis oldugunu varsayalim. Ornek
problemimizde, bu durum her bir Urln igin kar oranlari 140 $/ton ve 220 $/ton
degerlerine deqistirildiginde soz konusu olur. Bu durumda, tek bir nokta yerine,
problemin bir dogru parcasina karsi gelen sonsuz sayida optimumu olacaktir
(Sekil 2(a)).

Gerceklestirilebilen ¢ozumi olmama. $Sekil 2(b)'de oldugu gibi, problem,
gerceklestirilebilir cozumu olmayacak sekilde duzenlenmis olabilir. Bu durum,
cozumu olmayan bir problem halinde veya problemin kurgusunda hata
yapildiginda karsimiza cikar. Son durum, problem, hicbir ¢ozumun butln
Kisitlari saglayamayacagi sekilde asiri sinirlandirildiginda ortaya cikabilir.
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B

v
-
-

(a) (b) (¢)

Sekil 2. (a) alternatif optimum, (b) gergeklestirilebilen ¢6ziimii olmama, (c) baglayici olmayan sonug.

Baglayici olmayan problemler. $Sekil 2(c)de goruldugu gibi bu durum,
genelde problem yeterince sinirlandiriimadigi ve dolayisiyla bir tarafindan acik
kaldiginda ortaya cikar. Gergeklestirilebilir cozium olmamasi halinde oldugu
gibi, bu durum da problemin tanimlanmasinda vyapilan hatalardan
kaynaklanabilir. 13
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maksimumun yakalanabilmesi icin bir dizi strateji onerebilir. Sekil 1’den acikca
goruldugu gibi optimum daima iki kisitin kesistigi koselerden birinde olacaktir.
Bu tip noktalara ug (ekstremum) noktasi denilir. Boylece, karar uzayinda yer
alan sonsuz sayida olasi nokta icerisinde ug¢ noktalarina odaklanmak olasi
secenekleri acikca azaltir.

Ayrica her u¢ noktasinin da gerceklestirilebilir olmadigini, yani butun kisitlari
saglamadigint gormeliyiz. Ornegin Sekil 1(a)Yda F noktasi bir ug noktasi
olmasina karsin gerceklestirilebilir degildir. Ilgimizi gerceklestirilebilen ug
noktalarina odaklamamiz seceneklerimizi daha da azaltir.

Son olarak, bir kere butun ug¢ noktalari belirlendikten sonra, amacg
fonksiyonunun en iyi degerini veren nokta optimum c¢ozumdur. Optimum
cozumun bulunmasi islemi, amac¢ fonksiyonunu butun gerceklestirilebilir ug
noktalarinda hesaplayarak genis kapsamli olarak (verimsiz olarak) yapilabilir.
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SIMPLEX yoOntemi optimum c¢ozumun bir ektremum noktasi olacagi
varsayimina dayantr.

Problemi c¢ozerken herhangi bir ekstremum noktasi olup olmadiginin
anlasilmasi gerekir.

Bunu yapmak icin kisit denklemleri ara degiskenler kullanilarak esitlik halinde
yeniden duzenlenerek yazillir.

Ara Degiskenler. Ara degisken kisith bir kaynagin ne kadarinin kullanilabilir
oldugunun, yani kaynagin miktar olarak ne kadar “toleransi” oldugunun
olcusudur.

Xy +11x, <77

Belirli bir Uretim (x4, X,) seviyesinde kullanilmayan ham gaz miktarini S, ara
degiskeni olarak tanimlayabiliriz. Eger bu buyukluk kisitin sol tarafina eklenirse
bagintiyi tam hale getirir.
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[ X+ 11 X, +S, =77
Ara degiskenin bize ne bilgi verir.
Eger ara degisken pozitifse bu kisit icin biraz “payimiz” var demektir. Yani
tamami kullaniimayan fazla kaynagimiz var demektir. Eger negatifse, kisiti
astigimiz anlamina gelir. Son olarak da eger sifirsa, kisiti tam olarak sagliyoruz
demektir. Yani, izin verilen butun kaynagi kullanmigizdir. Bu kosul Kisit
dogrularinin kesistikleri yerdeki sart oldugundan, ara degiskenler ekstremum
noktalarinin belirlenmesi icin bir olanak sunarlar.
Tam genigletiimis hali elde etmek icin, her kisit denkleminde ayri bir ara
degisken tanimlanir:

Maksimum Z = 150 x, + 175 X,

16
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SIMPLEX YONTEMI

Kisitlar:

Xy + 1%, + 54

=77
10x, + 8x%, + S, =80
X4 + S, =9
X2

X1,Xp,9¢,9,,95,5,2=20
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Cebirsel Cozum.

Ornek sistemimizde bilinmeyen sayisi denklem sayisindan fazladir.

n adet orijinal bilinmeyen, m adet ek veya ara degisken (her kisit icin bir adet)
ve n + m adet toplam degisken vardir.

Gaz uretme problemi icin 2 orijinal degiskenimiz, 4 ara degiskenimiz ve toplam
6 degiskenimiz vardir. Boylece problemimiz 4 denklemle 6 bilinmeyeni cozmeyi
icerir.

Bilinmeyenler ve denklemler arasindaki fark (problemimizde 2'ye esittir)

dogrudan dogruya, gerceklestirilebilir ektremum noktalarint nasil ayirt
edebilecegimizle ilgilidir.

Her gerceklestirilebilir noktada 6 degiskenden 2’si sifirdir.

18
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Ornegin ABCDE alaninin bes kdsesinde asagidaki tabloda verilen degiskenler
sifirdir:

Ekstremum Noktasi Sifir Olan Degisken

N Gereksiz
- T A X1, Xo
8 L
Xz, Sy
‘

mo o W
[
%)
N

19
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SIMPLEX YONTEMI

Genellestirmek icin, m adet dogrusal denklem ve n adet bilinmeyen icin temel
bir cozUm, n — m degiskeni sifira esitleyerek ve m adet denklemi geriye kalan m
adet bilinmeyen cinsinden cozerek gelistirilebilir. Sifir olan degiskenler teknik
olarak temel olmayan degiskenler, geriye kalan m adet degisken ise temel
degiskenler diye anilir. Eger temel degiskenlerin higbiri negatif degilse, sonuca
temel gerceklestirilebilir ¢6ziim denir. Optimum, bu tip ¢ozUmlerden birisi
olacaktir.

Bu durumda optimum cozumu belirlemek icin kullanilabilecek dogrudan bir
yaklasim, butun temel ¢ozumleri hesaplamak, hangilerinin gercgeklestirilebilir
oldugunu ve bunlarin igerisinde hangisinde Z'nin degerinin maksimum oldugunu
belirlemek seklinde olabilir. Bunun akilci bir ¢cozum olmamasinin iki nedeni
vardir.
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Birincisi, kabul edilebilir buyuklukte problemler icin bile yaklasim cok fazla
saylda denklem ¢ozumunu icerebilir. m adet denklem ve n adet bilinmeyen igin,

v
C" = n!
" ml(n—m)!

adet eszamanli denklemin ¢ozulmesi gerekir.

Ornegin eger 10 adet denklem (m = 10) ve 16 adet bilinmeyen (n = 16) varsa,
8008 [ = 16!/(10!6!)] adet 10 x 10 denklem sistemi ¢cozmek gerekir!

Ikincisi, bunlarin 6nemli bir kismi gerceklestirilebilir olmayacaktir. Ornegin bu
problemde,C; =15 asit noktasindan sadece 5'i gerceklestirilebilirdir. Acikga, bu
gereksiz sistemlerin ¢ozumunden Kkurtulursak daha verimli bir algoritma
gelistirilmis olacaktir.
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SIMPLEX Yonteminin Uygulanmasi.

SIMPLEX yontemi verimsizlikleri onlemek icin temel gerceklestirilebilir Dbir
cozumle ise baslar. Daha sonra amac fonksiyonun degerini adim adim
lyilestiren bir dizi temel gerceklestirilebilir cozum arasinda ilerler. Sonunda
optimum degere ulasilir ve yontem durdurulur.

Ik adim, temel gerceklestirilebilir bir ¢oziimle (yani gerceklestirilebilir uzayin
ekstremum kose noktalarindan birisinde) baslamaktir. Ornegimizde ¢ok acik bir
baglangi¢ noktasi A olacaktir; yani x, = x, = 0.

Orijinal 6 denklem ve 4 bilinmeyen

S, =77

olur.
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SIMPLEX Yonteminin Uygulanmasi.

SIMPLEX yontemi verimsizlikleri onlemek icin temel gerceklestirilebilir Dbir
cozumle ise baslar. Daha sonra amac fonksiyonun degerini adim adim
lyilestiren bir dizi temel gerceklestirilebilir cozum arasinda ilerler. Sonunda
optimum degere ulasilir ve yontem durdurulur.

Ik adim, temel gerceklestirilebilir bir ¢oziimle (yani gerceklestirilebilir uzayin
ekstremum kose noktalarindan birisinde) baslamaktir. Ornegimizde ¢ok acik bir
baglangi¢ noktasi A olacaktir; yani x, = x, = 0.

Orijinal 6 denklem ve 4 bilinmeyen

S, =77

olur.
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SIMPLEX YONTEMI

Boylece temel degiskenlerin baslangi¢c degerleri otomatik olarak kisitlarin sag
taraflarina esit olur.

Baslangic bilgileri uygun bir tablo bigciminde ozetlenebilir.

Temel Z X4 Xy S, S, S, S, Cozum oktas|
Z 1 -150  -175 0 0 0 0 0
S, 0 7 11 1 0 0 0 77 11
S, 0 10 8 0 1 0 0 80
S, 0 1 0 0 0 1 0
S4 0 0 1 0 0 0 1 6 00

tablo yardimiyla amac fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilebilir:

Z — 150x, — 175x, — 0S, — 0S, — 0S, — 0S, = 0
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SIMPLEX YONTEMI
Bir sonraki adim, amac¢ fonksiyonunda bir iyilestirmeye yol acabilecek yeni bir
temel gerceklestirilebilir ¢cozume ilerlemektir. Bu ise, o anda mevcut temel
olmayan degiskenlerden biri (bu noktada x, veya Xx,), Z'yi de artiracak sekilde,
sifirin Uzerinde bir degere artirilarak saglanir.

Incelemekte oldugumuz drnek icin ekstremum noktalarinda 2 adet sifir degeri
gerekir. O halde mevcut temel degiskenlerden biri de (S, S,, S; veya S,) sifira
esitlenmelidir.

Mevcut durumda temel olmayan degiskenlerden biri temel degisken yapilmalidir
(sifirdan farkli). Bu degiskene giris degiskeni denir. Surec¢ icerisinde mevcut
temel degiskenlerden biri temel olmayan degisken yapilmistir (sifira
esitlenmistir). Bu degiskene ¢itkis degiskeni adi verilir.

Giris ve cikis degiskenlerini belirlemek icin matematiksel bir yaklasim
gelistirelim.
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Amac fonksiyonun yazilis sekli nedeniyle giris degiskeni, amac fonksiyonu
icerisinde yer alan ve katsayisi negatif olan (cunkt Z'yi buyutecektir) herhangi
bir degisken olabilir.

Geleneksel olarak en buyuk negatif deger secilir, cinkl boylece Z'de en buyuk
artis elde edilir. Bizim ornegimizde x, giris degigkeni olacaktir, gunku katsayisi
-175, x4,’in katsayisi -150°den daha negatiftir.

Bu noktada bilgi edinmek igin grafik cozume basvurabiliriz.

SIMPLEX yonteminin, optimuma etkili bir bicimde
ulasmak igin gerceklestirilebilir temel ¢ozimler
arasinda sirayla nasil ilerlediginin grafik gosterimi.

26
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Sekilde goruldugu gibi A noktasindan basglariz. Katsayisi nedeniyle x, girig
degiskeni secilmelidir. Ancak ornegin kisa olabilmesi igin x,’i segecegiz, gunku
bu secimin bizi maksimuma daha hizli goturecegi grafikten gorulmektedir.

Daha sonra ¢ikis degiskenini mevcut temel degiskenler arasindan secgmeliyiz:
S, Sy, S; veya S,. Grafik olarak baktigimizda iki olasilik goruruz. B noktasina
ilerlersek S, sifir, F noktasina gidersek S, sifir olacaktir. Ancak grafik bize F'nin
mumkun olmadigini acgikga gosterir, cunku F gerceklestirilebilir cozum uzayinin
disinda kalmaktadir. Dolayisiyla A'dan B’ye dogru ilerlemeye karar veririz.

Ayni sonu¢ matematiksel olarak nasil algilanacaktir?

Bir yol, kisitlarin ekseni veya cikis degiskenine karsi gelen dogruyu kestigi
noktalardaki degerlerin hesaplanmasidir (bizim ornegimizde Xx, ekseni). Bu
degeri, kisitin sag tarafinin (tablo’nun “gozum® sutunu) x,'e kargi gelen
katsayisina orani olarak hesaplayabiliriz. Ornegin birinci kisitin ara degiskeni S,
Icin bu islemi yaparsak sonucg,
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SIMPLEX YONTEMI

Kesme Noktasi = 77—7 =11

olur.

Diger kesme noktalari da hesaplanarak tablo’nun son sutununa yazilabilir. 8 en
kuguk pozitif tamsayl oldugundan, x, artirildigi zaman ilk once ikinci Kkisit
dogrusuna ulasilacak demektir. O halde, S, giris degiskeni olmalidir.

Artik B noktasina (x, = S, = 0) gelmis bulunuyoruz ve yeni temel ¢ozum,

7x; + S, =77

10x, =80

X4 + 83 =
+S, =6

seklini alir. Bu sistemin ¢ozumu B noktasindaki temel degiskenlerin degerlerini
lyi bir sekilde ifade eder: x, =8, S,=21,S;=1ve S, =6.
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SIMPLEX YONTEMI
Ayni hesaplamalari Gauss-Jordan yontemiyle yapmak icin tablo kullanilabilir.
Gauss-Jordan yonteminin arkasindaki temel strateji, pivot elemanini 1’e
cevirmek ve ayni sutundaki pivot elemaninin altinda ve ustunde kalan
katsayilari elemektir.

Bu oOrnekte pivot satir S, (giris degiskeni) ve pivot elemani 10'dur (¢ikig
degiskeni x,'in katsayisi). Satiri 10°a bolerek ve S, yerine x; konularak ilk tablo
elde edilir. Daha sonra diger satirlardaki x, katsayilari elenebilir.

. Kesme

Temel Z X4 Xy S, S, S; S, GCozum Noktasi
Z 1 —-150 —-175 0 0 0 0 0
S, 0 7 11 1 0 0 0 77
X4 0 1 0.8 0O 041 0 0 8
S, 0 1 0 0 0 1 0 9
S, 0 0 1 0 0 0 1 6
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Ornegin amac fonksiyonu satirinda, pivot satir -150 ile carpilir ve sonug ilk
satirdan cikarilarak asagidaki ikinci tablo bulunur.

Z X4 Xy S, S, S, S, Cozum
1 - 150 - 175 0 0 0 0 0
-0 —(-150) —(—120) -0 —(-15) 0 0 —(—=1200)
1 0 —55 0 15 0 0 1200
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SIMPLEX YONTEM]
Benzer islemler kalan satirlar icin de yapilarak asagidaki yeni tablo elde edilir:

Temel Z  x, X S, S, s, S, Cozim NSRS
z 10 55 0 15 0 0 1200
S, 0 0 5.4 1 07 0 0 21 3.889
X, 0 1 0.8 0 01 0 0 8 10
s, 0 0 08 0 01 1 0 1 _1.25

S, 0 0 1 0 0 0 1 6 6
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SIMPLEX YONTEMI

Boylece yeni tablo, B noktasi igcin butun bilgileri ozetlemektedir. Bilgilere,
yapmis oldugumuz hareket sonucu amag¢ fonksiyonun Z = 1200’e yukselmis
olmasi da dahildir.

Bu tablo simdi de, bir sonraki ve son adimi tablolamak icin kullanilabilir. Amag
fonksiyonunda sadece bir tek degiskenin daha (x,) degeri negatiftir ve bu
nedenle cikis degiskeni olarak secilmistir. Kesme noktasi degerlerine gore
(simdi ¢ozum sutunu bolu x, sutunundaki katsayilar olarak hesaplanmigtir),
birinci kisit en kuguk pozitif degere sahiptir ve dolayisiyla S, giris degiskeni
olarak secilmistir. Boylece Simplex yontemi bizi, B noktasindan C’ye goturdr.
Son olarak da, eszamanh denklemleri ¢cozmek icin Gauss-Jordan elemesi
uygulanabilir.
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Sonug, son tablo’dur:

Temel Z X4 Xy S, S, S, S, Cozum
Z 1 0 0 10.1852 7.8704 0 0 1413.889
X5 0 0 1 0.1852 —0.1296 0 0 3.889
X4 0 1 0 —0.1481 0.2037 0 0 4.889
S; 0 0 0 0.1481 —0.2037 1 0 4111

S, 0 0 0 —0.1852 0.1296 0 1 2.111
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SIMPLEX YONTEMI

Buldugumuz sonucun son sonuc¢ oldugunu biliyoruz, cunkt amag¢ fonksiyonu
satirinda negatif katsay! kalmamistir. Son ¢cozum de, Z = 1413.889 maksimum
amagc fonksiyon degerini veren x, = 4.889 ve x, = 3.889 noktalaridir. Ayrica S;
ve S, hala temel degisken olarak kaldiklarindan problemin birinci ve ikinci
Kisitlar tarafindan sinirlandinidigini anlariz.
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LAGRANGE CARPANLARI

Lagrange Carpanlari yontemi Kkisitlamali optimizasyon yontemlerinden bir
tanesidir. Cok degiskenli fonksiyonlarin minimum ve maksimumunu bulmada
kullanilir.

Genel ¢cozum yontemi;

1. Asagidaki denklem sistemi ¢cozulur.
Vi(x,y,z) = AVg(x,y,z)
gx,y,z) =c
f(x,y,z) Amac fonksiyon
g(x,y,z) Kisit

2. Tum cozumler, (x,y,z), ilk adimdan itibaren f(x,y,z)’'ye konur ve mevcut
olmalari kosuluyla minimum ve maksimum degerler belirlenir.
A sabiti Lagrange Carpani olarak adlandirilir.
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LAGRANGE CARPANLARI

(fx»fy»fz) = 7\<gx» 9y, gz) = (Agx' /qu, Agz)
Bu iki vektorun esit olmasi icin her bir bilesenin de esit olmasi gerekir.
fx = Agx fy = Agy fz = 29,

Kisitlama (g (x,y,z) = c) ile birlikte bu u¢ denklem, dort bilinmeyenli (x, y, z ve A)
ile dort denklem olur.
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LAGRANGE CARPANLARI
Ornek: Ylzey alani 64cm?2 olan prizmatik bir kutunun maksimum hacme sahip
olmasi icin kenar uzunluklari ne olmalidir?

Coziim: Oncelikle kisitla birlikte optimize edecegimiz fonksiyonu tanimlamamiz
gerekiyor. Kutunun uzunlugunu x, kutunun genisligini y ve kutunun yuksekligini
z olarak alalim. Ayrica, bir kutunun boyutlariyla ugrastigimiz icin x,y ve z'nin
pozitif olmasi gerektigine dikkat edelim.

En blayuk hacmi bulmak istiyoruz ve optimize etmek istedigimiz fonksiyon,
fx,y,z) =x-y-z

Daha sonra kutunun ylizey alaninin sabit 64cm? olmasi gerektigini biliyoruz.
Yani bu bir kisitlama. Bir kutunun yuzey alani, her bir kenarin alanlarinin
toplamidir, dolayisiyla kisitlama,

2xy + 2xz+2yz =64 = xy +xz+yz =32
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LAGRANGE CARPANLARI
Denklemi biraz basitlestirmek icin kisitlamayr 2'ye bolduk. Kisitlama
fonksiyonumuz g (x,y,2);
gx,v,z) =xy+xz+yz
seklinde bulunmustur.

Burada ¢cozmemiz gereken dort denklem vardir.

yz =AYy + z) (fx = 19x) (1)
xz = A(x + z) (fy = 2gy) (2)
xy =A(x +y) (fz = 19z) (3)
xy+xz+yz =32 (g(x,y,z) = 32) (4)

Bu denklem sistemini ¢ozmek icin bircok yol vardir. Denklemi (1)’i x, denklemi
(2)'yi y ve denklemi (3)'u z ile garpalim.
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LAGRANGE CARPANLARI

xyz = Ax(y + z) (5)
xyz = Ay(x + z) (6)
xyz =Az(x +y) (7)

Denklem (5) ila (6) y1 esitlersek,
Ax(y +z) =Ay(x + 2)
Axy+xz) —A(xy+yz) =0
AMxz—yz) =0 = A1=0 yada xz=yz

Son esitlik bize iki olasilik verdi. Birincisi A = 0 fakat bu mumkun degildir. Cunku
bu degeri (1) no’lu denklemde yerine koyarsak,

yvz=0 =>y=0 yada z=0
Bir kutunun boyutlari hakkinda konustugumuzdan, bunlardan higbiri mumkun
degildir, dolayisiyla A = 0 ‘I eleyebiliriz. Ikinci olasilik kalir ve z # 0 oldugundan,

XZ=YVZ=>X=1Y (8) N
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LAGRANGE CARPANLARI
Benzer islemler denklem (6) ve (7) ‘yi esitleyerek yapilirsa
YX =2ZX = 7 =179 (9)

Denklem (8) ve (9)'u denklem (4)’te yerine koyarsak;

32
yi+y*+y*=3y*=32=y=1 | =13266
\
Bununla birlikte, bir kutunun boyutlari hakkinda konustugumuz icin pozitif
olmasi gerektigini biliyoruz. Bu nedenle burada fiziksel anlamda mantikli olan
tek cozum

Xx=y=2z=3,266
Yani, burada bir kupumuz varmig gibi gorunuyor.
Burada biraz dikkatli olmaliyiz. Sadece tek bir ¢ozUmumuz oldugundan,
bunlarin en buyuk hacmi verecek boyutlar oldugunu varsaymamiz cazip
gelebilir.
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Lagrange Carpanlari yontemi, aminimum veya maksimumlar olmasi kosuluyla,
Kisittamaya tabi belirli bir fonksiyonu en Ust duzeye cikaracak veya en aza
indirecek bir dizi nokta verecektir.

Fonksiyonun kendisi, f (x,y,z) = xyz degiskenlere bazi kisitlamalar koymadikca
acilkca minimumlara veya maksimumlara sahip olmayacaktir. Elimizdeki tek
gercek kisitlama, tim degiskenlerin pozitif olmasi gerektigidir. Bu, elbette,
fonksiyonun en az sifira sahip oldugu anlamina gelir.

Tum degiskenlerin sinirlama olmaksizin artmasina izin verilirse, fonksiyon
maksimum degere sahip olmayacaktir.
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LAGRANGE CARPANLARI
Ancak xy + xz + yz = 32 kisiti nedeniyle artmasina izin verilmez.

Burada ug¢ pozitif sayinin toplami var (¢unku x, y ve z pozitiftir) ve toplamin
32’ye esit olmasi gerekir. EGer degiskenlerden biri ornedin x cok buyukse, o
zaman her bir carpimin 32'den kuguk olmasi gerektiginden, ilk iki terimin 32'den
kKucuk olmasinil saglamak icin y ve z cok kuguk olmalidir.Yani, tum degiskenlerin
sinirlama olmaksizin artmasinin bir yolu yoktur ve bu nedenle, f(x,y,z) = xyz,
fonksiyonunun maksimumu olacaktir.

Bu, fonksiyonun maksimum olacaginin kesin bir kaniti degildir, ancak aslinda
en yuksek degere sahip olmasi gerektigini gorsellestirmeye yardimci olmalidir.
Boyutlar: x =y =z = 3,266 ise, maksimum hacim alabilecegimizi soyleyebiliriz.
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