5.3 Sonlu Farklar Metodu

Ikinci mertebeden lineer bir ADD olan

y' + @)y +a(x)y = r(z) (125)

seklindeki genel ADD’nin sonlu farklar metoduyla ¢ozecegiz.
Oncelikle Taylor acilimi ve tiirevler icin geriye ve ileriye dogruTaylor agilhimlarim hatirlayalim. Ileriye
dogru acilim su sekildedir:

2 3

Ax; Az,
Ty”(gjn)—i_ 3' y///( )_|_

burada adim boyutu Ax,, = z,,1 — x, olarak tanimlanir. Bu, z,, noktasindan z,,; noktasina dogru
ileriye projeksiyon yapar. Geriye dogru agilim ise su sekildedir (bu, énceki sekilden bir adim
kaydirilmigtir):

Y(Tni1) = y(@n) + Azpy(2,) +

Ax? Az3
W) = i) — A (5,) + Sy ) = Sy

Bu ifadeleri ikinci tiirevin birinci ve ikinci tiirevin ikinci tiirevin modellerini elde etmek i¢in manipiile
edebiliriz.
Esitlikleri adim boyutu sabit ve Ax,, = h olacak sekilde yazar ve formiilleri tekrar diizenlersek:

h? h?
y<xn+1) = y(xn) + hy,('an) + gy”(mn) + gy”%xn) +... (126)

2 3

) = ylan) by o) + ") = () % (127

buradaki ilk denklem ileriye agilim, ikinci denklem ise geriye agilim olarak adlandirilir ve sabit adim
boyutunu varsayar. Bu denklemleri ¢/ (z,,) i¢in ¢ozersek;

o) = LoV ) = L) — ]

y/(xn) _ y(l’n) — ?J(In_l) + l |: Z' ( ) . %y///($n> + :|

h h

/ h n "
Y(@ns1) = y(@n-1) = 2hy (n) + 579" (@n) + 25" (@a) + ..

Simdi bu denklemi y/(x,,) i¢in ¢dzersek merkezi fark formiiliinii elde ederiz:

/ _ y(mn-i-l) - y(xn—l) _ h_3 " _ h_5 mn
Y (xn) = oh 3!y () 5!y (@n) + - ..

Ikinci mertebeden ADD’lerde bulunan ikinei tiirev icin benzer bir acilim elde etmemiz gerekiyor.
Denklem (126) ve denklem (127) denklemlerini taraf tarafa topladigimizda, birinci mertebe tiirevler
sadelegir ve sunu elde ederiz:

2

h h*
Y(pi1) + y(@n-1) = 2y(x,) + ng"(xn) +2

4‘y////< )+

Bu denklemde ikinci tiirevi yalniz birakirsak agagidaki formiilii elde ederiz:

() = Lns) = ngn) i hl [Z; y" () + }

Bu formiil agilimlarini belirli bir nokta da keserek formiilleri asagidaki gibi yalinlastirabiliriz. Ve
formiillerdeki diger terimleri de O(.) kesme hatasi olarak gosterebiliriz.
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Birinci tiirev yaklagimlari:

Merkezi fark:

Iters fark:

Gert fark:

Ikinci tiirev yaklagimai:

~ Yn+1 — 2yn + Yn—1

+ O(h?)

y//($n> ~

h2

Formiilleri elde ettik simdi bu formiilleri ana denklemde yerine yazacagiz. Goriildiigii gibi 2. mertebe
tiirev icin yerine yazilacak tiirev tek iken; birinci mertebe tiirev igin 3 alternatif bulunmaktadir. Simdi
biz birinci mertebe tiirev igin merkezi fark formiiliint ele alarak problem denklem (125) problemi
icin genel bir formiil verecegiz. Ilk olarak; denklem (125) de & = x,, yazarsak;

olur.

Y (xn) + p(n)y (20) + q(zn)y(zn) = r(2,)

Simdi birinci ve ikinci tiirevler i¢in agilimlarimizi elde ettik ve bu denklemde yerine koyabiliriz.

Y(@nt1) = 2y(xn) + y(rn)

y(@ni1) = y(n-1)

h2

+ p(xn)

Burada ayni terimleri bir araya toplarsak;

{% _ p(;;)} y(zp 1) + h—f + q(xn)} y(n) + [

elde edilir. Veya

-t [

h? 2h
elde edilir.

2 + h*q(x1)

A= 0.

h2

Aw =Db

h
-1+ ;P{I])
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+ q(n)y(zn) = r(20) + O(hQ)

h
—1—5p(2) 2+ M) —1+ 5p(x2)

0

1
-1+ 5p(

—1=oply) 2+ hg(



[ wr | [ —h?r (1) + (1 + %p (1:1)) wy |
W —h%r (x9)
W= , and b= : (129)
WN-1 —h’r (zn-1)
| wn ] I —hQr(xN)—l— (l—gp(xN)) WNt1 |

Sonug olarak, bu cebirsel denklemi Gauss eliminasyon veya Thomas metodu gibi metotlarla ¢oziilerek
¢oziim elde edilmig olur.

Uyar: 5.1. Peki, bu denklem sistemi her zaman yakinsar mi? Bunun icin yeter kosulumuz sudur:
Eger denklem sistemi kosegen olarak baskinsa, o zaman her zaman yakinsar.

Ornek 5.2. )
y'ry=a y0) =0 y(1)=2 h=g (130)
Merkezi farklar yontemini kullanarak ¢éziniiz.
Cozim.
00— nH#@
2o =10 r=1/2 To =1
h=10.5 h=10.5

Bu denklemin merkezi farklarla yaklagik ¢oziimii i¢in agsagidaki formiilii kullanacagiz:

w o Yirr — 2Yi + Yica
Yy ~ h2
Ana denklemde yani, denklem (130) de y” yerine yukaridaki yaklagik degerini yazarsak;

Yiv1 — 2Yi + Yia
elde ederiz. ©+ = 1 i¢in
Y2 — 2y1 + Yo B

olur. Baslangi¢ kosullarindan yg = 0,y = 2, 21 = 0.5 oldugunu biliyoruz. bu degerleri ve h = 1 i yerine
yazip denklemi ¥, i¢in ¢ozersek:

2—2y1—|—0

=05
o052 0

Bulunur. Sadelegtirirsek:

8—8y1—|—y1 =0.5
elde edilir.

—7y; =0.5—28

—7y1 =-7.5

Son olarak, y; degerini bulmak icin her iki tarafi da 7’ye boleriz:

YL = 7_75 ~ 1.0714
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Ornek 5.3. Simdi ayni problemi h = 1/3 i¢in ¢ézelim. Yani;

I
=
<
—~

(=)
~—

I
=
<
—

—_
~

Il
R

=

I

y// _|_y
Merkezi farklar yontemini kullanarak ¢ozelim.

Cozum.
Oncelikle, genel formiltimiizii merkezi farklar yontemi i¢in yazalim:

Yiv1 — 2Yi + Yica
B2
Bu problem igin A = 1/3 oldugunu biliyoruz, béylece ag noktalarimiz x = 0,1/3,2/3,1 olacaktir.
Bilinen degerler yo = 0 ve y3 = 2’dir ve y; ve ys degerlerini bulmak istiyoruz.
Bu ornekte, y; ve yo'nin birbirine bagh oldugu iki denklem elde edecegiz.
1 =1 icin:

Y =T

Y2 — 2y1 + Yo
(1/3)2

Bu denkleme yy = 0 ve z1 = 1/3 degerlerini koyarsak, y; i¢in ilk denklemimiz olugur:

+1y1 =21

9y2 — 18y1 +y1 = 1/3
1 = 2 i¢in;

Y3 — 2y + 1
(1/3)2

bulunur. Bu denkleme y3 = 2 ve x5 = 2/3 degerlerini koyarsak, y» i¢in ikinci denklemimiz olugur:

+ Y2 = T2

18 — 18y2 + 9y1 + Y2 = 2/3
Bu iki denklemi ¢ozerek y; = 0.722756, yo = 1.40224 degerlerini bulabiliriz.

Ornek 5.4.
y' =y +2y=2z, y0)=1, y(1)=2, h=1/2

Merkezi farklar yontemine kullanarak ¢oziniz.

Cozum.

x’in alacag degerler: xg =0, 21 = 1/2, x5 = 1.

Bu durumda yo = 1 ve yo = 2 bilinir ve y;’i bulmamiz gerekmektedir.
Sonlu farklar formiltimiiz:

Yie1 — 2Yi + Vi1 Vi1 — i1

2 oh T
Bu durumda ¢ = 1 i¢in denklemimiz su gekilde olacak:
— 2y + —
Y2 Y1 1Y% Y2 — Yo 42y = 204

h? 2h
Verilen degerleri yerine koyarsak:
2—2y;1+1 2—-1
(1/2)? 2x(1/2)

+2y; =2x%(1/2)
Sadelestirirsek:

3 — 2y1
1/4

—14+2y =1
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Daha da sadelestirirsek:

12— 8y, — 142y, =1
—6y; = —10

11 = 1.66667
Sonug olarak, h = 1/2 i¢in ara degerler sunlardir: yo = 1, y; = 1.66667, yo = 2. Burada gergek ¢oziim:

y(x) = % (Qx +e'T csc (g) sin (@) —e"?csc (g) sin (%ﬁ(x - 1)) + 1)

dir. x = 1/2 noktasinda gergek ¢oziim y(1/2) ~ 1.65353 elde edilir.
x = 1/2 noktasinda Mutlak Hata:

11.653529 — 1.66667| = 0.013141

dir.
Ornek 5.5.

y' =y +2y=2x, y0)=1, y(1)=2, h=1/2
Tleri farklar yontemini kullanarak ¢éziniiz.
Cozum.
x’in alacag degerler: xg =0, 21 = 1/2, x5 = 1.
Bu durumda yo = 1 ve yo = 2 bilinir ve y;’i bulmamiz gerekmektedir.
Sonlu farklar formiltimiiz:

Yir1 =20 T Yic1  Yir1 — Yi

2 on T
Bu durumda 7 = 1 i¢in denklemimiz su sekilde olacak:
—yy + —
Y2 Yi1TY%  Y2— W 42y = 21y

h? 2h
Verilen degerleri yerine koyarsak:
2=2y+1  2—wy
(1/2)2 2% (1/2)

+ 2y = 2% (1/2)
Sadelestirirsek:

3 — 2y1
1/4

-2+ +2p =1

Daha da sadelestirirsek:

12—-8y; —2+4+3y; =1
—5y1 = -9

Y1 = 1.8

Sonug olarak, h = 1/2 i¢in ara degerler sunlardir: yop = 1, y; = 1.8, yo = 2.
x = 1/2 noktasinda Mutlak Hata:

]1.653529 — 1.42857] =0.146471
dir.
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Ornek 5.6.
y' =y +2y =2z, y0)=1, y(1)=2, h=1/2

Geri farklar yontemini kullanarak ¢oziiniiz.

Cozim.

x’in alacagi degerler: zp =0, z7 = 1/2, x5 = 1.

Bu durumda yo = 1 ve y, = 2 bilinir ve y;’i bulmamiz gerekmektedir.
Sonlu farklar formiiltimiiz:

Yier — 2Ui +Yic1 Vi — Vi1

- 2y; = 2u;
2 on T
Bu durumda ¢ = 1 i¢in denklemimiz su sekilde olacak:
— 2y + _
Y2 Yi1TY% Y1 — Yo 42y = 204

h? 2h
Verilen degerleri yerine koyarsak:
2=2p+1 oy —1

M2F ey =2

Sadelestirirsek:

3 — 2y1
1/4

—th+1+2y =1

Daha da sadelegtirirsek:

—Ty; = —10

y1 = 1.42857

Sonug olarak, h = 1/2 i¢in ara degerler sunlardir: yo = 1, y; = 1.42857, y = 2.
x = 1/2 noktasinda Mutlak Hata:

|1.653529 — 1.42857| = 0.224958

dir.
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