SORU 1. 2.y - x.y = e’.y diferansiyel denkleminin
genel ¢ozumunu bulunuz..

COzUM. Soruda verilen birinci mertebeden adi diferansiyel denklemin bir Homojen
Diferansiyel Denklem oldugu acgik¢a gorilmektedir. O halde, uygun olan

Y o_y = y = Uu.X = y ' =u + x.Uu
X
doénlsumda yapilirsa, diferansiyel denklem;
x> . (u + x.u) — x.ux = e". (x.u)
1
x> . (u + x.u) — x*.u = e". x*.u?
1
[ (u+x.u)-u]=xt.e". U
1
Uu+x.u —-—u = e .u?
1
x.u = u’.e"

asamalarini takip ederek Degiskenlerine Ayrilabilen Diferansiyel Denklem haline

gelir. Bu denklem,
1

L 1
du n 1 u
. — = ut.e" = —1du:£ = jezdu:ﬁ
dx - X u X
u.e'
seklinde integral alma asamasina getirilir. Sol taraftaki integralde - 1 =t ve
u

buna bagl olarak bulunan du = dt donusuma yapilirsa,

u2

jetdt: _dx = e' = Lnx + LnC = e' = Ln(Cx)

seklinde ¢ozulerek ve yapilan degigken degistirmesi de yerine iade edilmek suretiyle,

1 X

e “"=Ln(Cx) = e_T:Ln(Cx) =

—=Lln(Cx) = 1= e . Ln (Cx)

ey
seklinde genel ¢cbzume ulasilir.
SORU2. (2xvy*e’ + 2xy® + y)dx + (x°y*e —x*y*-3x)dy = 0

diferansiyel denklemini Tam Diferansiyel Denklem haline getirdikten sonra
¢6zunuz




cOzim (2xy*e’ +2xy*+y)dx + (x*y*e’ — x?y?—3x)dy = 0.

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

P, = m = 8xy’e’ +2xy‘e’ +6xy*+1

. P = Q,
Q, = R 2xy'e’ - 2xy® -3.

OX

P, —Q (8 xy%Y + 2xy'e’ +6xy*+1)—(2xy‘e’ —2xy*-3)
Q x>yte’ — x*y? — 3x

3.V 2 34V 2
_ 8xy’e’ + 8xy* + 4 _ 4.(2xye’ +2xy"+1) £ f(x) .

x*y*eY — x*y® — 3x x.(xy‘e’ — xy* -3)

Q-P  (2xy'e’ -2xy*-3) — (8xy’e’ + 2xy'e’ + 6xy* +1)

P 2xy'e’ +2xy® +y

— 8xy%’ —8xy* -4 - 4.(2xy% + 2xy*+1)

2xy*e’ +2xy* +y y.(2xy’e’ + 2xy® +1)

T
y

4 1
d i Bl o W) 1 .
w=pu(y)= ejg(y) e Iy =e *"MY=¢" =e ¥ =-———_:Integrasyon Carpani.

2
(2xer + 25+ Ly ax+ (xter - X - 3yff)dy ~ 0.

M(x,y)+ N(x,y) = 0.

<
[

N, . : Tam Diferansiyel Denklem.

2
(2xer + 250 Ly ax s (xter - X - 3K
y

)dy = 0.

2 4

y

M(x,y)+ N(x,y) = 0.



a—udx+a—udy:0. = du=0. = wu(x,y)=C. : Genel Coziim.
OX oy
2
a—u:M(x,y):ery+ﬁ+—l3.:> u(x,y):xzey+x—+ is+h(y).
OX y |y y y
2 2
o _ N(x,y)=x2ey—x—2—3f. = u(x,y)=xe" + X +L3+k(x).
oy y y
) x? X
= u(x,y) = x“ e + + — + K. (KeR).
y y
u(x,y)==C.
2 X 2 X
x> el + + —~+K=C. = xe+ + — = C-K.
y y y y
2 X
= x> el + + — = A. : GenelGézim. (AeR).
y y
Genel ¢6zum biraz duzenlenirse,
xX>yPe + Xyt + x = ALY
seklinde ifade edilebilir.
SORU 3. y + y. Tanx = vy*. Secx diferansiyel denkleminin

x=0 icin y=1 baslangi¢ kosuluna uyan 6zel ¢6zUmunu bulunuz.

COZUM Bize verilmis olan birinci mertebeden adi diferansiyel denkleme dikkatlice
bakildiginda; onun, n € Q (Rasyonel Say: Kimesi) olmak Uzere,

y + P(X).y = Q(x) . y"
seklinde bir yapiya sahip oldugu ve dolayisiyla Bernoulli Diferansiyel Denklemi
turinde bir denklemle karsi kargiya bulundugumuz agik¢a gorulur. Bu durumda,

y!
y

+ L.Tanx = Secx
y

2



1 y

asamasindan sonra; — = U denilirse, - = u olur. Buradan,

!

— U 4+ u.Tanx = Secx = u' — u.Tanx = — Secx

seklinde bir Lineer Diferansiyel Denklem elde edilir. Bilindigi gibi; bulunan,

e —j Tanx dx eLn(cosx)

A=A1(x) = = Cosx

fonksiyonu ile denklemin her iki tarafi carpilmasi sonucunda elde edilen

u.Cosx — u.Sinx = -1

esitliginin sol tarafi (A. t)" = (u. Cosx)" carpiminin tlrevi haline gelir.

Buradan,

di(u.Cosx):—l = d(u.Cosx)= - dx = .[d(u.Cosx) —.[dx
X

u.Cosx = -x+C = L.Cosx:C—x = COSX:C—x

y y

islemleriyle sonuca ulasilir.
x=0 icin  y=1 kosuluna uyan 6zel ¢d6zUm egrisine ise; bu degerleri
genel ¢6zum olan egri ailesinin denkleminde yerlerine koyup, keyfi sabitin alacagi

Cos (0)
1
0zel degerini bulduktan sonra bu kez bu degerin genel ¢6zimde yerine konulmasiyla,

=C-0 = %:C = C =1

Cos x
y

=1-x

seklinde erigiriz.

SORU4. 2y Cosx = 2 Cos’x — Sin’x + y? diferansiyel denkleminin
bir 6zel ¢6zUmu y, = Sin X fonksiyonu olduguna gore genel ¢ézimunu bulunuz.

cOozim
Bize soruda verilmis bulunan birinci mertebeden adi diferansiyel denkleme dikkatlice
bakildiginda; onun,

y + p(x).y" + a(x).y + r(x) =0

seklinde bir yapiya sahip oldugu ve dolayisiyla Riccati Diferansiyel Denklemi
tirinde bir denklemle karsi karsiya bulundugumuz agikga gorilebilir. O halde, bu tur
diferansiyel denklemlerin bir 6zel ¢ozum( olan y, = y,(x) fonksiyonu biliniyorsa

genel ¢6zUmunun bulunmasi icin yapilmasi gereken y =y, + % donusimu



uygulanmak suretiyle yeni u= u(x) bilinmeyen fonksiyonu cinsinden Lineer
Diferansiyel Denklem elde edilerek ¢ozume ulasilacagi bilgisinden hareket edelim.

!

1 . 1 , , u’
y =y, +— = 8S8Sinx + —. = y =y, - — = Cosx - 5
u u u u
Bu donusumdu tatbik edelim.
u’ ) i . 1.,
2.(Cosx — —5).Cosx = 2Cos"x — Sin“x + (Sinx + — ).
u u
2 Cos’x — 2 u2 Cosx = 2 Cos’x — Sin’x + Sin’x + —2>NX 12
u u u
- 2 u2 . Cosx = 28|nx+ 12 . > —2.u.Cosx = 2.u.Sinx +1.
u u u
— 2.u.Cosx — 2.u.Sinx=1. = u. Cosx + u.Sinx = —iz.
= u + u.Tanx = - 17Secx. . Lineer Diferansiyel Denklem.
A=2(x) = e Jramcoc - gemeso o 1 geey
Cosx

Buldugumuz A1 = 1 (x) = Secx fonksiyonu ile denklemimizin her iki tarafini
carpalim.

u + u.Tanx = —%Secx.

u'.Secx + u.Secx.Tanx = — - Sec? x.

Esitligin sol tarafinin (A4 .u )" = (u .Secx)" seklindeki ¢arpimin tirevi
ifadesinin agilmis sekli oldugunun goérilmesi Uzerine asagidak asamalar izlenerek
¢6zime ulagllir.

di(u.Secx): _ L ose?x. o d(u.Secx):—%Seczxdx.
X

jd(u.Secx) = —%J'Seczxdx. = u.Secx = —%J'(1+ Tan®x) dx .



u.Secx:—%Tanx+C. = 2Uu.Secx = — Tanx + 2C.

Yaptigimiz u = u(x) donusunun karsihgini bulalim.

. 1 . 1
y =Sinx + —. = y- Sinx = — . = U= :
u u y — Sinx

Elde ettigimiz bu sonugta u = u(x) fonksiyonunun karsiligini yerine koyalim.

2. 1 . Secx = —Tanx + 2C. = 2 . Secx = — Tanx + K.

y — Sinx y — Sinx

2
y — Sin x

= — Sinx + K. Cosx .

SORU 5: (x+2y+3)dx + (2x+3y+ 4)dy = 0
diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz. (20 PUAN)

COZUM Soruda, bize, M (x,y)dx + N(x,y)dy=0 formunda verilmis bulunan

birinci mertebeden adi diferansiyel denkleme bakildiginda; ilk olarak, onun, Homojen
Hale Gelebilen tipte bir diferansiyel denklem oldugu kolaylikla goriilebilmektedir. O
halde, yapilmas1 gereken dontistimler
. X=X + h. = dx=dx , _
h,k e R olmak tizere, seklindedir.
y=y1+k- = dy:dyl

Buradan,
[(x,+h)+2(y, +k)+3 Jdx, +[2(x+h)+3(y,+k)+4]dy, =0
(x+2y, +h +2k +3) dx, + (2% +3y;,+2h +3k+4)dy, = O

denklemlerine ulasilir. Son diferansiyel denklemin Homojen Dif. Denklem haline gelmesi
i¢in,

h+2k+3 =0
2h+3k+4 =0



olmasi gerektigi agiktir. Bu denklem sisteminin ¢dziimii sonucunda ise, h =1, k =-2

degerleri
elde edilir. O halde,
X=x +1 = X, = x -1

y y1_2 = y1:y+2

esitlikleri gecerlidir. Bu durumda, ortaya ¢ikan
(x + 2y ) dx + (2x +3y)dy, =0

diferansiyel denklemi, artik, bir homojen diferansiyel denklem haline gelmis olup; bu duruma
uyan

yy =u.x, = dy, =udx + x du dontistimii yapilarak,
( x,+2ux ) d¢ + (2x +3ux ) (ud¢+xdu) = 0
denklemine erisilir. Buradan, parantezleme yapilmasi sonucunda gelen
. [(1+2u)dx, + (2+3u)(udx +xdu)]=0

X, carpani kisaltilarak,
(1 +2u +2u +3u?)dx, + (2 +3u)x du =0

(3u” +4u+1)dx, + (2 +3u)x, du =0

seklinde Degiskenlerine Ayrilabilen Denklem tiiriinde bir diferansiyel denkleme ulagilir.
Devam edilerek,

(3u”+4u+1)dx, = — (2+3u)x du
dx, _ 23u+2 du
X, 3u” + 4u +1

asamasindan sonra; her iki tarafin ayn1 anda integralinin alinmasiyla,

du

dx 3u + 2
J- xll - _J. 3u® +4u +1

esitligine ulasilir. Sag taraftaki integralde, 3u®+4u+1=t = (6u+4)du = dt

dontigiimii uygulandiginda; bu durumda 2 (3u+2)du=dt = (3u+2)du= % dt

olacagindan,



% _ -1 e
le_ th

esitligine ulasilir. Her iki taraftaki integrallerin kolayca alinmasiyla,

Lnx, + LnC = — %Lnt

sonucu elde edilir. Buradan, logaritma fonksiyonunun 6zellikleri de kullanilarak,

1
Ln (C.x)=Lnt ? = C.xl:# = C2x  =— =

To S

seklinde diizenlenmis sonuca ulasilir. Sag taraftaki integrali almak {izere yapilmis olan
degisken degistirmesi yerine iade olunarak ve keyfi sabit yeniden tanimlanmak suretiyle,

1
x°.t = =

esitligine gegilir. Homojen diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in yapilmis bulunan y, =u.X;
ddliniistimii de yerine aide olunarak,

= x’.t=K = x°.(3u*+4u+1) =K

2
xlz.(sy—1+4£+l):K = 3y’ +4xy +x =K

2
X, X,

X=x +1 = X, = x -1
sonucuna ulasilir. Son olarak da, karsiliklari

y:yl_z = y1:y+2

yerlerine konulursa,
3(y+2) + 4 (x-1)(y +2) + (x-1) =K
3(y  +4y+4) + 4 (xy +2x—-y=-2)+ (x*-2x+1) =K
3y’ +12y +12 + 4Xy + 8x—-4y-8 + x>’ -2x+1 = K
3y* + x> + 4Xy +6Xx + 8y +12 -8+1 =K
3y + x> + 4xy +6x +8y +5 =K

3y + x> + 4Xy +6x + 8y = K-5 =
3y + x> +4xXy+6Xx+8y=A

seklinde sonuca ulasilir.



2 nci Yol : Bu diferansiyel denklem; ayni1 zamanda bir Tam Diferansiyel Denklem
oldugundan dolay1 ikinci bir ¢6ziim yolu olarak izlenerek de ¢oziilebilir.

(x+2y+3)dx + (2x+3y+ 4)dy = 0
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

y = M, = N, : Tam Diferansiyel Denklem
0 N
N, = = 2.
O X
u=Ff(x,y).
ou dx + ou dy = 0.
0X 0
du = 0.
= u(x,y)=
ou x?
a—:M(x,y):x+2y.+3. = u:f(x,y):7+2xy +3x + h(y).
X
ou y?
8_: N(x,y) =2x+3y+4 = u=f"Ff(x,y)= 2xy + 3 + 4y + k(x).
y

Bu durumda, tam diferansiyeli alinmis u=f (X, y) fonksiyonunun, AR olmak iizere,

2

u=f~f(x,y) = X7+2xy+3

2

y

+3X +4y .+ A

seklinde oldugu ortaya ¢ikmaktadir. O halde, genel ¢oziime, gerekli olan bazi diizenlemeler de
yapilarak,

2 2

u(x,y)==0C = X—2+2xy+3é +3x+4y+A =C

2 2 2 2

X—+2xy+3y +3x+4y =C-A = X—+2xy+3y
2 2 2 2

+3x+4y=8B

x>+ 4xy +3y*+6x+8y=2B = X*+4xy+3y"+6x+8y=K

seklinde sonuca ulasilir. Tkinci yoldan ulagilan sonucun ilk ¢dziimde elde edilen ile ayni
oldugu goriilmektedir.



SORU6: (e +x + x.Cosy)dy + (e +y+Siny)dx= 0
diferansiyel denkleminin x = 0 i¢in y = 0 baslangi¢ kosulunu saglayan

0zel ¢Oziimiinii bulunuz.

COZUM Bize,yine, M (x,y) dx + N (x,y) dy =0 kalibinda verilmis oldugu
goriilen bu birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi; belirtilen sekle getirip, baktigimizda;

onun,
(e“+y + Siny)dx + (e + x + x.Cosy)dy = 0

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

oM

M, = = 1+ Cosy

ay

N = M, = N,
N, = — = 1+ Cosy

oX

olmasindan dolayr Tam Diferansiyel Denklem tiiriinde bir denklem oldugunu goriiyoruz.

O halde, bu diferansiyel denklem,
z="F(x,y)
— dx + oz dy = 0
ay

= z(x,y)=20C
seklinde ¢oziilecektir.

9z _ M(x,y)=¢€e" +y+Siny. = z=f(x,y) = e + xy + x.Siny + h(y).

0X

oz _ N(x,y) =¢e"+x+x.Cosy. = z="Ff(x,y)= €’ + xy + x.Siny + k(x).

ay

Bu durumda, tam diferansiyeli alinmis z=f (X, y) fonksiyonunun, AeR olmak iizere,
z=f(x,y)= € 4+ xy + x.Siny + ¢’ +A
seklinde oldugu ortaya ¢ikmaktadir. O halde, gerekli olan bazi diizenlemeler de yapilarak,
z(x,y)=20C = e + Xy + x.Siny + e + A =C

e + Xy + x.Siny+e¢> =C-A = e + Xy + x.Siny + ¢’ = K



seklinde genel ¢oziime ulasilir. Istenilen, X = 0 icin y = 0  baslangi¢ kosulunu
saglayan

0zel ¢oziimil elde etmek icin; bu degerler, genel ¢6ziim olan egri ailesinin denkleminde
yerlerine konuldugunda ortaya ¢ikan

e’ +(0).(0)+(0).SinN0+e°=K = 1+0+0+1=K = K=2

degerini genel ¢6ziimde yerine koymak suretiyle,

X

e + Xy + X.Siny + e =2

integral (¢0ziim) egrisi olarak bulunur.

SORU 7: ( 2xy%e¥ + x?y%¥ +2xy) dx + (x’y%e? —x*)dy= 0
diferansiyel denklemini Tam Diferansiyel Denklem haline getirerek ¢6ziiniiz.

cOzUM
(2xy%e¥ + x?y’e® +2xy) dx + (xX’y%¥ —x*)dy = 0

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

P, = i Axye? +5x°y?eY + x*y*e¥+ 2x.
y
20 = P, # Q,
Q, = Vi 3x*y?eY + x’y*e¥ - 2x.
X
a.) Once, wu = u (x)  seklinde bir integrasyon ¢arpani arayalim.
P, —Q  dxye” +2x°y’e” + 4x 5y 2ye” +xy?eY +4 . ()
Q XS y2 exy _ X2 X2 (XyZexy _1) '
Gorildiugi gibi, u = u (x) seklinde bir integrasyon ¢arpani yoktur.
b.) Bukez, u = u (y) seklinde bir integrasyon ¢arpani arayalim.
Q- P —4xyeY -2x?y?eY-4x -2 2xye¥ +x’y%Y +2x _ )
P 2xy’e” + x’y®e¥ +2xy y 2xye¥ +x°y?e” +2x '

Integrasyon carpani :



1
B ey *zf*dy_ B 2
u=u(y)=¢e = e ' =ce =€ = —.

Bulunan integrasyon ¢arpani ile diferansiyel denklemimizin her iki tarafin1 ¢arparak,
onu, bir Tam Diferansiyel Denklem haline getirelim.

X2

2

(2xeY + x’ye¥ + 2%)dx + (x%e¥ - Ydy = 0.

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Denklemimizin, bir tam diferansiyel denklem haline gelip, gelmedigini kontrol
edelim.

M, = % = 2 x%e¥ + xzexy+x3y2exy—%
= M, = N, : Tam Diferansiyel
. = ON _ 3x°e” + x’ye¥ - 22( :
O X y
Denklem

O halde, diferansiyel denklemimizin sol tarafi, iki degiskenli bir u="f (x,y)

fonksiyonunun tam (toplam) diferansiyeli alinarak elde edilmistir. Bu durumda, diferansiyel
denklemimizin genel ¢6ziimiiniin bulunmasi igin izlenmesi gereken islem sirasi asagidaki

gibidir.

u=f~f(x,y).
ou dx + au dy = 0.
0X oy
du = 0.
= u(x,y)=~C.

2
a—u:M(x,y):2xexy+x2yexy+ﬁ. = u:f(x,y):xzexy+x—+h(y).
0X y y

2 2
a—u:N(x,y):xsexy—X—z. = u=f(x,y)= xzexy+x—+k(x).
ay y y

Bu durumda, tam diferansiyeli alimmis u=f (x, y) fonksiyonunun, AeR olmak iizere,
2
u=~"Ff(x,y) = x2e¥ + X 4 A

seklinde oldugu ortaya c¢ikmaktadir. O halde, genel ¢oziime, bazi diizenlemeler de yapmak
suretiyle,



2 2
u(x,y)==C = xtew + X4 A=C —~ XY+ X _C-A

y y
XZ
x*e¥ + — =K = x’ye¥ + x> =Ky

y
seklinde ulagilir.
SORU 8: X.y.lnx + y =1 diferansiyel denkleminin genel ¢6zliimiinii
bulunuz.
cOzZzUM Soruda bize verilmis olan birinci mertebeden ve birinci dereceden

adi diferansiyel denkleme bakildiginda; onun, Degiskenlerine Ayrilabilen
Diferansiyel Denklem tiiriinden oldugu kolaylikla goriilebilmektedir. O halde, gereken
hazirliklar

X.y.Lnx =1 -y

x.ﬂ.Lnx = —(y-1)
dx
Yy A
y -1 X . Lhx

seklinde yapilip, denklemimizin her iki tarafi integrasyona hazirlandiktan sonra; gegilen,
e e
y -1 X. Lnx

esitliginin sol tarafindaki integralde u =y -1 = du=dy ve sag tarafindaki integralde

X .
t=Lhx = dt= ax dontigiimleri uygulanarak elde edilen,
X

du dt
-~ = I+

integralleri rahatlikla alinmak ve diger gereken islemleri yapmak suretiyle,



Lnu = — Lnt + LnC = Lnu = Ln (—) = u= —

seklinde genel ¢oziime ulasilir.

2 nci Yol: Soruda bize verilmis bulunan diferansiyel denklemin, ayn1 zamanda, birinci
mertebeden ve birinci dereceden bir adi diferansiyel denklem; yani,

y + P(x) .y = 0Q(x)
yapisina sahip olan bir Lineer Diferansiyel Denklem oldugu gériildiigiinden dolay1
bir kez de bu yoldan gidilerek ¢6ziimii bulunabilir.

Bilindigi iizere, bu tiir diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in denklemin her iki tarafini

A= A(x) = e[P(x)dx

seklinde bulunan A = A4 (X) fonksiyonu ile ¢arpmak gerekir. Belirtilen P (x) fonksiyonunu
dogru olarak almak i¢in denklemimiz uygun forma getirildiginde,

y' + ; y = ;
x. Lnx X . Lnx
seklinde diizenlenen yapida; bu fonksiyonun, P(x) = + oldugu goriilmektedir.
X ..LnX

O halde,

1
b= a0 = el el

seklinde elde edilecek olan A fonksiyonun bulunmasi i¢in integralde t = Lnx = dt = ax
X

dontigiimii uygulanirsa, 4 = 4 (x) fonksiyonu,

J‘P( )d J. 1 dx dt
X) dx
A = ﬂv(X) = e = € x.Lnx = € to= eL"t = eLn(Lnx) = Lnx

olarak bulunur. Bulunan bu A fonksiyonu ile diferansiyel denklemimizin her iki tarafi
carpilirsa,
, 1 1 1 1

X. Lhx X . Lnx X X

denklemi elde edilir ki, bu denklemin sol tarafinm (A .y ) = (y.Lnx ) carpiminin

tiirevi
oldugu agikca goriilmektedir. O halde, bilinen ¢6ziim yolu izlenerek,



dix(y'LnX)le = d(y.Lnx):lex = jd(y.Lnx)zj%dx

y.Lnx=Lnx + LnC = LnxY =Ln(C.x) = xy = C.x

seklinde genel ¢dziime erisilir. Ik ¢6ziim yolundan gidilerek bulunan (y-1).Ln x= C
sonucu;
(y=-1).lnx=LnK = .lnx''=LlnK = x¥''=K = x'.x'=K =

1 . e C
xY. —=K = x’ =Kx seklinde diizenlendiginde ayn1 egri ailesi oldugu goriiliir.

X
2 , X +1 . . -
SORUY9: x (x*-1) vy + xy = ——— diferansiyel denklemini
y
¢Ozlniiz.

COZUM  Soruda bize verilmis olan diferansiyel denklem biraz diizenlenip,

!+ l _ 1 -3
y  —1 7 Xx. (x-1) y

haline getirilirse, onun; ne Q ( n, birrasyonel say1 ) olmak iizere,

y + PX).y = Q) . y"

seklinde belirtilen yapiya sahip olan  “Bernoulli Diferansiyel Denklemi” tipinde bir
birinci mertebeden ve birinci dereceden adi diferansiyel denklem oldugu acikca goriiliir.
Bundan sonra,

T S A :
' x> -1 X .(x-1)

yapilip; yi=u = 4y’y=u = y.y = j{ dontligiimii uygulanirsa,

u’ 1 1

4 X =1 X.(x—=1)
ve buradan

, 4 4
u + ——— u =
x° =1 X.(x=1)

esitligi elde edilir. Bu esitligin, u’ + P(x).u = Q(x) seklinde birinci mertebeden
bir “Lineer Diferansiyel Denklem” haline geldigini goriiyoruz. Bilindigi gibi,
birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in



dx

4
A = A(x) = ol PO _ eIXZ*l

fonksiyonu ile denklemimizin her iki tarafinin ¢arpilmasi gerekir. Buradaki integralin
alinmasi i¢in yapilmasi gereken Basit Kesirlere Ayirma islemi asagidaki gibi uygulanir.

4 4 A N B
x> -1 (x+1).(x-1) x — 1 X + 1

(A+B).x A + 2
A -B } - {B —2}'

O halde, incelenen rasyonel kesir ifadesi

o
>
I1l

4 4 2 2
x2 -1 (x+1).(x-1) x — 1 X +1

seklinde basit kesirlerine ayrilma islemine tabii tutulur. Buna bagl olarak,

4 2 2 x-1 2
A=2(x) = ej Z 1 ¥ _ ej(ﬂ*ﬁ)dx _ 2tn(D-2ln(e)) _ ean(Ej _ | X= 1
X+1
seklinde elde edilen A =4 (x) fonksiyonu ile diferansiyel denklemimizin her iki tarafi
carpilirsa,

(x—l]zlw Lo Ax-y 4(x-1)

X +1 (x +1)% X.(x+1)°

x-1
X+1
Bunun boyle oldugu da, kontrol edildiginde gortilebilir. O halde,

2 2
d U x —1 _ 4(x—1)2 N dlu x—1 _ 4(x—1)2 dx
dx X+ 1 X.(x+1) X +1 X.(x+1)
seklinde yazilip, her iki tarafta birden integral almaya gecildiginde;
x-1Y ax -4
fou. -] 2
X +1 X.(x +1)

2
UIX—_l :J. 4X_42dx
X + 1 X.(x+1)

2
seklinde ortaya ¢ikan denklemin sol tarafi, u .4 = u. [ j ¢arpiminin tiirevi olur.




esitligine erisilir. Esitligin sag tarafindaki integralin alinmasi i¢in yine Basit Kesirlere Ayirma
islemine gerek bulunmaktadir.

4x -4 A B C
= + + .
X. (x +1)° X X +1 (x +1)°
4x —4 = A(x+1)°+ Bx(x+1) + Cx.
4x -4 = A(xX*+2x+1) + Bx(x+1) + Cx.
4x -4 = AX* + 2AXx + A + Bx* + Bx + Cx.
4x -4 = (A+B)x* + (2A+B+C)x + A .
A+B=0. A=—4.
2A+B+C =4. = B=+4.
A= -4, C =+8.
4x — 4 4 4 8
= - + +
X.(x +1)° X X +1 (x +1)2

Bu asamadan sonra.sag taraftaki integral,

2
x -1 4 4 8
u.| —— :I - + + > | dx
X +1 X X+ 1 (x+1)
2
X =1
u.—
X +1

seklinde yazilip, ortaya ¢ikan integraller kolaylikla alinarak;

d d d
SR R e L B B ey

2
u[x—_lj _ _4.lnx + 4.Ln(x+1) - 8. — 4+ ¢C
X +1

4

sonucuna ulasilir. Baglangicta yapilan u =Yy" doniisiimii iade edilerek,



2
y4.(x—_lJ = —4.Lnx + 4.Lln(x+1) - 8 + C
X +1

ve logaritma fonksiyonunun 6zelliklerinden de yararlanmak suretiyle elde edilen sonug,

seklinde diizenlenebilir.



