COK DEGISKENLI FONKSIYONLAR

Iki yada daha fazla bagimsiz degiskene sahip fonksiyonlara ¢ok degiskenli fonksiyon denir.
Cogu fonksiyon birden fazla bagimsiz degiskene baghidir. V = zr*hfonksiyonu, yaricap ve
yiksekliginden dik bir silindirin hacmini hesaplar. f (x, y) = x* +y* fonksiyonu

z = X* +y® paraboloidinin P(x,y) noktasmin iizerindeki yiiksekligini P’nin iki
koordinatindan hesaplar. Diinya yiizeyindeki bir noktanin sicakligi T, enlemi x ve boylami
y’ye baglhdir ve T(x , y) yazarak ifade edilir. Cok degiskenli reel degerli fonksiyonlar tek
degiskenli durumdakine benzer sekilde tanimlanirlar. Tanim kiimeleri reel say1 ikililerinden
(tgliilerinden, dortliilerinden, n-lilerinden) olusan kiimelerdir , deger kiimeleri ise reel say1
kiimeleridir.

TANIM

n Bagimsiz Degiskenli Fonksiyonlar : D’nin reel sayilardan olusan (X, X,,...,X,) n-lilerinin

bir kiimesi olsun. D iizerinde reel degerli bir f fonksiyon, D’deki her elemana bir
w= f(X,X,,...,X,) reel sayist atayan bir kuraldir. D kiimesine fonksiyonun tanim kiimesi,.

f’nin aldigit w degerlerinin kiimesine fonksiyonun deger kiimesi denir. w sembolii f’nin
bagimli degiskenidir ve f’ e X;’den xp’e kadar olan n bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu
denir. x’lere fonksiyonun girdi degiskenleri, w’ye de fonksiyonun ¢ikt1 degiskeni denir.

f 1ki bagimsiz degiskenli bir fonksiyon ise, genellikle bagimsiz degiskenleri x ve y olarak
adlandirir ve f’nin tanim kiimesini xy-diizleminde bir bolge olusturur. Ug bagimsiz degiskenli
bir fonksiyon i¢in de degiskenlere x, y ve z dersek ve tanim kiimesi uzayda bir bolge
olusturur.
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TANIMLAR Seviye Egrisi, Grafik, Yiizey: Diizlemde, bir f(x, y) fonksiyonunun f(x,y) =c
gibi sabit bir deger aldig1 noktalar kiimesine f’nin bir seviye egrisi denir. (X, y) noktasi f’nin
tanim araliginda olmak {izere, biitiin (x, y, f(x, y)) noktalarinin kiimesine f’nin grafigi denir.
f’nin grafigine z = f(x, y) yiizeyi denir.

ORNEK iki Degiskenli Bir Fonksiyonu Cizmek

f(x, y) = 100 — x* — y**nin grafigini ¢izin ve f’nin diizlemdeki tanim kiimesinde f(x, y) = 0,
f(x,y)=50 ve f(x,y)=75 seviye egrilerini isaretleyin.

f’nin tanim kiimesi biitlin xy-diizlemidir ve f’nin deger kiimesi 100’e esit veya 100’den
kiiclik reel sayilarin kiimesidir. Grafigi, Sekil 1 bir kism1 gosterilen z = 100 — X2 — y2
paraboloidi dir. f(x, y) = 0 seviye egrisi, xy-diizleminde f(x,y)=100—-x*—y*=0 veya X
+y?= 100 kosulunu saglayan noktalar kiimesidir ki, o da merkezi orijinde olan 10 yaricaph
cemberdir. Benzer sekilde, f(x,y) =50 ve f(x,y) =75 seviye egrileri (Sekil 1) f(x, y) =100
~x?—y*=50 veya 100-x*-y’=50, f(x,y)=100-x*—y*=75 veya  x’+Vy
=25 ¢emberleridir. f(x,y) = 100 seviye egrisi iSe sadece orijinden olusan bir seviye egrisidir.
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Sekill: f(x, y)=100— x? — y*’nin grafiginin grafigi, istenen seviye egrileri
Uc Degiskenli Fonksiyonlar

Diizlemde, iki bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y) = ¢ degerine sahip oldugu
noktalar fonksiyonun tanim kiimesinde bir egri olusturur. Uzayda, {ic bagimsiz degiskenli bir
fonksiyonun sabit bir f(Xx, y, z) = ¢ degerine sahip oldugu noktalar fonksiyonun tanim
kiimesinde bir yiizey olusturur.

TANIM Seviye Yiizeyi

Uzayda, li¢ bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(X, y, z) = ¢ degerine sahip oldugu
(X, y, z) noktalar1 f’nin bir seviye yiizeyini olustururlar.

Ucg degiskenli bir fonksiyonlarin grafikleri, dort boyutlu bir uzayda bulunan (x, y, z, f(X, y, z))
noktalarindan olustugu i¢in, bunlar lic-boyutlu referans ¢ergevemizde etkili olarak ¢izemeyiz.
Ancak, lig-boyutlu seviye yiizeylerine bakarak, fonksiyonun nasil davrandigini gorebiliriz.



ORNEK :Ug Degiskenli Bir Fonksiyonun Seviye Yiizeylerini Belirlemek

f(x,y, z) =yx*+ y*+ z* fonksiyonun seviye yiizeylerini tanimlayn.

Coziim f’nin degeri, orijinden (X, y, z) noktasina olan uzaklig: verir. Buna gore; her seviye
yiizeyi, merkezi orijinde olan c yarigaplt bir kiiredir. Sekil 2 bu kiirelerden iigiiniin
goriinligiini verilmistir.. Seviye yiizeyi sadece orijinden olugmaktadir. Burada fonksiyonun
grafigini ¢izmiyoruz; fonksiyonun tanim kiimesindeki seviye ylizeylerine bakiyoruz.
Fonksiyonun seviye yiizeyleri tanim kiimesinde ilerlerken, fonksiyonun degerlerinin nasil
degistigini gosterir. Merkezi orijinde olan c yarigaph bir kiirenin iizerinde kalirsak, fonksiyon
sabit bir deger, yani ¢ degerini alir. Bir kiireden digerine gegersek fonksiyonun degeri degisir.
Orijinden uzaklasirsak bu deger artar, orijine yaklasirsak bu deger azalir. Fonksiyonun
degerlerinin degisimi izledigimiz yone gore degisir. Degisikligin yone bagimliligi énemlidir.
Uzaydaki bolgeler i¢in ig, sinir, acik, kapali, sinirlt ve smirli olmama tanimlart diizlemdeki
tanimlarin benzeridir..

Sekil 2: Seviye Yiizeyleri es merkezli kiirelerdir.
TANIMLAR Uzay Bolgeleri i¢in i¢ ve Simir Noktalar:

Uzaydaki bir R bolgesinde bir (xo, Yo, Zo) noktasi, biitiiniiyle R’nin i¢inde bulunan bir kati
topun merkeziyse R’nin bir i¢ noktasidir (Sekil 3). Merkezi (Xo, Yo, Zo)’da olan her kiire R ’nin
icinden noktalarin yani sira R’nin disindan da noktalar i¢eriyorsa (Xo, Yo, Zo) noktasi R’nin bir
sinir noktasidir. R’nin i¢ noktalari, bir kiime olarak, R’nin i¢ini olustururlar. R’nin smir
noktalarinin kiimesi R’nin siniridir. Bir R bolgesi sadece i¢ noktalardan olusuyorsa agiktir. Bir
bolge biitlin sinir noktalarini igeriyorsa kapalidir.



{a) Ig nokialan (b} Saner nok takar

Sekil 3:Bir Yiizeyin ic ve Smir noktasi
2. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Limitleri ve Siireklilik

Iki veya ii¢ degiskenli bir fonksiyonun limitinin tamimi tek degiskenli bir fonksiyonun
limitinin tanimina benzerdir.

Limit

Bir (Xo, Yo) noktasina yeterince yakin biitiin (x, y) noktalar1 i¢in f(x, y)’nin degerleri belirli
bir L reel sayisina keyfi derecede yakin ise, (X, y) noktasi (Xo, Yo)’a yaklasirken f fonksiyonu
L limitine yaklasir deriz. Bu, tek degiskenli bir fonksiyonun formel olmayan tanimina

benzerdir. Ancak, (Xo, Yo) noktasi f’nin tanim kiimesinin i¢inde bulunuyorsa, (x, y)’nin (Xo,
Yo)’a herhangi bir yonden yaklagsabilecektir.

TANIMLAR iki Degiskenli Bir Fonksiyonun Limiti
Her &>0sayisina karsilik, f’nin tanim kiimesine ait (x, y) noktalart igin,

0< \/ (X-Xo)* + (YYo)* <& iken  |f(x,y)—L|<¢& olacak sekilde bir &>0sayst karsihk
getirilebiliyorsa, (x, y) noktasi (x0, y0)’a yaklasirken f fonksiyonu L limitine yaklasir deriz.

o By 2P = L

Seklinde gosterilir.



TEOREM 1 ki Degiskenli Fonksiyontarn Limitlerinin Ozellikieri
L, M ve k reel sayilar ve

flx,y) = L ve lim  g(x.y) = M.

lim
(x, ¥)—(xg, ) (x, ¥)—(xq, 30)

1. Toplam Kurali: lim (f(x,p) +glx.y) =L+ M
{x, y)—>(x0, 30) v v

2. Fark Kurali: )(j(x,_v) gx,v) =L~ M

I
(x, ¥)—>(x0, 3o

3. Carpim Kurah: im  (f(x,y) glx,y) = LM
(x, ¥)~*(x0, 30)
4. Sabitle Carpt Kurali: lim (kf(x,y)) = kL (Herhangi bir k)
(x, ¥)—{xo, )
fxy)

5.  Bolim Kurali:

m = == M#0
) > glx,y) M

6. Kuvvet Kurah: r ves tamsayilar ves # 0, L7 bir reel say: ise,

hm  (f(x,p))" = L
(x, y)—*(xqo, w)

(s gift ise L > 0"in pozitif oldugunu varsayiyoruz)
Limitleri hesaplamak
Limiti hesaplarken belirsiz durum yoksa sikint1 yoktur. Degerler yerine konur ve hesaplanir.

Ornekler
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Eger belirsizlik varsa ve bu belirsizlik carpanlara ayrilarak sadelestirme isleminden sonra
giderilebiliyorsa bu durumda ¢arpanlara ayrilir sadelestirme sonucunda degerler yerine yazilir
ve hesaplanir .

ORNEK

xt — xy

lm ————
(L y00) \Vx — Vy

Limitini hesaplayiniz.



] x2—xy (x —Xv)(\x+ \‘)
lim ~——=—===_lim
=200 Vx — Vy & y0) (\x —-N, V)(\ x+V ¥)

I(I = v)(\; + \;)

- (x, y)'»m(o,(n) b o
= (L))-‘(OO)X(\ g ¢ ')
o(Vo + Vo) =

Seklinde sadelestirme yapilarak hesaplanir.
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Siireklilik

TAMIM ki Degiskenti Siirekli Fonksiyonlar
Asagidaki kogullar saglamrsa, bir fi(x, v) fonksiyonu (xg. yy) noktasinda
stireklidir:

1. flxg vp)'da tanambhidir,

2. lim  f(x, ¥) vardir,
{x, ¥)—*{xa, o)

* {I._F}I_I‘T-"u.}'u} flx, y) = flxo, yo).

Tamm kiimesinin her noktasinda siirckli olan fonksivona stirekll fonkslyon
denir.

ORNEK 4 Tek Siireksizlik Noktasi Olan Bir Fonksiyon

20 ) # (0.0)
T, o) ,

0, (x,y) = (0,0)

fonksiyonunun orijin harig her yerde siirekli oldugunu gésterin (Sekil 14.11).

flx,y) =

(0, 0)’da f’nin degeri tanimhdir, ama (x, v) — (0, 0) iken f’nin limitinin olmadigim
iddia ediyoruz. Bunun nedeni orijine farkli yollardan yaklasmanin, simdi gérecegimiz gibi
farkl sonuglar vermesidir.



Her m degeri igin, f fonksiyonunun “delinmis” y = mx, x # 0, dogrusu tlizerinde sabit
bir degeri vardir, ¢linkii

2xy

2x(mx)  omx?  2m

= 2 L L .
y=mx xX° + {H?,\')A .\'2 + m 2."."“ 1 + !Hz

faen| =

7
m X2+ p?

bulunur. Dolayisiyla, (x, y) dogru boyunca (0, 0)’a yaklasirken f’nin degeri bu sayidir:

} _ 2m
y=mx I + m?’

Bu limit m ile degisir. Dolayisiyla, (x, y) orijine yaklasirken f’nin limiti diyebilecegi-
miz tek bir say1 yoktur. Limit bulunmaz ve fonksiyon siirekli degildir. [ |

lim (x,v) = lim (x, v
(x, ¥)—(0,0) f(x7) (x, y)—(0,0) {j( y)

¥ = mx boyunca

3) Bir f:1R* SR fonksiyonu, pargal; olarak

oo 7 +77)

o » (% y)=(0,0)

i fxy)=

1
> » (63)=(0,0)
ile veriliyor. S nin R* {izerinde siirekli oldugunu gosteriniz.
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/‘ A4 = o nda

1) f(x,»= X} +5y°
¢ 2(x.y) = (00)

siirekli olup olmadigini belirleyiniz.

fonksiyonun

FO.’\\:;SQ:SQ'\ \mq_r :jer&fc ‘\Q-\\M\\ cé\r‘,
) fp) =
o B PN
) N
_2.) L\\(\/\ %’(xlj) = L\»\F\ & *'70 . v~
S w >0 = Y 4D
9>0 s 27
SVn\Y_ = €. L

= 7“"4’5:& e =

3} Lm {ey)=e .-;ql(o.o)
">
Y>>

Q\\c\ S;f'ek\{

2 e lde .j)fof\\gsijor\ )\l(o.c)

c} W



