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OZET

Split Kuaterniyonlarda Ustel, Logaritmik ve
Trigonometrik Fonksiyonlar

Hamide Feyza AYKUT

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danmigman: Prof. Dr. Salim YUCE

Literatiirde split kuaterniyonlar kiimesi bazi kaynaklarda (—,—,+,+) metrigi
ile baz1 kaynaklarda ise (+,+,—, —) metrigi ile tamimlanmigtir. (—, —, +,+)
metrigi ile tantmlanan split kuaterniyonlar tizerinde iistel ve logaritmik fonksiyonlar
literatiirde mevcut olup karakteristikleri ve oOzellikleri incelenmemistir.  Bu
caligmada split kuaterniyonlar kiimesi (+,+,—,—) metrigi ile ele alinmugtir.
Bu durumda pure split kuaterniyonlar kiimesinin R3 uzayina (+, —, —) metrigi
ile izomorf oldugu aciktir. Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin tanimlarina ek
olarak karakteristikleri ve oOzellikleri bu metrik ile tartistlmigtir.  Ayrica split
kuaterniyonlarda trigonometrik fonksiyonlar tanimlanmig olup karakteristikleri ve

ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Split kuaterniyonlar, iistel fonksiyon, logaritmik fonksiyon,

trigonometrik fonksiyon.
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In the literature, some studies define the set of split quaternions by metric
(—,—,+,+) where some others by metric (+,+,—,—). Polar forms and
exponential functions have already been defined over the set of split quaternions
with the metric (—, —,+,+). However, their characterization has not been
discussed. In this study, we considered the set of split quaternions with the metric
(+,+, —, —). Itis clear that the set of the vector part of them is isomorphic to R3
with the metric (+, —, —). We discussed the properties and characterizations of the
exponential and logarithmic function on split quaternions considering definition of
the exponential function via this approach. Additionally, we defined trigonometric

functions on split quaternions and discussed their properties and characterizations.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Literatiirde sikca kargilasigimiz  Oklid uzaylarm  yani  sira  semi-Oklid
(pseudo-Oklid) uzaylar1 da merak konusudur. r = (x1,x9,...,2,) Ve

y=(Y1,Y2,..,Yn) € R" olmak iizere

<x7y>R§:::§£:a%yr__ 2{: LrYr
r=1

r=n—v+1

indefinite dejenere i¢ ¢arpim ile birlikte R™ uzayina v indeksli pseudo-Oklid
(semi-Oklid) uzayr denir ve R” ile gosterilir. Semi- Oklid uzay ile ilgili [1-4]
bakiniz.

Irlandali Matematik¢i Sir William Rowan Hamilton 1843 yilinda reel
kuaterniyonlar olarak adlandirilan ij = —ji = k,jk =i = —kj, ki = j = —ik

olmak iizere

H = {po + p1i + paj + psk : po,p1,p2, 3 ER, i = =k*= -1}  (1.1)

degismeli olmayan sifir bolensiz birlesmeli boliim cebrini  kesfetmesiyle
matematigin ve miithendisligin pek ¢ok alanina 1s1k tuttu, [5]. Reel kuaterniyonlar

p = po+pii+p2j +p3k, ¢ = qo+ qt + q2j + g3k € H olmak iizere

(P, )m = Pogo + P11 + P2g2 + p3qz € R (1.2)

i¢ carpimu ile birlikte R* uzayia izomorftur. Bu nedenle R* uzayinda yapilan pek
cok calismanin H uzayi icin de gegerli olup olmadig1 aragtirilmistir.
1) = —jt = k,jk = —i = —kj, ki = j = —ik olmak iizere split kuterniyonlar

kiimesi

Hs = {p = po+pii+p2j+psk : po,p1,p2,p3 € R, it=—1,7"=k*= 1} (1.3)



seklinde James Cockle tarafindan 1849 yilinda tanimlandi. p, = 0 iken p split
kuaterniyonu pure split kuaterniyon olarak adlandirilir ve p ile gosterilir. Ayrica
her p € Hg p = po + p seklinde yazilabilir. Reel kuaterniyonlarin aksine
split kuaterniyonlar sifir bolene sahiptir. Split kuaterniyonlar iizerinde tanimli

P =po+pii+p2j +p3k, ¢ = qo+ qit + q2j + g3k € Hg olmak iizere

1,
(0, Q)ug = §(pq + Pq) = pogo + P1g1 — P2q2 — p3qs € R (1.4)

i¢ carpim ile birlikte indefinite dejenere bir i¢ carpim uzayidir. Split
kuaterniyonlarin kiimesi (+,+, —, —) metrigi ile R} uzayima izomorftur. Ayrica
pure split kuaterniyonlarin kiimesi de (4, —, —) metrigi ile R uzayina izomorftur.

Literatiirde baz1 kaynaklarda split kuaterniyonlar iizerinde i¢ carpim

(p,q) = —Pogo — P1q1 + P2q2 + p3gs € R (1.5)

seklinde (—,—,+,+) metrigi ile tammlanmis olup bu tamim ile split
kuaterniyonlarin kiimesinin R uzayia, pure split kuaterniyonlarin kiimesinin
de (—,+,+) metrigi ile R} uzayma izomorf oldugu gosterilmistir, [6-9]. Bu
caligmada, split kuaterniyonlar (4, +, —, —) ve pure split kuaterniyonlar1 (4, —, —)
metrigi ile ele alinacaktir.

RR3 iizerinde vektorel garpim

€1 —€2 —€3
T /\Rg Yy=\|r1r X2 T3 (16)

Yy Y2 Y3

seklinde tanimhidir, [2]. Bu vektorel carpima benzer olarak iki pure split

kuaterniyonun vektorel carpimi

i —j —k
PAHsd = |p1 P2 P3| = (P203—D3¢2)i+ (P13 —p3q1)j + (P2qi —p1g2)k (1.7)
g1 g2 Q3

seklinde tanimlanir.

Split kuaterniyonlar iizerinde tamimli olan i¢ carpimin degeri tanimi geregi
pozitif, negatif veya sifir olabilir. Bu durum ise split kuaterniyonlar1 spacelike,
timelike ve lightlike olarak ii¢ tipte incelememize yol acar. Literatiirde var olan
reel kuaterniyonlar iizerine verilen tanimlar1 split kuaterniyonlar i¢in incelerken
karakteristikleri de hesaba katilmaktadir.



Split kuaterniyonlarin cebirsel 6zellikleri, polar formlari, De Moivre formiilii ve
geometrik uygulamalar ile ilgili literatiirdeki bazi ¢calismalar [6H13] ile verilmistir.
Split kuaterniyon matrisler i¢in [12, [14-16] kaynaklarina bakiniz. Ayni zamanda
split kuaterniyonlarda diziler ve serilerle ilgili genis bilgi [17] kaynaginda yer
almaktadir. Reel kuaterniyonlarda iistel, logaritmik ve trigonometrik fonksiyonlar
icin [|18] kaynagina bakiniz.

Vp € Hg olmak iizere split kuaterniyon degiskenli split kuaterniyon degerli iistel

fonksiyon (—, —, 4, +) metrigi ile

T

=" (1.8)
n=0

olacak sekilde reel kuaterniyonlara benzer olarak [8, (19, 20] kaynaklarinda
tanimlanmugtir. p split kuaterniyonunun (—, —, +, +) metrigi ile karakterizasyonu
g6z Oniinde bulundurularak e? degeri skaler ve vektorel kisimlari ile tekrar ifade
edilmistir.  Detayli bilgi icin [8, |19, 20] kaynaklarina bakinmz. Fakat split
kuaterniyon degerli iistel fonksiyonlarin karakteristikleri incelenmemisgtir. Split
kuaterniyonlarda logaritmik fonksiyonlar cesitli makalelerde kullanilmig olsa da
karakteristikleri ile birlikte incelenmemistir [10, 20]. Split kuaterniyonlarda

trigonometrik fonksiyonlar hakkinda calisma bulunmamaktadir.

1.2 Tezin Amaci

Gerekli arastirmalar sonucunda literatiirde split kuaterniyon degiskenli ve split
kuaterniyon degerli olan iistel ve logaritmik fonksiyonlarin karakteristiklerinin
ve Ozelliklerinin irdelenmedi8i goriilmiistiir. Ayni zamanda split kuaterniyonlar
tizerinde trigonometrik fonksiyonlarin tanimlanmadig1 ve dolayisiyla 6zelliklerinin
incelenmedigi sonucuna varilmistir. Bu tez ile literatiirde var olan boslugu gerekli
tanimlamalar ve tartismalar yaparak doldurmak ve yeni calismalara 1s1ik tutmak

hedeflenmistir.

1.3 Bulgular

Split kuaterniyonlarin karakteristikleri ile toplamlarinin karakteristikleri ele
alinarak i¢ carpimlari incelendi, ¢esitli esitsizlikler ile baglant1 kuruldu. Literatiirde
tanimlanmig olan split kuaterniyonlarda {iistel ve logaritmik fonksiyonlarin
karakteristikleri ve oOzellikleri incelendi. Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin
karakteristikleri dikkate alinarak split kuaterniyonlarin kuvvet fonksiyonlari

reel kuaterniyonlara benzer olarak tamimlandi.  Ustel fonksiyon yardimiyla



split kuaterniyonlarda siniis, kosiniis, sekant, kosent, tanjant ve kotanjant
fonksiyonlar: tarif edildi. Bu fonksiyonlar karakteristiklerine gore acilarak reel ve
vektorel kisimlarina ayrildi. Split kuaterniyonlarda trigonometrik fonksiyonlarin
karakteristikleri incelendi ve reel trigonometrik fonksiyonlarin sagladigi temel

ozelliklerin saglanip saglanmadig1 arastirildi.



2

SPLIT KUATERNIYONLAR

2.1 Split Kuaterniyonlar ve Karakterizasyonlari

Bu boliimde, split kuaterniyonlar kiimesi lizerinde temel islemler ve i¢ carpim
verilmigtir. Sonrasinda karakteristi8i ve ¢arpma igleminin tersi tanimlanarak iki
split kuaterniyonun ¢arpiminin ve split kuaterniyonun ¢arpma islemine gore tersinin
karakteristigi incelenmigstir. Bolme islemi ve norm tanimlart da verilerek p,q ve
p + q split kuaterniyonlarin tiplerine gore bazi esitsizlikler incelenmigtir. Split
kuaterniyonlarda logaritmik fonksiyonun tanimlanmasina zemin hazirlamak igin
polar formlar verilmis olup argiimanlar: ele alinmigtir. Split kuaterniyonlar ile ilgili

daha genis bilgi [[17, 21, 22] kaynaklarinda yer almaktadir.

Tamm 2.1. Vpg, p1, p2, ps € R olmak iizere
t=—-1,52=1,k*=1 (2.1)

ij=—ji=k, jk=—kj=—i, ki=—ik=73, i(jk)=(i))k=1  (2.2)

olacak sekilde p = py + p17 + p2J + psk seklindeki kuaterniyona split kuaterniyon
ad1 verilir ve split kuaterniyonlarin kiimesi Hg ile gosterilir. S(p) = po ve V(p) =
P = pii+ poj + psk olmak tizere p = S(p) + V(p) seklinde yazilabilir ve S(p) reel
sayisina p split kuaterniyonunun skaler kismi, V (p) = p split kuaterniyonuna ise p
split kuaterniyonunun vektorel kismi denir. py = 0 iken p = p split kuaterniyonu
pure split kuaterniyon olarak adlandirilir.
p=po+pii+pj+p3k,q=q+qi+aqjt+agkecHHsvez=2+zi€C
olsun.

o [ki split kuaterniyonun toplami

p+ag=po+q+ pr+q)i+ (p2+q)j+ (p3s+ q3)k (2.3)

seklindedir.



* Split kuaterniyonun eglenigi

P=po—P =Dpo— Pit — p2j — p3k (2.4)
seklinde tanimhdir ve p + ¢ = p + ¢, pq = q D, pp = pp Ozelliklerini saglar.
o Jki split kuaterniyonun ¢arpimi

Pg =PoGo — P1q1 + D2q2 + P33 + (Poq1 + P1go — P23 + P3q2)i
+ (Pog2 — P1Gs + P2qo + P3q1)7 + (Pogs + P1g2 — P21 + P3qo)k

seklinde olup degismeli degildir. Ayrica iki split kuaterniyonun carpimi

pg = S(p)S(q) —(V(p), V(@)rz + S(p)V(g) + S(q)V(p) = V(p) Arz V(q)
(2.5)
seklinde de ifade edilebilir.

* Kompleks sayt ile split kuaterniyonun carpimi

2q = zopo — z1P1 + (20p1 + 2100)1 + (20p2 — 21p3)J + (20p3 + 21p2)k (2.6)

seklinde tanimlidir.

 Split kuaterniyonlar iizerinde

L
(P, Dy = 5(]?(] +qP) = pogo + P1q1 — P2G2 — P3qs (2.7)

seklinde tanimlanan fonksiyon reel degerli indefinite i¢ ¢carpimdir.

* Pure split kuaterniyonlar iizerinde vektorel carpim

i —j —k
PAusd = |p1 D2 P3| = (P2q3—D3q2)i+ (P1g3 —p3q1)j + (P2h —P1¢2)k
qg1 42 Qg3

(2.8)

seklinde tanimlanir.

Split kuaterniyonlarda i¢ carpim fonksiyonu indefinite oldugundan (p,p) > 0,
(p,p) < 0ve (p,p) = 0 olabilir. Split kuaterniyonlarin bu i¢ ¢arpima bagl olarak
karakterizasyonlari literatiirde yer almaktadir, (7, (8, |11} |12, [20].



Tanmm 2.2. Vp = py + p1t + p2j + psk € Hg olmak iizere split kuaterniyonun

karakteristik fonksiyonu
I, = (p,p) = pp = Py + p{ — 1y — P} (2.9)

seklinde taniml1 olup

* I, > 0 veya p = 0 ise p split kuaterniyonu spacelike(sl),
» [, < 01ise p split kuaterniyonu timelike(tl),

* [, = O 1ise p split kuaterniyonu null veya lightlike(ll)
olarak adlandirilir.

Split kuaterniyonlarin karakteristikleri incelendiginde literatiirde var olan ve split
kuaterniyonlarda fonksiyonlari tanimlarken sik¢a kullanilan asagidaki teoremler ve

sonug verilir:

Teorem 2.1. Vp = py + p € Hg olmak iizere p spacelike split kuaterniyonun p

vektorel kismu spacelike, timelike ve lightlike olabilir.

Ispat. ¥p = py + p € Hg olsun. p spacelike ise I, = p + I, > 0 olup
o> —1I, (2.10)

elde edilir. Oyleyse I, > 0, I,, < 0 ve I, = 0 olabilir ve dolayisiyla

* p spacelike,
e p timelike,

* p lightlike

olabilir. [
Sonug 2.1. p spacelike split kuaterniyon iken p lightlike ise py # 0 seklindedir.

Teorem 2.2. Vp = po+p1i+p2j+psk € Hg olmak iizere p timelike split kuaterniyon

ise p vektorel kismi sadece timelike olabilir.



Ispat. Vp = py + p € Hg olsun. p timelike ise I, = pZ + I, < 0 olup
0<ps<—I, (2.11)

oldugundan I, < 0 elde edilir. Yani p timelike split kuaterniyondur. |
Teorem 2.3. Vp = py + p1t + p2j + psk € Hg olmak iizere p lightlike split kuater-
niyon olsun. O halde

1. po # 0 ise p timelike,

2. po = 0 ise p lightlike
split kuaterniyondur.

Ispat. Vp = py + p € Hg olsun. p lightlike iken I, = p2 + I, = 0 oldugundan
0<ps=—1I, (2.12)

elde edilir. O zaman

1. po = O1ise I, = 0 olup p lightlike,

2. po # 01ise I, < 0 olup p timelike
split kuaterniyondur. [

Uyari.  Spacelike, timelike ve lightlike olmak iizere ii¢ tip split kuaterniyon
vardir.  Her split kuaterniyon skaler ve vektorel kisimdan olusur.  Split
kuaterniyonlarin vektorel kisimlart da birer split kuaterniyon oldugundan ii¢ farklh
tipte olmalari miimkiindiir. p = py + p olmak iizere Teorem 2.1, Teorem?2.2]
ve Teorem [2.3] sayesinde p split kuaterniyonunu ile p pure split kuaterniyonunun
karakteristiklerinin birbirinden bagimsiz olmadigim1 gordiik. Vektorel kismu ile
birlikte bir split kuaterniyonu inceledigimizde alt1 tip split kuaterniyonun var oldugu

sonucuna varilir.



Notasyon. p = py+p olmak iizere p split kuaterniyonunun karakteristigini vektorel

kisminin karakteristigi ile birlikte kisaca gostermemiz gerektiginde

p ve p spacelike ise (p, p) = (sl, sl),

p spacelike ve p timelike ise (p, p) = (sl, tl),
p spacelike ve p lightlike ise (p, p) = (sl, 1),
p timelike ve p timelike ise (p, p) = (tl, tl),
p lightlike ve p timelike ise (p, p) = (I, 1),

p lightlike ve p lightlike ise (p, p) = (1, 1l)

seklinde gosterecegiz.

Split kuaterniyonlarin karakteristikleri belirli olmadiginda fonksiyonlar altindaki

goriintiilerini incelemek zorlasir. Ornegin, p spacelike, q timelike ve r lightlike

iken p> = —||p||%> q* = ||q||* ve r* = 0 elde edilir. Bu sebeple fonksiyonlari

ve ozelliklerini ele almamiz icin iki split kuaterniyonun ¢arpinmunin karakteristigini

bilmek gereklidir:

Teorem 2.4. Vp, q € Hg olsun.

1.

2.

3.

p ve q spacelike ise pq spacelike,

p spacelike ve q timelike ise pq timelike,
p spacelike ve q lightlike ise pq lightlike,
p timelike ve q spacelike ise pq timelike,
p ve q timelike ise pq spacelike,

p timelike ve q lightlike ise pq lightlike,
p lightlike ve q spacelike ise pq lightlike,
p lightlike ve q timelike ise pq lightlike,

p ve q lightlike ise pq lightlike

split kuaterniyondur.



Ispat. ¥p, q € Hg olmak iizere

Ig = (pa)(p9) = (pq)(@D) = p(qq)D = pIp = 141, (2.13)

oldugundan

1. I, > 0ve I, > 0iken I,, > 0 olup pq spacelike,

2. I, > 0ve I, < 0iken I,, < 0 olup pq timelike,

3. I, < 0vel, <0iken I,, > 0 olup pq spacelike,

4. I, = 0 veya I, = O iken [, = 0 olup pq lightlike
split kuaterniyondur. I,,, = 1,1, = I,,I, = I, oldugundan tekrar eden durumlar tek
seferde incelenmistir. [

Ornek. 2.1. p = 1 +i+j+kve q = 2+i+k olsun. pq carpiminmin karakteristigini

arastiriniz.

Coziim. [, = 1+1%>—1%2—1% = 0 oldugundan p lightlike ve I, = 2+ 12— 12 = 4

oldugundan ¢ spacelike split kuaterniyondur.

pg=(1+i+j+k)2+i+k)=2+i+k+2i—1—-5+2j—k—i+2k+j+1
=2+ 2i+ 25 + 2k

olup I,, = 2% + 2% — 22 — 22 = 0 elde edilir. Bdylece pq split kuaterniyonunun
lightlike oldugu goriiliir.

Ornek. 2.2. p = 1+i+j+2k ve ¢ = 2+i+k olsun. pq carpimumin karakteristigini

arastiriniz.

Coziim. [, = 1°+1?—12—2? = —3 oldugundan p timelike ve [, = 2>+1?—12 =4

oldugundan ¢ spacelike split kuaterniyondur.
pg=1+i+j+2k)(2+i+k)=3+2i+3j+4k

olup [,,, = 3% + 2% — 3% — 42 = —12 elde edilir. Boylece pq split kuaterniyonunun

timelike oldugu goriiliir.

Tanmim 2.3. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak iizere p split

kuaterniyonunun ¢arpma islemine gore tersi p~* = IE seklinde tanimlhidir.
p

10



Teorem 2.5. p lightlike olmayan sifirdan farkl split kuaterniyon olmak iizere

1. p spacelike iken p~* spacelike,

2. p timelike iken p~* timelike

split kuaterniyondur.

Ispat. 0 # p € Hg ve lightlike olmayan bir split kuaterniyon olmak iizere

— DD pp 1 -1
I=plpl="200 = =—=(I,) (2.14)
g ‘[P Ip (Ip)2 ]p g
olup
1. p spacelike iken p~! spacelike,
2. p timelike iken p~! timelike
split kuaterniyondur. [

Split kuaterniyonlarda ¢arpma islemi degisme ozelligini saglamadigindan split ku-

aterniyonlarda bolme iglemi sagdan ve soldan bolme olarak iki sekilde tarif edilir:

Tamm 2.4. p, g € Hg ve q lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak

tizere split kuaterniyonlarda sagdan bolme

pg == (2.15)

¢ p= v (2.16)
seklinde tanimlidir.

Not. Bu calisma boyunca, soldan bélme islemi kullanilacaktir.

Tanim 2.5. Vp € Hg split kuaterniyonunun normu

12l = /|4l (2.17)

ile tanimlanir.
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Not. Vp € Hg olsun. p = —p oldugundan

* p spacelike iken ||p||? = —p?,

* p timelike iken ||p||* = p?,
* p lightlike iken ||p||? = 0.
Iki split kuaterniyonun ve toplamlarimin karakteristikleri ele alinarak normlarinin
kareleri ile ilgili asagidaki durumlar orijinal olarak elde edilmistir:
Teorem 2.6. Vp = pii+poj+psk,q = qii+qo) +qs3k € Hg olmak iizere asagidaki
ozellikler saglanir:
1. p,qve p + q spacelike iken

* (P, @y, > Oise |[plI* + [lall* < [lp +all*

2
’

* (P, @)y, < Oise|pl>+lal*>p+aq
* (p, )y, = 0ise|p|*+ l|laf|* = [[p + al*.
2. p,qspacelike ve p + q timelike ise (p, Q) < 0 olup

2
’

* lp+4al®>|pl*+lla
* lp+al® <|pl*+llq
* lp+a4al®=pl*+ql?

2
’

olabilir.

3. p,qspacelike ve p + q lightlike ise (p, q)y, < 0 olup
Ipll* + llall* > lp +al* =0 (2.18)

saglanir.

4. p,qtimelike ve p + q spacelike ise (p, q)y_ > 0 olup

2
b

s Ipl*+llal* < llp+4qa
* Ipl>+llall* > lp+a
* Ipll* + llall® = lp + al?

2
’

olabilir.
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5.

10.

P, q ve p + q timelike iken

* (P, @y, > Oise |[plI* + [[al* > [lp +all*,

2
’

* (P, )y, <Oise|pl*+[la* <|p+a

* (p, @)y, = Oise |pl*+ [lall* = [[p + q?
saglanr.

P, q timelike ve p + q lightlike ise (p, q)y > 0 olup

Ipll* + llal* > llp+al* =0
saglanir.

P, q lightlike ve p + q spacelike ise ||p + q|* = 2(p, q>HS olup

Ip+al®>|lpl*+ |la/?> =0

saglanir.

P, q lightlike ve p + q timelike ise (p, q)y_ < 0 olup

Ip+al*>|lpl*+ |la)*=0

saglanir.

P, qve p + q lightlike ise (p, q)y, = 0 olup

Ip+al®>=|p|*+ [lall* =0

saglanr.

p spacelike, q timelike ve p + q spacelike iken

2
’

* (P, @y, > 0ise [[pl* — [lal* < llp+q
S

2
’

* (p,q)y, <O0iselpl>—llall*>lp+q
* (p,q)y, = 0ise|lp|* — llall* = p + al

saglanir.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

p spacelike, q timelike ve p + q timelike iken

* (P, @y, > Oise [|all* = [[pII* > [[p+ al’,

2
’

* (P, )y, <O0isellal* —[Ip|> < [p+a

* (P, )y, = 0ise [|al* — [Ipl|* = [Ip + al]?
saglanr.
p spacelike, q timelike ve p + q lightlike iken

* (P, )y, > 0ise|p|” — [laf* <0 =|p+dql

* (P, Q)y, <Oise|p|*—[lall* >0=[p+ql’

* (P, )y, = 0ise||p|® —[la* =0=p+dql
saglanmr.
p spacelike, q lightlike ve p + q spacelike iken

* (P, @y, > Oise [[plI* + [lall* < [lp +all*

2
bl

* (P, )y, <Oise|pl*+ [la* > lp+a

* (P, )y, = Oise [[p|I* + [lal* = lp + q/*
saglanr.

P spacelike, q lightlike ve p + q timelike iken

2
’

* (P, )y, > 0ise |laf|* — [Ip|> < [[p+a

2
)

* (p,q)y, <0isellql® - [Ipl* > [lp+q
* (p,q)y, = 0ise|lq|* = [pl* = lp +all

saglanir.

p spacelike, q lightlike ve p + q lightlike ise (p, Q) < 0 olup
Ipli*+llall* > 0= |p +dl? (2.23)

saglanir.

p timelike, q lightlike ve p + q spacelike ise (p,q)y_ > 0 olup

lall> = [IplI* < [lp + al? (2.24)

saglanr.
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17. p timelike, q lightlike ve p + q timelike ise (p, q)y, < 0 saglanr.

18. p timelike, q ve p + q lightlike ise (p, q)g, > 0 olup
lall* = l[pl* < lIp +all* (2.25)

saglanir.

Ispat. Yp = p1i + paj + psk,q = qii + 27 + g3k € Hg olmak iizere

Ip+all? =l(pr + @1)* — (P2 + @2)* — (D3 + g3)?|
=[pi + & +2p11 — P53 — 45 — 2pag2 — D5 — G5 — 2psgs]
=|Ip + Iq + 2(p1as — P2g2 — P3gs)|
:’Ip + Iq + 2(p, Q>Hs’

yazilabilir.

1. p,q ve p + q spacelike iken

0<p+dall®=|Ip + Iq+2(p, @), |
=Ip + Iq + 2(p, (I>HS
=[IplI? + llall* + 2(p, @)y,

* (P, )y, > Oise [|Ip||* + [laf* < [[p +al%,
* (P, )y, < Oise[p|*+ [laf* > [[p +al%,
* (p, @)y, = Oise [|p||* + [la]l* = lp + q]?

elde edilir.
2. p, q spacelike ve p + q timelike ise
0<|p+dl®=|Ip + Iq +2(p, A, |

=—1Ip —Iq— 2(p, Q>HS
= —lplIl” = llal* — 2(p, @)y,

olup (p, @), < 0 oldudu goriiliir ve

2
’

e [p+dql*>Ipll>+la

o [lp+al*<|pl*+llal?
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e [lp+al*=pl*+llal”

olabilir.

. P, q spacelike ve p + q lightlike ise

Ip +all® =[Tp + Iq + 2(p. d)y, | = [IIPI* + |al* + 2(p, @)y, | = 0

yazilir. [p|* > 0 ve |[g* > 0 oldugundan (p, q)y, < 0 elde edilir ve

Ipl* +llall* > llp +al* =0 (2.26)
oldugu goriiliir.
. P, q timelike ve p + q spacelike ise
0<lp+all®=|Ip+ Iq+2(p, q)g, |

=l +1q+ 2(p, Q>HS
=—lpll” = llal* + 2(p, @),

oldugundan (p, q) . > 0 olup

2
’

o [pl*+al® <lp+a
o [[plI*+ llal* > [lp +all*

o [pl*+llall* = llp + alf?
olabilir.
. P, q timelike ve p + q timelike ise
0<|p+al®=|lp+Iq+2(p,a)y,]

- ‘[P - Iq - 2<p7 q>HS
=lplI* + llall* - 2(p, @)y,

olup

* (p,d)y, > 0ise [pl|* + lall* > [Ip +all*
* (p, )y, <Oise |pll*+ [lall* < [lp + ql%,
* (p,d)y, = Oise [Ip[* + [lall* = [[p +q®

saglanir.
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6. p, q timelike ve p + q lightlike ise

Ip + al* =|Ip + Ig + 2(p, a)e, | = | = IPI* = llal* + 2(p, @)y, | = 0
ve |[p[%; [la]l* > 0 oldugundan (p, q)g_ > 0 olup
Ipll* + llall* > [lp +all* =0 (2.27)
elde edilir.
7. p, q lightlike ve p + q spacelike ise

0<|p+dll® =]l + Iq+ 2(p, g, |
=Ip+ Iq+ 2(p, Q>HS
=2(p, Q)y,,

elde edilir. ||p[|* = 0 ve ||q||* = 0 oldugundan (p, q)5, > 0 ve
lp +all* > [[pl* + llall® (2.28)

saglanir.

8. p, q lightlike ve p + q timelike ise

0<llp+al*=|lp+ Iq+2(p,q)y,|
=—1Ip, — Iq— 2(p, CI>H5
= - 2<p7 q)Hs

elde edilir. ||p[|> = 0 ve [|q||* = 0 olup (p, q)y, < 0 ve
Ip +all* = [[pl* + [lall® (2.29)

saglanir.

9. p,q ve p + q lightlike ise

0<|p+dall®=|Ip + Iq+2(p, )y, |
=|2(p, q)p,| =0

elde edilir. (p,q)y, = 0 ve |[p +ql* = [|p[1* + [|ql|* saglanir.
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10. p spacelike, q timelike ve p + q spacelike iken

0<|p+dll®=|lp+ Iq+2(p, )y, |
=Ip + Iq+ 2(p, Q>HS
=[lpll* = llall* + 2(p, a)g,

olup

2
s

* (p,d)y, > Oise |Ipl> — llall* < [p+4q
* (p,d)y, < Oise|pl*— [lal* > [lp +al%,
* (P, @)y, = Oise [|Ip||* = [[al* = [lp +q?

saglanir.
11. p spacelike, q timelike ve p + q timelike iken
0<llp+al®=|lh+ Iqg+2(p, Q)|

=—1Ip — Iy — 2(p, (1>HS
=—pl” + llall* — 2(p, @),

olup

* (P, @)y, > Oise [|lal|* — [Ip]* > [lp +al/*
* (p, )y, <Oise |lqll* = [Ipl* < llp +ql%,
* (p,q)y, = 0ise ||lq|l* — [Ipll* = p +al

saglanir.
12. p spacelike, q timelike ve p + q lightlike iken

Ip +all® =[Ip + Iq + 2(p, A, |
=[lIpll* = lall* + 2(p, @)y | = 0

olup

* (p,d)y, > Oise |p||> — [lal* < 0= [p +al?

2
s

* (P, @y, <Oise [pl* —[lal* >0=p+q
S

* (P, @)y, = Oise [plI* — [lall* =0 =p+qlf

bulunur.
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13. p spacelike, q lightlike ve p + q spacelike ise

Ip +all® =|Ip + I + 2(p, Q)|
=Ip+Iq+ 2(p, Q>HS
=[IplI* + 2(p, @)y,

olup

2
s

* (p,d)y, > Oise||p|® + [laf* <[p+q
* (P, )y, <Oise||pl*+ [l > [Ip +al/*,

* (p,q)y, = Oise [Ip[* + [lall* = [[p +q*
elde edilir.
14. p spacelike, q lightlike ve p + q timelike ise
Ip +all® =[Ip + Iq + 2(p, @)y, |

=—Ip—1Iq— 2(p, Q>Hs
= —|Ip[l* + 2(p, @),

olup

* (P, @)y, > Oise [|laf|* — [Ip]* < [lp +al*
* (p, )y, <Oise |lqll* = [Ipl*> > llp +ql%,
* (p,q)y, = 0ise ||lq|l* — [Ipll* = p +

saglanir.

15. p spacelike, q lightlike ve p + q lightlike ise

Ip +all® =|Ip + Iq + 2(p, a)yr | = |IIPII” + 2(p, Q)| = 0

oldugundan (p, q)y < 0 olup

Ipll>+ [lal* > 0= |p+ql (2.30)

elde edilir.
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16. p timelike, q lightlike ve p + q spacelike ise

Ip +all® =|Ip + I + 2(p, Q)|
=Ip+Iq+ 2(p, Q>HS
= — [IplI* + 2(p, A,

oldugundan (p, g}y, > 0 olup

lall> = [IplI* < [lp + al? (2.31)

saglanir.

Ornek. 23. p =3i+j,q = j+ kver = i+ j olsun. Teoren ile verilen

ifadenin saglandigin gosteriniz.

Coziim. [, = 9 — 1 = 8 olup p spacelike, [, = —1 — 1 = —2 olup ¢ timelike ve
I, =1 —1 = 0 olup r lightlike olarak elde edilir.

*p+q=3i+2j+kvel,,,=3>—2>—1% =4 olup p + g spacelike
ve (p,q)us = —1 < 0 oldugundan ||p||*—||q]|* > ||p + q||* olmas1 beklenir.
Gergekten, 8 — 2 = 6 > 4 oldugu goriiliir.

*q+r=1i+2j+kvelgy =1?—2"—1%= —4olup q + r timelike olup
(q,r)ge = —1 < 0 saglanr.

e p+r=4i+2jvel,,, =4>—2? =12o0lup p + r spacelike ve
(p,r)mg = 2 > 0 oldugundan ||p|* + [|r]|* < ||p + r||* olmasi beklenir.
Gergekten, 8 4+ 0 < 12 oldugu goriiliir.

2.2 Split Kuaterniyonlarin Polar Formu ve Argiimam

Literatiirde split kuaterniyonlarin polar formu (—, —, 4, +) metrigi ile verilmistir,
[6-8, (11} [13]. Split kuaterniyonlarin karakterizasyonu metriklerle iligkili olarak
adlandirildigindan literatiirde var olan ¢aligmalar kullanilirken bu durum g6z 6niine

alimustir.
Teorem 2.7. Vp = py + p € Hg olsun. p ve p spacelike ise
p = [|pl/(cos a + sgn(p) sin @) (2.32)
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seklinde yazihr: Burada sgn(p) = o = PUARIIPSE o5 = o ve
\V P1—P32—P3

VAT o lindedin, [6-8) 11 13].

sino =
llpll

Ornek. 2.4. p = 3 + 2i + j — k split kuaterniyonunu kutupsal formda yaziniz.

Coziim. 7, = 3 + 2% — 12 — 12 = 11 olup p spacelike ve [, = 22 — 12 — 12 = 2

olup p spacelike split kuaterniyondur.

3 V2

COSxy = —— Ve sinqy = —— 2.33
V11 V11 ( )

olup a = cos™! \/iﬁ elde edilir. Boylece

2i 45—k .
=11 (COS o+ ———=——sin a) (2.34)
P V2
seklinde yazilir.

Tanmm 2.6. @« = cos ' 2 olsun. n € N olmak iizere kosiniis ve siniis

Il
fonksiyonlarinin periyodu 27n oldugundan p spacelike iken p spacelike split

kuaterniyonunun argiimani
arg(p) . ={a+2mn : 0 <a<m,neN} (2.35)

seklinde tanimlanir. p split kuaterniyonunun argiimani ¢ok degerli bir fonksiyondur.
Burada n = 0 ic¢in tek bir deger elde edilir. Bu deger esas argiiman olarak

adlandirilir ve Arg(p) = « ile gosterilir.

Teorem 2.8. Vp = py + p € Hg olsun. p spacelike ve p timelike ise

p = [[pl|(cosh 3 + sgn(p) sinh 3) (2.36)
seklinde yazilin  Burada sgn(p) = ﬁ = m—%, coshf = % ve

sinh § = VPSS o oprindedir | (648 |11, |13].

[
Tanmm 2.7. 8 = cosh™! % olsun. n € N ve ¢ € C olmak iizere kosiniis ve
siniis fonksiyonlarinin periyodu 27ni oldugundan p timelike iken p spacelike split

kuaterniyonunun argiimani
arg(p) :=={f+2mni : 0 < <mmneN} (2.37)

seklinde tanimlanir. p split kuaterniyonunun argiimani ¢ok degerli bir fonksiyondur.
Burada n = 0 icin tek bir deger elde edilir. Bu deger esas argiiman olarak

adlandirilir ve Arg(p) = (3 ile gosterilir.
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Teorem 2.9. Vp = py + p € Hg olsun. p spacelike ve p lightlike ise ”%‘ birim
spacelike ve ||p|| = ||po]| olup

p= Iyl (1 n L) — Il (1 n L) (238)
Ipll llpoll

seklindedir , [|6-8, |11} |13].

Teorem 2.10. Vp = py + p € Hg olsun. p ve p timelike ise

p = ||p||(sinh v + sgn(p) cosh ) (2.39)
: _ P __  _piitpaj+psk : __  Dpo
seklinde yazili.  Burada sgn(p) = It sinhy = # ve
coshy = V2B colindedir , (618, 11, 13].
1 llel

Tanmm 2.8. v = sinh™ olsun. n € N ve ¢ € C olmak iizere kosiniis ve

(2]
siniis fonksiyonlarinin periyodu 27ns oldugundan p timelike split kuaterniyonunun

argiiman
arg(p) :=={y+2mni : 0 <~ <mneN} (2.40)

seklinde tanimlanir. p split kuaterniyonunun argiimani ¢ok degerli bir fonksiyondur.
Burada n = 0 i¢in tek bir deger elde edilir. Bu deger esas argiiman olarak

adlandirilir ve Arg(p) = v ile gosterilir.

Teorem 2.11. Vp = py + p € Hg ve n € N olmak iizere
1. pve p spacelike ise

p" = ||p||" (cos na + sgn(p) sin na), (2.41)

2. p spacelike ve p timelike ise

p" = ||p||"(coshnp + sgn(p) sinhnp), (2.42)
3. p spacelike ve p lightlike ise

n n np
7 = Ipol (1+—), (2.43)
ool

4. pve p timelike ise k € N olmak tizere

"(sinhnvy + sgn(p) coshny), n=2k+1
= Il ( 7 + sgn(p) 7) (2.44)

|lp||™*(coshny + sgn(p) sinhny), n =2k
seklindedir, [6, 11]].
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3

SPLIT KUATERNIYONLARDA USTEL VE
LOGARITMIK FONKSIiYONLAR

3.1 Split Kuaterniyonlarda Ustel Fonksiyon

Literatirde (—,—,+,+) metrigi ile ele alman split kuaterniyonlarda iistel
fonksiyon pure split kuaterniyonlar i¢cin tanimlanmis olup split kuaterniyonlara
genigletilmistir, [19, 20]. Bu bdliimde split kuaterniyonlarda iistel fonksiyon
(+,+,—,—) ve pure split kuaterniyon (+,—, —) metrigi ile ele alinarak ifade

edilmistir.

Tanmmm 3.1. Vp € Hg olmak iizere split kuaterniyon degiskenli split kuaterniyon

degerli iistel fonksiyon
N
e =Y ~ (3.1)
n=0
seklinde tanimlidir, [[19, 20].
Teorem 3.1. Vp, ¢ € Hg olsun. pq = qp iken ePe? = eP*9 saglamr.

Ispat. Vp, q € Hg olmak iizere pg = ¢p iken binom acilimi yapilabilir, [23].

6p—l—q — Z (p + Q)n

—~ n!

o 1 n -
B =1 ~ n! & ek
_;E i — k)"
% (2 he5)

x  _k > m
:;p_‘ 2%) — ePell



Sonuc 3.1. Vp, q € Hg olsun. pqg = qp iken

ePel — ePTd — P — 4o
oldugundan ePe! = ele? saglanr.

PoP = PPo oldugundan literatiirde iistel fonksiyonlart ifade ederken kullanilan egit-

lik asagidaki sonug ile verilebilir:
Sonug 3.2. Vp = py + p € Hg olmak iizere asagidaki esitlik gecerlidir:

el = PP, (3.2)
Literatiirde p split kuaterniyonunun (—, —, +, +) metrigi ile karakterizasyonu ele
alinarak e? degeri skaler ve vektorel kisimlar ile ifade edilmistir, [[19, [20]. Benzer

sekilde, p split kuaterniyonunun (+,+, —, —) metrigi ile karakterizasyonu ele

alindiginda agsagidaki teorem gecerlidir:
Teorem 3.2. Vp = py + p € Hg ve sgn(p) = ﬁ olsun.
1. p spacelike ve p spacelike split kuaterniyon olmak iizere

e” = e (cos |[p|| + sgn(p) sin [[p])), (3.3)

2. p spacelike ve p timelike split kuaterniyon olmak iizere

e = e (cosh ||pl| + sgn(p) sinh ||pl]), (3.4)
3. p spacelike ve p lightlike split kuaterniyon olmak iizere
e’ = e’ (1 + p), (3.5)
4. p timelike ve p timelike split kuaterniyon olmak iizere
e? = e (cosh ||p|| + sgn(p) sinh ||p||), (3.6)

5. p lightlike ve p timelike split kuaterniyon olmak iizere

e’ = " (cosh [|p| + sgn(p) sinh [|p|]), (3.7)
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6. p lightlike ve p lightlike split kuaterniyon olmak iizere

e?=1+p (3.8)
seklindedir.

Ispat. ¢ =  ¢ePeP seklinde yazilabildiginden p split kuaterniyonunun
karakteristigine bagl olarak eP seri agciliminm inceleyerek e? split kuaterniyonunu

ifade edebiliriz:

1. p spacelike split kuaterniyon olsun. p = —p oldugundan

p°’=pp=-pp=—1, (3.9)

yazilabilir. Diger taraftan ||p|| = /|| olup p spacelike oldugundan
Ipl|* = [Ip| = I, yazlabilir. Aynica p* = —||p||*, p* = —|p|°p.

p' = [lp[* ... olup

2 3 4

= p" p?2 p® p
Dl pd
;n P T Ty

A el lel*p = Ipl*
=1+p— 51 — 3l -+ 1 + ...

. plP Ip|?

2 3
p p p
:1_M+...+?(Hpn—u+...>

3!
|!p|!2”+1

Z (2n +1)!

n=0 n=0

=cos|pll + 17— Tol P sin||p|
= cos||p|| + sgn(p) sin ||p||
elde edilir.
2. p timelike split kuaterniyon olsun. p = —p oldugundan
p’=pp=-pp=—1Ip (3.10)

yazilabilir. Diger taraftan ||p|| = /|| olup p timelike oldugundan
Ip|I* = [Ip| = —Ip yazlabilir. Ayrica p* = |[p||*, p” = ||p[I*p.
p' =|p||% ... olup
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n 2 3 4

p_N\ P _ > p' p
e_nzzo”- Lp+ g+t
_ Iel* | lel*p | Ipl*
=l+p+ 51 + 3l + 1 +...
. Iell? Ip|?
=L+ (L
Ip|? ( Ipl?
=1+ + .. Ip ||+—+
2! || |
Z HPHQ" Z |p|**!
HpH (2n+1)!
= cosh ||p|| + — sinh [|p||

— cosh [[p]| + sgn(p) sinth |p)

elde edilir.

3. p lightlike split kuaterniyon olsun. p = —pvep? =pp = —pp = —I, =0

oldugundan

2 3 4

p" p p p
=y = =1 22 =1
:On +p+2|+3'+4‘—|— TP

elde edilir, 19, 20].

Simdi, eP fonksiyonu icin asagidaki orijinal teoremi verelim:

Teorem 3.3. Vp = py + p € Hg ve n € Z — {0} olsun.

1. pve p spacelike ise e? spacelike ve ||p|| = nm iken V (eP) lightlike,
iken V (eP) spacelike,

2. p spacelike ve p timelike ise eP spacelike ve V (eP) timelike,
3. p spacelike ve p lightlike ise e’ spacelike ve V (eP) lightlike,
4. p timelike ve p timelike ise e? spacelike ve V (e) timelike,
5. p lightlike ve p timelike ise e¢” spacelike ve V (eP) timelike,
6. p lightlike ve p lightlike ise e? spacelike ve V (eP) lightlike.
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Ispat. ¥'p = py + p € Hg olsun.

1. p spacelike ve p spacelike split kuaterniyon olsun.

e’ = " (cos ||p[| + sgn(p) sin ||p||) (3.11)

ve p? = —||p||? olup (sgn(p))” = —1 oldugundan

Ir = [ (cos ||p]| + sgn(p) sin ||p])] [e”(cos ||p]| — sgn(p) sin ||p]])]

=e" |cos® [[p|| — sin’ |||

Ip?|

=e* [cos® ||p|| + sin® |[pl]]

—e?0 > ()
elde edilir. Boylece e? spacelike split kuaterniyondur.

Iy (ery = [7 sgn(p) sin || p||] [—€?° sgn(p) sin || p|]
2

__ 2 P ‘2 ”
=—e sin” || p||
el

=e* sin” ||p|| > 0

olup n € Z — {0} olmak iizere ||p|| = nr iken V' (eP) lightlike, ||p| # nw

iken V' (eP) spacelike split kuaterniyondur.

2. p spacelike ve p timelike split kuaterniyon olsun.
¢ = e (cosh [|p|| + sgn(p) sinh ||p|) (3.12)
ve p? = ||p||? olup (sgn(p))* = 1 oldugundan

I.» =e*"(cosh ||p| + sgn(p) sinh ||p||)(cosh ||p|| — sgn(p) sinh ||p]|)
=e’™ [cosh? ||p|| — sinh? ||p||]

=’ > ()
elde edilir. Boylece e? spacelike split kuaterniyondur.

Iy (ery = [€7 sgn(p) sinh ||p||] [—€? sgn(p) sinh || p|]

2
_ 20 P )
—— e P |p|
|p?||

yazilabilir. sinh® ||p|| = 1cosh2|p| — 3 = 0 olmas: igin gerek ve

27



yeter sart cosh2||p|| = 1 olmasi, yani ||p|| = 0 olmasidir. p timelike
oldugundan ||p|| # 0 olup sinh®||p|| # 0 ve pozitif olup V(e?) timelike

split kuaterniyondur.

3. p spacelike ve p lightlike split kuaterniyon olmak iizere
e’ =e”(1+p) (3.13)
ve p? = 0 olup

I =e*(1+p)(1 —p)
=" (1 — p’)

=e?0 > ()
elde edilir. Boylece e” spacelike split kuaterniyondur.

Iy (ery = [e7°P] [—€p]

— i €2p0p2

=0
olup V (eP) lightlike split kuaterniyondur.
4. p timelike ve p timelike split kuaterniyon olmak iizere
e? = e (cosh [|p|| + sgn(p) sinh [|p|) (3.14)
ve p? = ||p||? olup (sgn(p))* = 1 oldugundan

Ir =e**(cosh ||p|| + sgn(p) sinh [[p[|)(cosh [[p]| — sgn(p) sinh [|p]|)
=e*" [cosh” ||p|| — sinh” [|p||]

=e?0 > ()
elde edilir. Boylece e? spacelike split kuaterniyondur.

Iy (ery = [ sgn(p) sinh ||p||] [—€ sgn(p) sinh ||p||]

2
=— e L sinh? [|p|

P2

olup V' (eP) timelike split kuaterniyondur.
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5. plightlike ve p timelike split kuaterniyon olmak iizere
e = eP(cosh ||p|| + sgn(p) sinh ||p||) (3.15)
ve p®> = ||p||? olup (sgn(p))* = 1 oldugundan

I.» =e*"(cosh ||p| + sgn(p) sinh ||p||)(cosh || p|| — sgn(p) sinh ||p]|)
=€’ [cosh? ||p|| — sinh® ||p|[]

=20 > ()
elde edilir. Boylece e? spacelike split kuaterniyondur.

Ly (ery = [¢" sgn(p) sinh [|pl[] [-¢™ sgn(p) sinh ||p||]

2
J— on p o 2
—— e P sin? | p]
Ip?|

olup V (e?) timelike split kuaterniyondur.

6. p lightlike ve p lightlike split kuaterniyon olmak tizere
e?=1+p (3.16)
ve p? = 0 olup

I» =(1+p)(1 —p)
=1

elde edilir. Boylece e? spacelike split kuaterniyondur.
Iy =p(=p) =p° =0

olup V' (eP) lightlike split kuaterniyondur.
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Simdi, tistel fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesi ile ilgili asagidaki sonug¢ ver-
ilebilir:

Sonug 3.3. Split kuaterniyonlarda iistel fonksiyonun tanim kiimesi
D(exp) = Hg (3.17)
ve goriintii kiimesi
R(exp) ={¢=qo+q : I,> 0} (3.18)
seklindedir.

Ornek. 3.1. p = 2+ i+ j + k olsun. I, = 2> + 12 — 12 — 12 = 3 olup p spacelike
ve

I, = 1> =12 — 12 = —1 olup p timelike split kuaterniyondur. ~Ayrica
Ipll = VIl = /| — 1] = 1 elde edilir. O zaman

eP = ez(cosh 1+ (i4+j+k)sinh1) ~ 11,36 4 8,63i + 8,635 + 8,63k
elde edilir.

I» =~ (11,36 + 8,630 + 8,635 + 8,63k) (11,36 — 8,63i — 8,635 — 8, 63k)
~(11,36)* + (8,63)? — (8,63)* — (8,63)*
~54,57 > 0

olup buradan €? split kuaterniyonunun spacelike

Iy(ery = (8,630 + 8,635 + 8,63k) (—8,63i — 8,635 — 8,63k)
(8,63)* — (8,63)* — (8,63)*
A~ — 74,47 <0

Q

olup V (eP) split kuaterniyonunun timelike oldugu goriiliir.

Ornek. 3.2. I; = i(—i) = —i> = —(—1) = 1 olup i spacelike split kuateriyondur.
Ayrica |i| = 1 oldugudan
e =cosl+isinl (3.19)

vazilabilir.

Literatiirde var olan split kuaterniyonlarda iistel fonksiyonun ozellikleri reel ku-
aterniyonlardaki iistel fonksiyon ozelliklerine paralel olarak asagidaki teoremde

derlenmistir ve ispat edilmigtir, [19,|20]:
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Teorem 3.4. Vp = pg + P, q = qo + q € Hg olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur:

2. P # Omg,
3. e Pel = 1y,

4. ||e?|| = ero.

Ispat. 1. V¥p = py + p € Hg olsun.

(a) p ve p spacelike olsun.

eP = eP(cos ||p|| — sgn(p) sin ||p||) (3.20)
ve
=T = = ol =l ()] P
& .
=e" (cos [|p|| + = pl sin ||p||) = e (cos ||p|| — ol P sin||p|l)

=el (cos ||p|| — sgn(p) sin ||p||)

olup eP = €P elde edilir.

(b) p spacelike ve p timelike olsun.

& = e (cosh ||p|| — sgu(p) sin p]) (3.21)

ve

o =d7TE = P = el an(p) s~ )

=€ (cosh [|p]| + = “ sinh [[p|[) = e”(cosh [[p|| — || T Ipl)
=e™ (cosh [|p| — sgn(p) sinh |[p|[)
olup eP = €P elde edilir.
(c) p spacelike ve p lightlike olsun.
eP =e”(1—p) (3.22)
ve
e’ =e”(1+ (—p)) =e™(1—p) (3.23)
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olup eP = € elde edilir.

(d) p timelike ve p timelike olsun.

@ = ¢ (cosh ||p|| — sgn(p) sinh [[p])) (3.24)
ve
eP =ePtP = PP = ¢P0(cosh || — p|| + sgn(—p) sinh || — p||)

=e coshp]] + ; j‘;H sinh ||p|) = e (cosh ||| — ﬁsinh Ipl)

=el (cosh ||p|| — sgn(p) sinh ||p||)

olup eP = €P elde edilir.

(e) p lightlike ve p timelike olsun.
P = e (cosh ||p|| — sgn(p) sinh ||p|[) (3.25)
ve

eP =ePP = PP = ¢ (cosh || — p|| + sgn(—p) sinh || - pl|)

P . P .
=€ (cosh [|p| + 7—— sinh [|p|[) = e”(cosh [|p|| — — sinh [|p|})

I = pll Ipll
=e™ (cosh [|p| — sgn(p) sinh |[p|[)
olup eP = €P elde edilir.
(f) p ve p lightlike olsun.
e’ =1-—p (3.26)
ve
e"=1+(-p)=1—-p (3.27)
olup eP = €P elde edilir.
2. p=po+ p € Hg olsun.
(a) p spacelike ve p spacelike olsun. p # 0 ve p # 0 iken
¢ = e (cos ||p| + sgn(p) sin [[p||) = O (3.28)
iken iki split kuaterniyonun esitligi geregi
cos||p|| =0 (3.29)
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ve
sgn(p) sin [|p|| =0 (3.30)

elde edilir. sgn(p) = H_gl\ # Opg oldugundan
sin||p|| =0 (3.31)

olmalidir. Fakat (3.29)) ve[3.3T]esitliklerinin ortak ¢6ziimii olmadigindan
el # Oy, elde edilir. p = 0 ise e? = ¢” = 1 # 0 elde edilir. p = p, ise
eP = ePo £ () elde edilir.

(b) p spacelike ve p timelike olsun. cosh ||p|| # 0 oldugundan

e = e (cosh [|p|| + sgn(p) sinh [p]) # 0y, (3.32)

elde edilir.

(c) p spacelike ve p lightlike iken e # () oldugundan
e’ = e (1 + p) # Ong (3.33)

elde edilir.

(d) ptimelike ve p timelike ise cosh ||p|| # 0 oldugundan

e = e (cosh ||p|| + sgn(p) sinh [p]) # 0y, (3.34)

elde edilir.

(e) p lightlike ve p timelike ise cosh ||p|| # 0 oldugundan

e = ™ (cosh [p]| + sgn(p)sinh [p]) # 0wy (335

elde edilir.

(f) plightlike ve p lightlike ise

e’ =1+ p # Ong (3.36)
elde edilir.
3. Vp =po + p € Hg icin
e PP — g POTPPOTP — PO =P oP0P — o~P0HP0 PP _ | (3.37)

elde edilir.
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4. p=po+ p € Hg olsun. ||e?|| = ||ePeP|| = |eP|||eP|| yazilabilir.

(a) p spacelike ise (sgn(p))? = —1 oldugundan

lePll = \/!COS2 Ipll — (sgn(p))?sin’[|p]|| = 1, (3.38)

(b) p timelike ise (sgn(p))? = 1 oldugundan

le” ]l = \/lcosh2 Ipll — (sgn(p))?sinh® [[p]|| = 1, (3.39)

(c) p lightlike ise p? = 0 oldugundan ||eP|| = /|1 — p?| =1

elde edilir. Boylece ||e?|| = eP° saglanir. Diger split kuaterniyon tiirleri i¢in

de ispat benzer sekilde yapilabilir.
[

Ornek.33. p=2+i—j+k g=1+i+2j+kver =2+1i+2j+kolsun.

1. eP = eP,
2. € 7é OHS’

3. e e = 1y
oldugunu gosterelim.

Cozim. [, =2°+12—-12—-1>=3>0vel, =1°—1—1> = —1olup p
spacelike ve p timelike split kuaterniyondur.

[,=12+12-22—-12 = —3ve [, = 1> — 22 — 12 = —4 olup ¢ ve q timelike split
kuaterniyondur.

I, =22412-22-12 =0ve I, = 12— 2% — 12 = —4 olup r lightlike ve r timelike

split kuaterniyondur.

1. e =e2(cosh1+ (i —j + k)sinh 1) = €? (cosh1 — (i — j + k) sinh 1)

ve

eP = e (coshl 4+ (—i+ j — k)sinh 1)

2
olup eP = €P oldugu goriiliir.

2. " = ¢? <cosh 2 - w sinh 2> olup sifirdan farklidir.
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3.el=c¢ (cosh2 + w sinh 2)

ve

e l=¢! <cosh2 - w sinh 2>

olup

I+ 25+ k I+ 25+ k
ele™ =e (cosh 2+ w sinh 2> et <cosh2 — w sinh 2)
|+ 25 + k)?
cosh?2 — E2HRY o osh?2 — sinh?2 — 1

elde edilir.

e? bir split kuaterniyon oldugundan q = eP split kuaterniyonunu polar formda

yazarak argiimanini asagidaki sonug ile verilebilir:

Sonu¢ 3.4. p = py + p € Hg olsun.

1. p spacelike ve p spacelike split kuaterniyon ise arg(eP) =

2. p spacelike ve p timelike split kuaterniyon ise Arg(eP) =

3. p timelike ve p timelike split kuaterniyon ise Arg(eP) =

4. p lightlike ve p timelike split kuaterniyon ise Arg(e?) = ||p|.
Ispat. p = py + p olsun.

1. p spacelike ve p spacelike split kuaterniyon olsun. n € N olmak {izere
|lp|| # 7n iken e? ve V' (eP) spacelike olup 0 < o < 7 iken

el = el (cosHpH +— Tol sm||p||) = |lq/| (cosa+ Hsma> (3.40)

yazilabilir. ||¢|| = ||e?|| = \ep(’] ve sin @ > 0 oldugundan
a _ V(e €0 sin [Pl g Io
ol = V(e = TerosmTol byl — Toll O1UP
cos ||p|| + — sin||p|| = cos @ + — sin« (3.41)

iken iki split kuaterniyonun esitiginden

cos ||p|| = cosa (3.42)
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veE

sin ||p|| = sin« (3.43)

elde edilir. Buradan ||p|| = « + 27n olacak sekilde n € N vardir. Boylece
arg(e?) = ||p|| elde edilir.

2. p spacelike ve p timelike split kuaterniyon olsun. e? spacelike ve V' (eP)
timelike olup 0 < 8 < 7 iken

el = el <cosh lpll + +— || || sinh Hp||> = |lq|| (coshﬁ + — Tall Smhﬁ)

3.
yazilabilir. ||¢|| = [|e?| = |e?| ve A € RT iken sinh A > 0 oldugundan
q _ V(e _ osmhlplpp o p
Tl = Ten] — Terosih TolgeyT — Tl OUP

cosh ||p|| + +— || || sinh ||p|| = cosh f + — || || sinh 3 (3.45)
yazilir. Iki split kuaterniyonun esitiginden
cosh ||p|| = cosh (3.46)
ve
sinh ||p|| = sinh 8 (3.47)

elde edilir. Buradan ||p|| + 27ni = [ yazilir. Boylece ¢ = eP split

kuaterniyonun argiimani 5 = ||p|| elde edilir.

3. p timelike ve p timelike split kuaterniyon olsun. eP spacelike ve V(eP)
timelike olup 0 < 8 < 7 iken

P .
er = e (cos pl + i 1) = ] (cosh 5 +

”%:IIH sinh ﬁ)
(3.

yazilabilir. ||¢|| = ||e?|| = |e”°] ve A € R* iken sinh A > 0 oldugundan
q V(e?) €0 sinh [Pl 7oy

q_ olu
ol = V(e = Terosmn ol oy — TioT 0P

cosh ||p|| + sinh ||p|| = cosh 5 + sinh 3 (3.49)

P P
Ip|l Ip|l

yazilir. Iki split kuaterniyonun esitiginden

cosh ||p|| = cosh (3.50)
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veE

sinh ||p|| = sinh (3.51)

elde edilir. Buradan ||p|| + 27ni = [ yazilir. Boylece ¢ = e split

kuaterniyonun esas argiimani 5 = ||p|| elde edilir.

4. p lightlike ve p timelike split kuaterniyon olsun. e? spacelike ve V' (e?)
timelike olup 0 < 8 < m iken

¢P = ¢ (sinh Il + 2 sinh ||pH) = lqll <coshﬁ + L sinhﬁ)

Ipll lall
yazilabilir. ||¢|| = [|e?| = |e?*| ve A € RT iken sinh A > 0 oldugundan
q _ V() _ eOsmbplFr 5
Tl = TV(eT = Terosmn Tl — Tol O1UP
P 3 P .
cosh ||p|| + —— sinh ||p|| = cosh 8 + — sinh (3.53)
Ipll Ipll
yazilir. Iki split kuaterniyonun esitiginden
cosh ||p|| = cosh (3.54)
ve
sinh ||p|| = sinh 8 (3.55)

elde edilir. Buradan ||p|| + 27ni = [ yazilir. Boylece ¢ = eP split

kuaterniyonun esas argiimani 5 = ||p|| elde edilir.

[
Sonug 3.5. Vp € Hg ve n € ZT U {0} olmak iizere
(en)" = e (3.56)
saglanir.
Ispat. ¥p € Hg icin
()" = (M) (eP)" = P (¢P)" (3.57)
olup
(eP)" = P (3.58)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. eP aymi zamanda bir split kuaterniyon

oldugundan polar formda yazilabilir.
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1. e? ve V(eP) spacelike olsun.

e = e (cos ||| + —— sin [|p||)

Ipll

olup ||e?|| = |e”| ve Sonug [3.4] kullanilirsa arg(e?) = ||p|| oldugu goriiliir.

Teorem 2.11lile verilen De Moivre formiilii kullanilirsa

(@) = e (coslp]| + 12 sin ) = 7

elde edilir.

Diger split kuaterniyon tiirleri icin de ispat benzer sekilde yapilabilir.

|
Sonug 3.6. p = py + p € Hg olsun.
1. p spacelike ve p timelike iken e > elPl
2. pve p timelike iken e/l < ellPl
3. plightlike ve p timelike iken elPol = elPl
saglanir.
Ispat. p=py+ p € Hg olsun.
1. p spacelike ve p timelike iken
I,=pi+1,>0 (3.59)
oldugundan
o> —Ip = |pl’ (3.60)
yazilir ve buradan
[pol > [|pll (3.61)
elde edilir. Reel iistel fonksiyon artan oldugundan
elpol < ollpll (3.62)

elde edilir.
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2. p ve p timelike iken

L=p5+1I, <0 (3.63)
oldugundan
Py < —Ip = [p[’ (3.64)
yazilir ve buradan
[pol < [Ipl| (3.65)

elde edilir. Reel iistel fonksiyon artan oldugundan

elrol — ollPll (3.66)
elde edilir.
3. p lightlike ve p timelike iken
L=p3+1,=0 (3.67)
oldugundan
o =—Ip = Ipl’® (3.68)
yazilir ve buradan
pol = [Ipl| (3.69)
ve
elpol — ollpll (3.70)
elde edilir.
|

Uyari. p lightlike iken argiiman standart bir sekilde tanimlanamadigindan e”
spacelike ve V(eP) lightlike durumunu saglayan p split kuaterniyonlart icin

Arg(eP) incelenememistir.

Sonug [3.6| sayesinde asagidaki sonucu verilebilir:

Sonuc¢ 3.7. p = pg + p € Hg, p spacelike ve p timelike olsun. py > 0 ise
ero > elPl (3.71)

saglanr.
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Ispat. p=py+p € Hg ve (p,p) = (sl,tl) olsun. Sonugsayesinde elrol > ellPl

oldugunu biliyoruz. O zaman

s po > 0iken el = ero > elPll olup py > 0 iken her (p,p) = (sl,tl) igin

ero > ellPll saglanir.

e po < 0iken elPol = e7Po > llPll olup eP0 < e~ lIPl < ellPll elde edilir. Bu ise
(p,p) = (s, tl) split kuaterniyonu igin py < 0 iken e? > ellPll esitsizliginin

saglanmadigini kanitlar.

Sonu¢ 3.8. p = py + p € Hg ve (p,p) = (I, tl) olsun. py > 0 ise
ePo — ollPll (3.72)

saglanir.

Ispat. p=1py+p € Hg ve (p,p) = (I, t]) olsun. Sonugsayesinde elrol = elPl

oldugunu biliyoruz. O zaman

s po > 0iken el = ePo = ¢lPll olup py > 0 iken her (p,p) = (sl,t) igin

ePo = ellPl saglanir.

* po < 0iken elPol = 7P = ¢llPll olup ero = e~lIPl £ clPll elde edilir. Bu
ise (p, p) = (s, tl) split kuaterniyonu icin py < 0 iken e? # ellPl oldugunu

kanitlar.

3.2 Split Kuaterniyonlarda Logaritmik Fonksiyon

Bu alt boliimde split kuaterniyonlarda literatiirde bahsi gegcen logaritmik fonksiyon
reel kuaterniyonlara benzer olarak tanimlandi, [10, 20]. Literatiire ek olarak

logaritmik fonksiyonlarin karakteristikleri ve ozellikleri tartigilmigtir.
Tanim 3.2. Vp = pg + p € Hg olsun. p lightlike olmayan sifirdan farkli split

kuaterniyonlar olmak tizere split kuaterniyonlarda logaritmik fonksiyon

In ||p|| + : 0
by n ||pl| +sgu(p) arg(p), |[|pll # (3.73)

In [po, Ipll =0
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seklinde tanimhidir. Ayrica p split kuaterniyonun karakterizasyonu ile logaritmik

fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Vp € Hg ve n € N olsun.

1. p spacelike iken

o p spacelike ise sgn(p) = ZEL2EE ye o = cos ™! (ﬁ) olmak iizere
pP1—P3—P3

Inp = In||p|| + sgn(p) (o + 27n) (3.74)

o p timelike ise sgn(p) = 22040k o 3 — cogh ™! (M) olmak iizere

P tp2tp2 2]

Inp = In||p|| + sgn(p)(5 + 2mni) (3.75)

seklinde yazilabilir.

2. p timelike iken p timelike olup , = Liitpaitpeh
p timelike iken p timelike olup , sgn(p) \/mve
v = sinh™ (%) olmak iizere
Inp = In ||p|| + sgn(p)(y + 27ni) (3.76)

seklinde yazilabilir.

3. p lightlike split kuaterniyon veya p = 0 ise ||p|| = 0 oldugundan In ||p||

tanimsiz olup In p benzer sekilde taniimlanamaz.

Not. Split kuaterniyonlarda logaritmik fonksiyon cok degerli bir fonksiyon olarak
tanimlanmigtir.  Bir sonraki alt bolimde, tek degerli esas logaritmik fonksiyon

verilecektir.

Split kuaterniyonlarda logaritmik fonksiyon tanimindan yola ¢cikarak asagidaki ori-

Jjinal teorem verilir:

Teorem 3.5. p = pg + p stfirdan farkli ve lightlike olmayan split kuaterniyon ve

n € N olsun.

1. pve p spacelike split kuaterniyonlar ise In p ve V (In p) spacelike split

kuaterniyondur.

41



2. p spacelike ve p timelike ise

In 2 _4n2n2p2
(a) (« ”p!&mmn”p‘f Jipl > py ise In p spacelike,

n 2_ 71.2”2 2
(b) (¢ ||p|J1)7rnB4ln||pHﬁ )l < py ise In p timelike,

0 2_4n2n242
(o) (Lnlo) e JIPl ) ise In p lightlike

ve V (Inp) timelike split kuaterniyondur.

3. pve p timelike kuaterniyonlar ise

In 2_gn2p2~2
(a) (« ||p|4|1)7rn'y4ln||p||’y Jlel > py ise In p spacelike,

1 2_4 2,.2,2
(b) (« n”p|z|1)7m717:1|];|r I < py ise In p timelike,

0 2_4n2n2~2
(c) (« ”p|4|1)7rn’y4ln||p||’y )il = py ise Inp lightlike

ve V (Inp) timelike split kuaterniyondur.

4. p spacelike ve p lightlike iken In p ve V (In p) spacelike split kuaterniyondur.
Ispat. Vp = py + p € Hg olsun.

1. p ve p spacelike split kuaterniyonlar, n € N, sgn(p) = th—jjmf ve
pP1—pP5—DP3

a=cos! <ﬁ> ve (sgn(p))? = —1 olmak iizere

Inp = (In[|p[| + sgn(p) ((a + 27n))(In [|p[| — sgn(p)( + 27n))
=(In[pl))* = (sgn(p))* (o + 27n)?
=(In||p|)? + (o +27n)* > 0

olup In p spacelike split kuaterniyon ve

Iy (np) =(sgn(p)(a + 2mn)) (= sgn(p)(a + 2mn))
— — (sen(p))* (o + 2mn)?
=(a+2mn)* >0

olup V (In p) spacelike split kuaterniyondur.

2. p spacelike, p timelike, n € N, sgn(p) = 2&220ipsk v 3 — cogh ™ (P_0>
v/ —pi+p3+p3 [

olsun. i € C iken pi = ip = (—i)(—p) = ip saglanr.
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| -
Inp =1In |[p|| + sgn(p)(B8 + 2rin) = In|jp|| + <|]|)1;Z|| + |]|912aj|| + ﬁ;n) (8 + 2in)

2mnBpr  2mnBps _2m npps I

j
Pl Ipll Ipll

=In||pl| -
olup

ap =\ In||p|| — ——7— - — - —=
e Ipl] Ipll Ipll

Am*n®Bp}  dmnfp ln|lpl|  Am’n?pd  Amin?BRp3

=(In[|p[)* + -
Ip||? Il |pl? Ip|l?
4 1
—(In||p||)? - W”ﬁﬁjl ||n [Pl — 4n?n? 2
p

elde edilir. Buradan
((inp])2—4n2n252)||p||
(@) 7B ]

((np]})2—4n2n252)||p||
(b) G BT

((nlpl)2—an2n262) ]
© T ]

> py ise In p spacelike,

< p; ise In p timelike,

= p; ise In p lightlike

split kuaterniyon oldugu goriiliir.

~ 2mnfps . 27rnﬁp2k

V(lnp) = J (3.77)
Ip Ip
oldugundan
2mnfBp 2 2mnfp 2
Iy _—< 3> —( 2) <0
" Ipl ol
elde edilir. Boylece V' (In p) timelike split kuaterniyondur.
3. p ve p timelike kuaterniyonlar ise
2mnypr  2mnyps . 2Tnoyps
Inp =1n|p| - - k
Ipll Ipll Ipll
olup
2 2 2
2mnypy 2mnyps 2mnyps
hnp = { In[|pl] — - -
pll Pl Ipll
A*n%y2p?  Arnyp In An?y2p2  Amin~2p2
_(In |lpl)? + TP dmmp Ipll TP )
Ipll Ipll Ipll Ipll
dnypy In ||p
(i~ R gy
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elde edilir. Buradan

In 2_4n2n2+2 . :
@ ( b 2L py e np spacelike.

n 2_ 7r2n2 2
(b) (0 ”pu‘)ﬂmﬁn”pnﬁy Jlel < py ise In p timelike,

© ((nlp])2—472n2~2)||p||
dmny In||p||

= p; ise In p lightlike

split kuaterniyon oldugu goriiliir.

2 2
V(ln p) _ Trn’yp3j N T™yp2
Pl Pl

k (3.78)

oldugundan

2Tnyp 2 2Tnyp 2
3 2

elde edilir. Boylece V' (In p) timelike split kuaterniyondur.

4. p lightlike iken Inp reel sayr oldugundan spacelike ve V(lnp) = 0

oldugundan spacelike split kuaterniyondur.
|

Boylece, logaritmik fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesi asagidaki sekilde elde

edilir:
Sonug 3.9. Split kuaterniyonlarda logaritmik fonksiyonun tanim kiimesi
D(ln) ={p : I, # 0ve p # 0} (3.79)
ve goriintii kiimesi
R(In)={¢=q +4qa : (¢g,q) = (sl,sl) Vv (sl,tl) vV (tl,tl) v (Il,t])}  (3.80)

seklindedir.

Ornek. 3.4. p = 2 + 4i + 65 split kuaterniyonu icin In p degerini bulunuz.
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Coziim. [, = —16 ve I, = —20 olup p ve p timelike split kuaterniyonlardur.

Ipll = 4 ve [|p|| = 21/5 ve
arg(p) = sinh ™" (3) + 2mni olup

47 1 6
Inp=In(2+4i+6j) =In4 + = (sinh1 (5) —|—27rm') + 5 J

2V/5 V5
49 . (1 4 . 67 (1 6
=In4 4+ ——sginh~! (—) + ——92mni®> + ——sinh ! <—> + ——=2mnj1
2v/5 2 25 2v/5 2 2v/5 J
6

4
=In4d — —2mn +

4 1 6 1
sinh™* (= )i+ ——=sinh™! (—) | — ——2mnk
2/5 2v/5 (2> 2/5 2)7 2v/5

elde edilir.

Split Kuaterniyonlarda Esas Logaritmik Fonksiyon

Bu alt boliimde, split kuaterniyonlarda tek degerli logaritmik fonksiyon tanimi,
karakteristikleri ve 6zellikleri verilmistir. Ek olarak, iistel fonksiyon ile aralarindaki

iligki incelenmistir.

Tanmm 3.3. Vp = py + p € Hg olsun. p sifirdan farkli ve lightlike olmayan split
kuaterniyon olsun. 0 < Arg(p) < 7 olmak iizere split kuaterniyonlarda esas loga-

ritmik fonksiyon

Ln + sgn(p) Ar , 0
Lup — Il + sgn(p) Arg(p), |[Ip|l # 3.81)

Ln |po], Ipl| =0

seklinde tanimhidir. Boylece, p split kuaterniyonun karakterizasyonu goz oniinde

bulundurularak esas logaritmik fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Vp € Hg spacelike olsun.

1. p spacelike ise sgn(p) = LLEL2LERSE v o = cos™! (ﬁ%’”) olmak iizere
pPT—P3—P3

Lnp = In|p[| + sgn(p)a (3.82)
; 3 T __ pii+p2j+psk _ -1 ( po s
2. p timelike ise sgn(p) = By e ve 3 = cosh (lel) olmak iizere

Lnp =1In||p|| + sgn(p)f (3.83)
saglanir.
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Not. Vp € Hg timelike split kuaterniyon olsun. O zaman p split kuaterniyonu da

timelike split kuaterniyondur. sgn(p) = 22222040k ye o — cosh™! (p—o) olmak

A /—p%—}-pg-i-pg ”pH

Lnp = In||p|| + sgn(p)y (3.84)

uzere

saglanir.

Teorem 3.6. Vp = py + p € Hg olsun.

1. pve p spacelike split kuaterniyonlar ise Ln p ve V (Ln p) spacelike split

kuaterniyondur.
2. p spacelike ve p timelike ise

(a) ||p|| > €” iken Ln p spacelike,
(b) |Ip|| < € iken Ln p timelike,

(c) |lp|| = €” iken Ln p lightlike
ve V (Ln p) timelike split kuaterniyondur.
3. p ve p timelike kuaterniyonlar ise

(a) ||p|| > € iken Ln p spacelike,
(b) ||p|| < € iken Ln p timelike,

(c) ||p|| = €7 iken Ln p lightlike
ve po = 0 iken p lightlike, py # 0 iken p timelike split kuaterniyondur.

4. p spacelike ve p lightlike iken In p ve V (Lin p) spacelike split kuaterniyondur.

Ispat. Vp € Hyg spacelike olsun.

P2 —p2—p2 lIpll

(sgn(p))? = —1 oldugundan

1. p spacelike ise sgn(p) = BLAR2EBR yo o — cog™! (”—0) iken

Iy = (n[lpl)? — (sgn(p)a)? = (W [pl)> +a? >0 (3.85)
olup Ln p spacelike,
Iy(unp) = —(sgn(p)a)® = a® > 0 (3.86)
olup V(Ln p) spacelike split kuaterniyondur.

46



; Teo | __ DP1i+p2j+psk _ -1 (|pol \ : 2 _
2. p timelike ise sgn(p) = By B = cosh (HpH) iken (sgn(p))* =1

saglanir. p spacelike Lnp = In ||p|| + sgn(p)S oldugundan

Iinp = (In[|p]))* — (sgn(p)B)* = (Inp[})* — 5* (3.87)
olup

(@) ||p|| > €” iken Ln p spacelike,
(b) |lp|| < €” iken Ln p timelike,

(©) |lp|| = €” iken Ln p lightlike

split kuaterniyon,
Iy(tnp) = —(sgn(p)B)* = —4° (3.88)

olup V' (p) timelike split kuaterniyondur.
(B = cosh™ (p—‘)H) # 0 oldugundan V(p) lightlike split kuaterniyon

llp
olamaz.)
3. p ve p timelike ise sgn = Piitpajtpsk — sinh™! (p—°> iken
p ve p gn(p) e o

(sgn(p))? = 1 saglamir. p timelike iken Ln p = In ||p|| + sgn(p)~ oldugundan

Iinp = (In[|p[})* — (sgn(p))* = (In [lp[})* - »* (3.89)

olup

(a) ||p|| > €7 iken Ln p spacelike,
(b) ||p|]| < e iken Ln p timelike,
(©) |lpll = €” iken Ln p lightlike

split kuaterniyondur.

Iynp = —(sgn(p)y)? = —* (3.90)

yazilabilir. Burada v = 0 ise py = 0 olup V'(Ln p) lightlike, v # 0 ise pg # 0
olup V(Ln p) timelike split kuaterniyondur.

4. p lightlike iken Lnp reel sayr oldugundan spacelike ve V(Lnp) = 0

oldugundan spacelike split kuaterniyondur.
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Boylece, esas logaritmik fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesi ile ilgili asagidaki

sonug verilebilir:

Sonug 3.10. Split kuaterniyonlarda esas logaritmik fonksiyonun tanim kiimesi
D(Ln)={p : I, #0vep# 0} (3.91)
ve goriintii kiimesi
R(Ln) ={(q,q) : (g,q) = (sl,sl) Vv (sl,tl) Vv (tl,tl) v (I, tl)} (3.92)

seklindedir.

Ornek. 3.5. * i spacelike split kuaterniyondur. Arg(i) = cos™' 0= % ve
Lni = Lol +4iZ =iZ olup Iin; = (iZ) (—i%) = —i*T" > 0 oldugundan

Lni ve V(Lni) spacelike split kuaterniyonlardur.

* j timelike split kuaterniyondur. Arg(j) = sinh ™' 0 = 0 ve
Inj=Lnl+ 350 =0 olup Ln j = 0 spacelike split kuaterniyondur.

o k timelike split kuaterniyondur. Arg(k) = sinh™* 0 = 0 ve
Ink =Lnl+ k0 =0 olup Ln k = 0 spacelike split kuaterniyondur.

o p=1+2i+jvep = 2i+j spacelike olup ||p|| = 2 ve ||p|| = V/3 elde edilir.

11

Ayrica Arg(p) = cos = I bulunur. Oyleyse

271
Ln2+ —_ (3.93
)3 3\/'+\/'(9)

20+

V3

Lnp = Ln(142i+j) :Ln2+<

olup Ln p ve V(Ln p) spacelike olmast beklenir. Ger¢ekten,

271 7rj 271 7Tj)
Iy Ln2+ —— In2 — — — ——
b ( 33 \/§)< 3V3  3v3
472 g2
—(In2)? 4+ &~ _ T
o2+ o7 - o
2

=(Ln2)* + 3 >0
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ve

I _<27Ti+7Tj>< 271 7Tj>
Ve = \3v3 " 3v3/) \ 3V 3v3

_47r2 2
2T 27
7T2 0
= >
9

olup Ln p ve V(Ln p) spacelike split kuaterniyondur.

Vp=po+ P, ¢=qo+q € Hg ven € N olsun.

e? = ¢q iken p = Lng olmast icin e” split kuaterniyonunun yani gq
split kuaterniyonunun karakteristigi ile Lngq split kuaterniyonun yani p split
kuaterniyonun karakterstiginin uyumlu olmasi gerekir. e? = ¢ esitliginden yola
cikarak Ln g = p split kuaterniyonun karakteristigini inceleyerek uyumlu oldugu

durumlari tespit edelim.

l. (p,p) = (sl,sl)ise
@ |lpll # mn iken (e?, V(e?)) = (¢,q) = (sl, sl) olup
(Lng,V(Lng)) = (p,p) = (sl, sl) elde edilir.
Bu durumda (p, p) = (sl, sl) ve ||p|| # 7n ise p ile ¢ uyumludur.
(b) |[pll = mn iken (e”,V(e?)) = (¢, q) = (sl, 1) olup
(Lng,V(Lng)) = (p,p) = (sl, sl) elde edilir.
Bu durumda (p, p) = (sl, sl) ve ||p|| = 7n ise p ile ¢ uyumludur.

2. (p,p) = (sL,tl) ise (¢", V(e?)) = (q,q) = (sl, tl) olup Arg(q) = § olmak
uzere

(@) |lq|| > €” iken yani Sonuggeregince po > 0 iken
(Lng,V(Lngq)) = (p,p) = (sl,tl) olup p ile ¢ uyumludur,
() |lq|| < €” iken (Lngq,V(Lngq)) = (p,p) = (tl,tl) olup p ile ¢ uyum-

suzdur,
(©) llgqll = ¢” iken (Lng,V(Lng)) = (p,p) = (Ul,t) olup p ile ¢ uyum-

suzdur.

3. (p,p) = (si,ll) ise (e?,V(e?)) = (¢,q) = (sl,ll) oldugundan
(Lng,V(Lng)) = (p,p) = (sl, sl) olup p ile ¢ uyumsuzdur.

4. (p,p) = (t,tl) ise (e?,V(e?)) = (¢,q) = (sl,tl) olup Arg(q) = /3 olmak
uzere
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@ gl > ¢” iken (Lng,V(Lng)) = (p,p) = (sl,tl) olup p ile g uyum-
suzdur,

() |lq|| < €” iken (Lng,V(Lngq)) = (p,p) = (tl,tl) olup p ile ¢ uyum-
suzdur,

(©) llgqll = ¢” iken (Lng, V(Lng)) = (p,p) = (Ul,tl) olup p ile ¢ uyum-
suzdur.

5. (p,p) = (L, tl) ise (e?, V(e?)) = (g, q) = (sl,tl) olup Arg(q) = S olmak
lizere

(@) [lq|| > e” iken (Lng, V(Lng)) = (p,p) = (s, tl) olup p ile ¢ uyum-
suzdur,

() [lg|l < ¢” iken (Lng,V(Lngq)) = (p,p) = (tl,tl) olup p ile ¢ uyum-
suzdur,

(©) |lq|l = €” iken yani Sonug[3.8| geregi py > 0 iken
(Lng,V(Lng)) = (p,p) = (I, tl) olup p ile ¢ uyumludur.

6. (p,p) = (I, 1) ise (e, V(")) = (¢, q) = (sl,1l) olup
(Lng,V(Lng)) = (p,p) = (sl, sl) olup p ile ¢ uyumsuzdur.

A={p=po+p:(p,p)=(sl,sl) veya (p,p) = (sl,tl) ve pg > 0
veya (p, p) = (sl,tl) ve po > 0 veya (p, p) = (ll, tl) ve py > 0}

kiimesini tanimlayalim.

Teorem 3.7. A kiimesine kisitlanmuyg iistel fonksiyonu ele alalim.

1. (p,p) = (sl,sl) ve 0 < [|p|| < 7 veya
2. (p,p) = (sl,tl) veya
3. (p,p) = (Il, )
ise
! =q=p=Lnq. (3.94)

ozdesligi gecerlidir.
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Ispat. p = po + p split kuaterniyon olsun.

1. (p,p) = (sl,sl) ise

q = eP = e (cos ||p|| + ﬁ sin ||p||) (3.95)

olup 0 < Arg(e?) < m ve ||p|| = Arg(e?) + 2mn olacak sekilde bir n € N

sinlpl _ 1 ye
i p]]

oldugundan

q |3
A Arg(q) = e + 2 (|p|| +2mn) = p+ 22mn
fal o] ol

elde edilir. 0 < ||p|| < 7 ise

Ing =In gl +

Lng=0p

yazilir.
2. (p,p) = (sl,tl) ise

q = e’ = e (cosh ||p|| + — sinh ||p||) (3.96)

olup 0 < Arg(e?) < 7, ||p|| = Arg(e?) ve sinh||p|| > 0 oldugundan
sinh ||p[| __
[sinh [[p[[]

1 ve

Lng=1In|q||l + +— Arg() 1n6p°+—!|p!|—po+H =7

elde edilir. 0 < ||p|| < 7 ise
Lng=p
yazilir.
3. (p,p) = (I, tl) ise

q = e’ = e”(cosh ||p|| + — sinh ||p||) (3.97)

olup 0 < Arg(e?) < m, ||p|| = Arg(e?) ve sinh ||p|| > 0 oldugundan

sinh [p]
E
A 1 Po p _
L ln||Q||+ rg(q) =Ine +—||P|| Ppo+— =p

Ipll
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elde edilir. 0 < ||p|| < 7 ise
Lng=p

yazilir.

Sonu¢ 3.11. A kiimesine kisitlanmis iistel fonksiyonun goriintii - kiimesi
R(exp‘A) ={p e Hg : I, > 0} seklindedir.

3.3 Split Kuaterniyonlarda Kuvvet Fonksiyonu

Bu alt boliimde, iistel ve logaritmik fonksiyon kullanilarak split kuaterniyonlarda
kuvvet fonksiyonu tanimlanmustir. Ozel olarak ¢ bir reel say1 ve p split kuaterniyon

olmak iizere ¢? i¢in ozellikler incelenmistir.

Tanim 3.4. Vg € Hg olsun. p sifirdan farkli ve lightlike olmayan split kuaterniyon

olmak iizere split kuaterniyonlarda kuvvet fonksiyonu
p? = edlnP (3.98)

seklinde tanimlanir.

Not. Vp € Hg olsun. 0 # ¢ € R olmak iizere

= ePtnt (3.99)
seklinde yazilabilir.
Sonug 3.12. Vp € Hg olmak iizere tP spacelike split kuaterniyondur.

V(t7) = V(ePtnt) =V (erolntrping (3.100)

olup V (t?) pure split kuaterniyonunun karakteristigi Teorem kullamlarak ince-

lenebilir.

Teorem 3.8. Vp,q € Hve t,r € R olsun. O halde asagidaki ozellikler saglanir:

1. pq = qp iken tPt? = tP*4,

2. tPrP = (tr)P.
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Ispat. ¥p,q € H olsun.

1. pg = qp iken tPt9 = epLntoglnt olup

6anteant _ 6ant—l—ant _ e(p+q) Lnt _ Pra (3.101)

elde edilir.

2. PP = eplnteplnr — ep(lnttlnr) — op(Ln(tn) — (¢r)P elde edilir.

Ornek. 3.6. 207243 ifadesinin split kuaterniyon degerini bulalum. Iy 9, 3; = —4

olup 1 + 2i + 3i timelike oldugundan

% + 3§

9(1+2i+3j) _o(Ln2)(1+2i+35) _ 9 [cosh(5 Ln2) + sinh(5Ln 2)

2 + 3§

~ {16, 015625 + 15, 984375}

% + 35

=32,03125 + ( ) 31,96875  elde edilir.
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4

SPLIT KUATERNIYONLARDA
TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde split kuaterniyonlarda siniis, kosiniis, sekant, kosekant, tanjant
ve kotanjant fonksiyonlar reel kuaterniyonlara paralel olarak tanimlanmistir.
Karakterizasyonlarina gore tistel fonksiyon ile verilen ifadeler, Teorem [3.2]
yardimiyla skaler ve vektorel kisimlarina ayrilmistir. Ayrica karakteristikleri ve

ozellikleri incelenmistir.

4.1 Split Kuaterniyonlarda Trigonometrik Siniis ve Kosiniis
Fonksiyonlar

Tanim 4.1. p = py + p € Hg olsun.

1. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak iizere split

kuaterniyonlarin siniis ve kosiniis fonksiyonlar

1
sin(p) := —5 sgn(p)(epsgn(p) — e_psgn(p)) 4.1)

ve
1
Cos(p) = E(epsgn(p) + e—pSgn(P))7 (42)

2. p lightlike split kuaterniyon ise split kuaterniyonlarin siniis ve kosiniis

fonksiyonlar1

sin(p) := sin(pg) ve cos(p) := cos(po)

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.1. Vp € Hg olmak iizere asagidaki ifadeler gecerlidir:

1.
2.
3.
4.

5.

Ispat.

sin p cosp = cos psin p,
cos(—p) = cosp,
sin(—p) = —sinp,
cosp # 0,

sinp # 0.

3. sgn(—p) = —sgn(p) oldugundan sin(—p) = — sin p elde edilir.

4. Her p split kuaterniyonu icin e? # 0 oldugudan cos p # 0 oldugu agiktir.

5. p # 0 ve p lightlike olmayan bir split kuaterniyon olmak iizere

sin(p) = —1 sgn(p)(er*e"(®) — ¢~Psen(P)) = () olsun.

sgn(p) # 0 oldugundan

epsen(p) _ o—psen(pP) — )

olmalidir.
pop | p* _pop_ p?
elel Vel = ¢ el TPl
ve
pop  p* _pop _ p?
elrlellel = ¢ Telle Tpl
olup p? = —1I, oldugundan
pop  —Ip _pop  Ip
elrlelel = ¢ TrllelPpl
elde edilir.
oPoP Ip
e el = ¢~ lpll
olup
ePoP — olp

elde edilir. Buradan pop = 0 ve I, = 0 bulunur. Dolayisiyla

4.3)

4.4)

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

p split

kuaterniyonunun lightlike olmamasi ile ¢elisir. Boylece sinp # 0 oldugu

gorilir.
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Teorem 4.2. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak iizere

1. pve p spacelike iken
cos p = cosh |p|| cos py — sgn(p) sinh [|p|| sin po

ve

sinp = cosh||p] sinpo + sgn(p) sinh [|p] cos po
2. p spacelike ve p timelike iken
cos p = cosh ||p|| cosh pg + sgn(p) sinh ||p|| sinh py

ve

sinp = — cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py

3. pve p timelike iken

cos p = cosh ||p|| cos pp + sgn(p) sinh ||p|| sin po

ve

sinp = cosh ||p|| sinpy — sgn(p) sinh ||p|| cos po

4. p lightlike ve p timelike iken

cosp = cosh [[p|| — po sgn(p) sinh |[p

ve

sinp = — cosh ||p||po + sgn(p) sinh ||p||
seklinde yazilabilir.

Ispat. p € Hg olsun. p lightlike olmayan split kuaterniyon olmak iizere

2
P P 4 P
ePen(P) — o(POTPITET — POTRT PR — PO Ten T P

Elc]

veE

P

2
—po—p) 2 —pg-B —p-P_ —po B —-B
e Psen(P) — o(TPOTPIp] — o POTR] P PO~ fip2 P

=€

yazilabilir.

56

4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)



1. p ve p spacelike olsun.

||§ﬁ2 = —1 saglamr. @.17) ve (@.18) esitliklerinin
toplami

ePsen(P) | o—psen(p) — croqpr— el | o—poppy+ipll

seklinde elde edilir. Burada

Fg-tot = (i = 1) (g = ol
ol Ipll Ipl
P P
(w2 - Hpu) (—po— - Hpu)
( Ip|l Ip|l

2
P
=llpl* - o’
Ip|”

=llpl* +

=|Ip| + pj

=p; — D5 — 3 + g
=I,>0

oldugundan po 5 — Ilp|| spacelike split kuaterniyondur.

b
o IPl —e el | cos [l pp-P H+ POl i po—H
I Hp[)”_gHH Ipl|
=Pl (cos Ipo| + —i |p |Hp” sin ]p()]) (4.19)
ve
eI Zolell | cos || —pg H I —po—H
Ipll H_ porEr Ipl|
Pl (COS Ipo| — | sm yp0> (4.20)
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elde edilir. Buradan
epsen(p) 4 o—psen(p) —

B [20 boP .
—e bl (COS |p0| + m Sin |p0|) + erH <COS |p0| — m sSin |p0|>

:(e—lel + ellpH) cos |po| + (e—llpll — erll) pop__ .. ol
[pol[[p]

]-7 Po >0 o .
ve IZ_EI = oldugundan p, > 0 iken
—1, Po < 0
cos p _1 (epsgn(p) + e*psgn(p))
2
1

l\D

1
== (e Pl 4 el cos py + = (e Pl — lel) sin po
2 Ip|l

= cosh ||p|| cos py — sgn(p) sinh ||p|| sin po
ve po < 0 iken

cosp = (ep sgn(p) 4 =P sgn(p))

1

1

2

LIl 1 elelly cos po — ~ (el — lely P g
2 Ipll

\)

= cosh ||p|| cos pp — sgn(p) sinh ||p|| sin po

elde edilir. (#.17) ve (.18) esitlikleri kullanilirsa

1

sin(p) = — 3 sgn(p)(e?sen(®) — o—psen(p))
2 2
_ L () (BT I o pam ey
2

yazilabilir. (4.19) ve (4.20) esitlikleri kullanilirsa

P
epo ol lIpl| — e \|P\|+||p||

_ . bop .
—e Hp” (COS |p0| -+ m Sin |p0|> — eHPH (COS |p0| — m Sin |p0|)

—e Pl g |p0|+€_Hp”| ol[pll

— (e Pl — elIPl) cos [po| + (e IPI 4 elPl)

sin |po| — ellPll cog Ipo| + 6lel| Tl sin |po|

sin |po|
|po|||P||
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elde edilir. Buradan

—_

sin(p) = — 5 sgn(p)(e” \IP\I+\\p|\2||pH ¢ POTeT ~ HpH?”p”)
1l p { =lipll lIpll =lipll lIpll ;
=— = e Pl — ellPl) cos |pg| + (e 7P + elPIl) ——=—— sin |py|
~2fp] | ) ( ) Tallo]
p . PoP .
=— {smh“p”cos Ipo| — 0 cosh ||p|| sin |p0|]
Ipll | olIp
p PoP .
7 sinh [|p]] cos [po| — —— cosh [|p| sin [py|
Il ||p|| [pollIpll
p .
sinh ||p|| cos |po| + = cosh ||p|| sin |po|
||P|| |p0|
olup py > 0 i¢in
sinp = cosh ||p|| sin py + sgn(p) sinh ||p|| cos po (4.21)
ve pp < 01i¢in
sin p = cosh ||p|| sin py + sgn(p) sinh ||p|| cos po (4.22)
elde edilir.
2. p spacelike ve p timelike olsun. HgiQ = 1 saglamr. (#17) ve (@I8)

esitliklerinin toplami1

ePsen(@) | o—psen(p) — croqprtlpll o o—pogpr—Ipll

seklinde elde edilir. Burada

bggriwt = (g + 101 ) (B + ol
= (g 101) (o + o)

p2
=[Ip|I? —2902HpH2
=[Ipll* - 15
:|]p| _p(z)
= —pi+ 3+ 3 — P
=—-1,<0
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oldugundan pOH%H + ||p|| timelike split kuaterniyondur.

P
PorprHIPI —ellpll [ cosh po “H ‘ POTel sinh‘poﬁH
P p
Po ||p||‘
boP .
—lPl (cosh Ipo| + ollol sinh |p0|> (4.23)
ve
e Porpr—lPl —~Ipll COSh —po H ” SinhH_p()LH
Ip H_ & Ip
— PoP .
- (h ol = e ™ 'p°') @2

elde edilir. Buradan

ePsen(p) + e Psen(p) —

—elPl (cosh |po| + 37— sinh |pg|> + ¢ lIel (cosh |po| — ——+— sinh |p0|)
[po |Hp|| [polllpll
=¢llPll cosh |po| 4 el PP inh Ipo| 4+ ¢~ Pl cosh [pg| — e~ Pl sinh |po|
lpo|||p|| [polllpl
:<ellpH + e*llpH) cosh |po| + (e\lpll _ 6%\pll)ﬂ sinh [py|
[polllp|l
]-7 Do > 0 o .
ve f’i = oldugundan p, > 0 iken
pol
-1, po<O
1 sgn(p) —psgn(p)
cosp—é(epg P) 4 ¢~Peen(p))
1 1
=5 (EIP1 1Pl cosh py + 2 (el — e Iel) ”P“ sinh po
= cosh ||p|| cosh py + sgn(p) sinh || p|| sinh py
ve po < 0 iken
L psen(o) | —psen(p)
cospzé(epg P) 4 e7P%8 p)
1 1
25(6\\p\| + eIl cosh py + 5(e\lpll — el ||p|| sinh po

= cosh ||p|| cosh py + sgn(p) sinh || p|| sinh py
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elde edilir. (#.17) ve (@.18) esitlikleri kullanilirsa

1

sin(p) = — 5 sgn(p)(e”sgn(p) _ e—psgn(p))
_ %Sgn(p)(em B+ Eslpl _ o POTET WHpn)
yazilabilir.
poqprHIPll _ o —poqgr—lpll _lipll (cosh Ipo| + ——— sinh ’p[)’)
Ip IHpH
— e lpll <cosh |po| — ’ ||| || sinh |p0|)
—=elPl cosh |pg| + el 22— sinh |y

p oIH I

— e IPll cosh Dol + eprll_ sinh |po|

[polllpl
— (erll — e*l\pH) cosh |po| + ( el e*lel) sinh |po|
[po HIPH
elde edilir. Buradan
2 2
sin(gf® — %Sgn(p)(epolgﬁ,;znp _ P el
__1p [(enpn — e IPY cosh po| + (elP! 4 101 2Py ‘poq
2HpH !po!HpH
=— W {smh |p|| cosh |po| + P |H H cosh ||p|| sinh \po\]
P DPoP .
= sinh ||p|| cosh |po| — 0 cosh ||p| sinh |po|
H I [Ipll 2ol l[p]
p . D .
— — ——sinh ||p|| cosh |po| — — cosh ||p|| sinh |po|
Ipll [pol
olup py > 0 i¢in
sinp = — cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py (4.25)
ve pg < 01i¢in
sinp = — cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py (4.26)
elde edilir.
3. p timelike ve p timelike olsun. ”giQ = 1 saglanir. @.17) ve {.18)

esitliklerinin toplami1
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ePsen(p) | o—psen(p) — croyprtlell o o—popgy—Ipll

seklinde elde edilir. Burada

P P
3 (po— ; Hpu) <po— ; Hpn)
rorer IR\ P Ipll
P P
_ (po— ; ||p||) (—po— ; ||p||)
o] o]

ol — 2
P2

=[lpl* - p5

:|[p| —pg

= —pi+p3+ps—

=—1,>0

oldugundan pOH%II + |Ip|| spacelike split kuaterniyondur.

_b_
PoTp]]

B IRl —elpl [ cos (1o H_% sin po-fl-H
Ipll ‘p@ Ipll
i GRS R ) 27
ve
e IP1 —e=Iel | cos (| —po H Mol g, ——po—jl—H
Ipll H_Ti Ipl
= Il <Cos|p0| sin|]m|> (4.28)
@WN

elde edilir. Buradan
epsen(p) | o—psen(p) —

—¢llPl (cos |po| + PP gin |p0]) + e~ IIPll <cos |po| — PPy |pg|>
[polllpl [polllp]

:(ellpH + e*IIpH) cos |po| + (erII _ e*\\pll)ﬂ sin |po
[pol[[p]
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17 Do > 0 .
ve 2% = oldugundan p, > 0 iken

[pol 1, po<0

cosp = (ePSgH(P) + e*psgn(p))

— Do =

LIl 1Rl s po 4+ S(elPl — e=IPI P i
2 2 Ip|l

= cosh ||p|| cos pp + sgn(p) sinh ||p|| sin py
ve po < 0 iken

cosp = (ePSgn(p) + efpsgn(p))

1
2
1

(=Pl 4 elIPl) cos o + ;( ~Ipll _ epu)HLH sin po
p

M

= cosh ||p|| cos po + sgn(p) sinh ||p|| sin py

elde edilir. (4.17) ve @.18)) esitlikleri kullanilirsa

. 1 sgn —psgn
sin(p) = — ésgn(p)(ep gn(p) _ —psg (p))
2 2
_ %Sgn(p)(epo&Jr;’zllpl _ o el

yazilabilir. (4.27) ve (4.28) esitlikleri kullanilirsa

P HIBl _ —porZp-lpll _
—llPl (cos |po| + —— sin |p0]) — e~ lPl (cos Ipo| — PP ]p()])
[poll[pI] o|||p|| |po|||p||
—elPll cos |po| + elPl 2P gin 1po| — e71PH cos [po| + ¢RI L2 iy [po]
[pol[[pll IpoalH

— (Pl — e71P1) cos [po| + (eIPll 4 e~P1) PP gy |

|po|HpH
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elde edilir. Buradan

sin(p) = — %sgn(p)( po \IP\I+|\p|\2||pH ¢ POTeT ~ HpH?”p”)
1 p [wn ~lpll Pl 4 o—lplly _PoP__
=— = ePl — e cos [po| + (P 4 7 PI) ——=— gin |py|
a7l | ) ( ) Tollo]
p . PoP .
=— m [smh ||| cos [po| + | ol cosh ||p|| sin |p0|]
p Pop .
= — ——sinh [|p]| cos |po| + — ——r— cosh ||p|| sin |po|
Ip|l nmmmm
p
= sinh ||p|| cos |po| + — cosh ||p]| sin [po
bl Ipol
olup py > 0 i¢in
sinp = cosh ||p|| sin pg — sgn(p) sinh ||p|| cos po (4.29)
ve pp < 01i¢in
sinp = cosh ||p|| sin pg — sgn(p) sinh ||p|| cos po (4.30)
elde edilir.
4. p lightlike ve p timelike olsun. ”232 = 1 saglamir. @.17) ve (@I3)

esitliklerinin toplami1

ePsen(@) | o—psen(p) — croqprtlpll o —poqpr—Ipll

seklinde elde edilir. Burada

bggriwt = (g + 101 ) (B + ol
= (g 01 (g + o )

p2
=[Ip|I? —2902HpH2
=[Ipll* - 15
:|]p| _p(z)
= —pi+ 105+ 05— pp
——1,=0
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oldugundan pOH%H + ||p|| lightlike split kuaterniyondur.

oSl — ol (1 n pOH:%H) (4.31)

\Y&
o=l _ ~lpl (1 _ pOL) (4.32)
Ipl|

elde edilir. Buradan

epsen(p) | o—psen(®) _lIpl (1 i pOL> 4 elel (1 _ pol)
Ipll Ipll

p - - p
—ellPll erHpom +elpll _ ¢ Hp\lpom

—elPll 4 g=lIPl 1 (ellPll _ ¢-lipl) Po—E

Ipl|
oldugundan
Cosp :1 (epSgn(p) + e_pSgn(p))

2

1 ( ol o I - 1y
—— [ ellPll 4 e=lpll - (elill — o—lipll Po——

) ( )P

1 1 P
_ lIpll ~lIpll lIpll ~lpll
=— (e +e + < (e —e Po—

3 ( ) +5 )Pl

= cosh ||p|| — po sgn(p) sinh || p||

elde edilir. Ayrica, (#.31)) ve (.32) esitlikleri kullanilirsa

psen(p) _ ,—psen(p) _,lIpll (1 i pOL) _ oIl (1 _ pOL)
Ipll Ipll

—elel el P o=lpll Il P
Ip] Ipll
—ellPll — =Pl 4 (lpl 4 eliply P

Pl

seklindedir ve
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1
Sil’lp = — 5 Sgn(p) (epsgn(p) _ e—psgn(p))

1 _ . P
—— 5 sen(p) (enp — e lRll 4 (ellpll 1 e~liel) pOW)

. P
_ _ sen(p) (h Ip| + cosh ||p||pom>

= — po cosh [|p|| — sgn(p) sinh ||p||

elde edilir.

Teorem 4.3. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olsun.

1. pve p spacelike iken
cos 2p = cos® p — sin® p, sin2p = 2sinpcosp

ve

cos? p +sin®p = 1,
2. p spacelike ve p timelike iken

cos2p = cos’p+sin®p ve sin2p = 2sinpcosp,

3. p timelike ve p timelike iken
cos? p + sin® p = cosh 2||p||
ve genellikle
cos 2p # cos® p — sin® p, sin 2p # 2sinpcosp,
4. p lightlike ve p timelike iken
cos 2p = cos’ p + sin’ p — pg cosh 2p

ve genellikle

sin 2p # 2sinpcosp

saglanir.
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(4.36)
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Ispat. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak iizere

1. p ve p spacelike iken split kuaterniyonun kosiniis fonksiyonu tanimindan
cos 2p = cosh 2||p|| cos 2py — sgn(p) sinh 2||p|| sin 2py
yazilabilir.

cos® p = cosh? ||p|| cos® po— sinh? ||p|| sin” po

—2 cosh ||p|| cos p sinh ||p|| sin po sgn(p)
(4.40)

\&

sin? p = cosh? ||p|| sin? po— sinh? ||p|| cos? po

+2 cosh ||p|| sin pg sinh ||p|| cos po sgn(p) (4.41)
olup

cos® p — sin? p = cosh? ||p|| cos 2py + sinh? ||p|| cos 2py — sinh 2||p|| sin 2p, sgn(p)
= cosh 2||p|| cos 2py — sinh 2||p|| sin 2p, sgn(p)
=cos2p

elde edilir. Ayrica, split kuaterniyonun siniis fonksiyonu tanimindan
sin 2p = cosh 2||p|| sin 2py + sgn(p) sinh 2||p|| cos 2pg
oldugunu biliyoruz.

2 sin p cos p =2 (cosh ||p|| sin py + sgn(p) sinh ||p|| cos po)
(cosh ||p]| cos po — sgn(p) sinh ||p|| sin po)
=2 cosh? ||p|| sin po cos py — 2sgn(p) cosh ||p|| sinh ||p|| sin? po
+ 2sgn(p) sinh ||p|| cos® pg cosh ||p|| + 2sinh? ||p|| cos po sin py
= sin 2p cosh 2||p|| + sgn(p) (sinh 2||p|| cos® py — sinh 2||p|| sin® po)
= sin 2pg cosh 2||p|| + sgn(p) sinh 2||p|| cos 2pg
=sin2p

elde edilir.
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Ayrica, (4.40) ve (#.41) esitlikleri kullanilirsa
cos® p +sin? p = cosh? ||p|| — sinh? ||p|| = 1

elde edilir.

. p spacelike ve p timelike iken split kuaterniyonlarin kosiniis fonksiyonu

tanimindan
cos 2p = cosh 2||p|| cosh 2py + sgn(p) sinh 2||p|| sinh 2p, (4.42)

oldugunu biliyoruz.

cos® p = cosh? ||p|| cosh? po+ sinh? || p|| sinh? py

+2 cosh ||p|| cosh pg sinh ||p|| sinh py sgn(p)
(4.43)

veE

sin? p = cosh? ||p|| sinh® po+ sinh?® ||p|| cosh? py
+2 cosh ||p|| sinh pg sinh ||p]| cosh pg sgn(p)

(4.44)
olup
cos? p — sin® p = cosh? ||p|| cosh 2py — sinh? ||p|| cosh 2pg
= cosh 2||p|| cosh 2p,
Z# cos 2p
ve

cos? p + sin? p = cosh? ||p|| cosh 2py — sinh? ||p|| cosh 2pg
= cosh 2||p|| cosh 2p,
= cosh 2||p|| cosh 2py + sgn(p) sinh 2||p|| sinh 2pg
=cos 2p

elde edilir.
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Ayrica,
sin 2p = — cosh 2||p|| sinh 2py — sgn(p) sinh 2||p|| cosh 2py (4.45)
oldugunu biliyoruz.

2sin p cosp =2 (— cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py)
(cosh ||p|| cosh pg + sgn(p) sinh ||p|| sinh py)
=2 [— cosh ||p|| sinh py cosh || p|| cosh pg
— cosh ||p|| sinh pg sgn(p) sinh ||p|| sinh py
— sgn(p) sinh ||p|| cosh po cosh ||p|| cosh po
— sinh ||p|| cosh pg sinh ||p|| sinh po|
— — cosh? ||p|| sinh 2p, — sinh? ||p|| sinh 2pg
— (sinh® pg sinh 2||p|| + cosh? py sinh 2||p||) sgn(p)
= — cosh 2||p|| sinh 2py — (cosh 2pg sinh 2||p||) sgn(p)
=sin2p

elde edilir.

3. p ve p timelike iken
cos 2p = cosh 2||p|| cos 2py + sgn(p) sinh 2||p|| sin 2py (4.46)
oldugunu biliyoruz.

cos® p = cosh? ||p|| cos? po+ sinh? ||p|| sin? po

+2 cosh ||p|| cos po sinh || p|| sin py sgn(p)
(4.47)

ve

sin? p = cosh? ||p|| sin? po+ sinh? ||p|| cos? po

—2 cosh ||p|| sin pg sinh ||p|| cos po sgn(p) (4.48)
olup

cos® p — sin® p = cosh? ||p|| cos 2py — sinh? ||p|| cos 2po
+ sinh 2||p|| sinh 2py sgn(p)
= cos 2py + sinh 2||p|| sinh 2py sgn(p) # cos2p
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ve

cos® p + sin® p = cosh? ||p|| + sinh? ||p|| = cosh 2||p|| # cos 2p
elde edilir.

sin 2p = — cosh 2||p|| sin 2py + sgn(p) sinh 2||p|| cos 2p (4.49)
oldugunu biliyoruz.

2sin p cosp =2 (— cosh ||p|| sin py + sgn(p) sinh ||p|| cos po)
(cosh [ cos pp — sen(p) sinh [p| sin po)
= — 2cosh? ||p|| sin pg cos po + 2 cosh ||p|| sin pg sinh ||p|| sin po sgn(p)
+2sgn(p) sinh ||p|| cos po cosh ||p|| cos py — 2sinh? ||p|| cos po sin po
= — cosh? ||p|| sin 2py — sinh? sin 2py+
(sinh 2||p|| sin? py + sinh 2||p|| cos® po) sgn(p)
= — cosh 2||p|| sin 2p, + sinh 2||p|| sgn(p)

=£sin 2p
elde edilir.
4. p lightlike ve p timelike iken
cos 2p = cosh 2||p|| — 2sgn(p)po sinh 2||p|| (4.50)

oldugunu biliyoruz.

cos” p = cosh? ||p|| + pj sinh? [|p|| — 2 cosh [|p||po sinh ||p|| sgn(p) (4.51)
ve

sin® p = cosh? [|p||pg + sinh? [[p|| — 2 cosh [|p||py sinh [|p|| sgn(p) (4.52)
olup

cos® p — sin® p = cosh 2||p|| — pi cosh 2||p|| # cos 2p
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bulunur. (4.51) ve (4.52) kullanilirsa

cos® p + sin? p =(1 + py) cosh 2||p|| — 2po sinh 2||p|| sgn(p)
= cos 2p + po cosh 2||p||

elde edilir. Buradan
cos 2p = cos® p + sin® p — pg cosh 2||p| (4.53)
yazilabilir. Ayrica
sin 2p = —2 cosh 2||p||po + sgn(p) sinh 2||p||
oldugunu biliyoruz.

2sinpcosp =2 (— cosh [pllpo + sgn(p) sinh [lp]) (cosh [lp]| — sen(p)po sinh [lp])
=2 (— cosh 2||p||po + cosh ||p||p; sinh [[p| sgn(p)
+ cosh |p|l sinh p] sgn(p))
=2 (= cosh 2|p||po + (1 + po) (cosh [[p||po sinh [|p|[) sgn(p))
= — 2cosh 2||p||po + (1 4 po) (2 cosh [|p[|po sinh [|p|]) sgn(p)
= — 2cosh 2||p|lpo + (1 + po) (po sinh 2||p||) sgn(p) # sin 2p

elde edilir. [ |

Sonug 4.1. p lightlike olmayan sifirdan farkl split kuaterniyon olmak iizere

1. pve p spacelike iken

1
sin? p = 5 (1 — cos2p) (4.54)

ve .
cos’p = 5 (14 cos2p), (4.55)

2. p spacelike ve p timelike iken

1
sin p = 5 (cos2p —1) (4.56)

ve .
cos’p = 3 (14 cos2p), (4.57)
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3. p timelike ve p timelike iken
. 9 1
sin"p = 5 (cos2p —1)

ve

cos’p = = (1 +cos2p),

1
2
4. p lightlike ve p timelike iken
.9 1
sin”p = 5 (cos2p —1)

ve

(1 + cos2p)

1
2 [
coS p—2

saglanir.

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

Teorem 4.4. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak iizere

1. pve p spacelike iken

(a) cospve V(cosp) spacelike,
(b) sinp ve V (sin p) spacelike,

2. p spacelike ve p timelike iken

(a) cosp spacelike ve V (cosp) timelike,
(b) V (sinp) timelike ve
i. sinh2py > sinh 2||p|| iken sin p spacelike,
ii. sinh2py < sinh 2||p|| iken sin p timelike,
iii. sinh2py = sinh 2||p|| iken sin p lightlike,

3. pve p timelike iken

(a) V (cosp) timelike,
i. cosh ||p|| | cospo| > sinh ||p|| | sin po| iken cos p spacelike,
ii. cosh ||p|| | cospo| < sinh||p|| |sinpo| iken cos p timelike,
iii. cosh||pl| | cospg| = sinh ||p|| |sin po| iken cos p lightlike,
(b) V (sinp) timelike ve
i. cosh ||pl|| sinpo| > | sinh ||p|||| cos po| iken sin p spacelike,

ii. cosh ||pl||sinpo| < | sinh ||p]||| cos po| iken sin p timelike,
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iii. cosh ||pl||sinpg| = | sinh ||p]||| cos po| iken sin p lightlike,
4. p lightlike ve p timelike iken

(a) V(cosp) timelike ve
i. cosh||p|| > |po| |sinh ||p||| iken cos p spacelike,
ii. cosh||p|| < |po| |sinh ||p||| iken cos p timelike,
iii. cosh||p|| = |po| | sinh ||p||| iken cos p lightlike,
(b) V (sinp) timelike ve
i. pi > tanh? ||p|| iken sin p spacelike,
ii. p? < tanh®||p|| iken sin p timelike,

iii. p? = tanh® ||p|| iken sin p lightlike
split kuaterniyondur.
Ispat. p lightlike olmayan sifirdan farkl1 split kuaterniyon olmak iizere

1. p ve p spacelike iken
cosp = cosh ||p|| cos py — sgn(p) sinh ||p|| sin po

olup

Ieosp = (cosh ||p]| cos po — sgn(p) sinh ||p|| sin po)
(cosh ||p|| cos po + sgn(p) sinh ||p|| sin po)
= cosh? ||p|| cos® p + sinh? ||p|| sin? pg > 0

olup cos p spacelike split kuaterniyondur.

Iy (cosp) = (—sgn(p) sinh ||p|| sin py) (sgn(p) sinh ||p|| sin p)
=sinh? ||p|| sin? pp > 0

olup V' (cos p) spacelike split kuaterniyondur.

sinp = cosh ||p|| sin py + sgn(p) sinh ||p|| cos py
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olup

Lsinp = (cosh ||p|| sin pg + sgn(p) sinh ||p|| cos py)

(cosh ||p]| sin po — sgn(p) sinh ||p|| cos po)
= cosh? ||p|| sin® p + sinh? ||p|| cos? po > 0

oldugundan sin p spacelike split kuaterniyondur.

Iy (sinp) = (sgn(p) sinh ||p|| cos py) (—sgn(p) sinh ||p|| cos po)
=sinh? ||p|| cos® py > 0

oldugundan V' (sin p) spacelike split kuaterniyondur.

2. p spacelike ve p timelike iken
cosp = cosh ||p|| cosh py + sgn(p) sinh ||p|| sinh py (4.64)
olup

I.osp = (cosh ||p]| cosh py + sgn(p) sinh ||p|| sinh py)
(cosh ||p|| cosh py — sgn(p) sinh ||p|| sinh py)
= cosh?® ||p|| cosh? py — sinh? ||p|| sinh® py
= cosh?® py + sinh? ||p||(cosh® py — sinh? py)
= cosh?® py + sinh? ||p|| > 0

oldugundan cos p spacelike split kuaterniyondur.

Iy (cosp) = (sgn(p) sinh ||p|| sinh py) (— sgn(p) sinh ||p|| sinh py)
= — sinh? ||p|| sinh® py < 0

oldugundan V' (cos p) timelike split kuaterniyondur.

sinp = — cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py (4.65)
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olup

Isinp = (— cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py)
(— cosh ||p|| sinh pg + sgn(p) sinh ||p|| cosh py)
= cosh? ||p|| sinh? py — sinh? ||p|| cosh? pq
= (cosh ||p|| sinh py — sinh ||p|| cosh py) (cosh ||p|| sinh py + sinh ||p|| cosh py)
=sinh(po — [p[]) sinh(po + [[p||)

1 1
:5 sinh 2py — B sinh2||p||

oldugundan

(a) sinh2p, > sinh 2||p|| iken sin p spacelike,
(b) sinh 2p, < sinh 2||p|| iken sin p timelike,

(c) sinh 2pg = sinh 2||p|| iken sin p lightlike

split kuaterniyondur.

Iy (sinp) = (—sgn(p) sinh [|p|| cosh po) (sgn(p) sinh ||p|| cosh po)
= — sinh? ||p|| cosh? py < 0

olup V (sin p) timelike split kuaterniyondur.

3. p timelike ve p timelike iken

cosp = cosh ||p|| cos po + sgn(p) sinh ||p|| sin py (4.66)
olup
Ioosp = (cosh ||p|| cos po + sgn(p) sinh ||p|| sin py)
(cosh ||p|| cos pg — sgn(p) sinh ||p|| sin po)
= cosh? ||p|| cos? py — sinh? ||p|| sin® py
oldugundan

(a) cosh ||p]| | cospo| > sinh ||p]| | sin po| iken cos p spacelike,
(b) cosh ||p|| | cospo| < sinh ||p]| | sin po| iken cos p timelike,

(c) cosh ||p]| | cospo| = sinh ||p]| | sin po| iken cos p lightlike
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split kuaterniyondur.

]V(cosp) - (Sgn(p) sinh HpH SinpO) (_ Sgn(p) sinh HpH Sinp())
= — sinh? ||p||sin® py < 0

olup V' (cos p) timelike split kuaterniyondur.

sinp = cosh ||p|| sin py — sgn(p) sinh ||p|| cos po (4.67)
olup
Lsinp = (cosh ||p|| sin py — sgn(p) sinh ||p|| cos po)
(cosh ||p]| sin po + sgn(p) sinh ||p|| cos po)
= cosh? ||p|| sin® py — sinh? ||p|| cos? po
oldugundan

(a) cosh ||p]|| sinpo| > |sinh ||p|||| cos po| iken sin p spacelike,
(b) cosh ||p||| sinpo| < | sinh ||p|||| cos po| iken sin p timelike,

(c) cosh ||p]|| sin po| = |sinh ||p|||| cos po| iken sin p lightlike

split kuaterniyondur.

Iy (sinp) = (—sgn(p) sinh [[p]| cos po) (sgn(p) sinh [|p|| cos po)
= — sinh? ||p|| cos? py < 0

oldugundan V (sin p) timelike split kuaterniyondur.

4. p lightlike ve p timelike iken
cos p = cosh ||p|| — sgn(p)po sinh ||p|| (4.68)
olup

Teosp = (cosh ||p]| — sgn(p)po sinh ||p||) (cosh ||p]| + sgn(p)po sinh ||p||)
= cosh? ||p|| — pj sinh® ||p|

oldugundan

(a) cosh ||p|| > |po| | sinh ||p]|| iken cos p spacelike,

(b) cosh ||p|| < |pol| |sinh ||p]|| iken cos p timelike,
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(c) cosh ||p|| = |pol| | sinh ||p||| iken cos p lightlike

split kuaterniyondur.

Iy (cosp) = (— sgn(p)po sinh [|p||) (sgn(p)po sinh ||p||)
= — pgsinh? [|p[| < 0

olup V' (cos p) timelike split kuaterniyondur.
sinp = — cosh ||p||po + sgn(p) sinh ||p|| (4.69)
olup

Isnp = (= cosh [|p[|po + sgn(p) sinh ||p||) (— cosh [|p[|po — sgn(p) sinh ||p||)
=pjg cosh® ||p|| — sinh? ||p||
—pj cosh” [[p|| 4+ 1 — cosh? [|p|
—(p5 — 1) cosh® ||p| + 1

oldugundan

(a) p2 > tanh?||p|| iken sin p spacelike,
(b) p?2 < tanh? ||p|| iken sin p timelike,

(¢) p? = tanh?||p|| iken sin p lightlike

split kuaterniyondur.

v (sinp) = (sgn(p) sinh [|p|]) (= sgn(p) sinh ||p|)
= —sinh? ||p|| < 0

oldugundan V' (sin p) timelike split kuaterniyondur.
[

Simdi, kosiniis ve siniis fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesi ile ilgili asagidaki

sonug verilebilir:
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Sonucg 4.2. Split kuaterniyonlarda kosiniis fonksiyonunun tanim kiimesi
D(cos) = Hg (4.70)
ve goriintii kiimesi
R(cos) ={q € Hs : (¢,q) = (s, sl) V (sl,tl) v (tl,tl) Vv (Il,tl)} 4.71)
seklindedir. Ayrica siniis fonksiyonunun tanim kiimesi
D(sin) = Hg (4.72)
ve goriintii kiimesi

R(sin) = {q € Hs : (q,q) = (sl,sl) V (sl,tl) v (¢, tl) v (I, tl)} 4.73)

seklindedir.

Ornek. 4.1.

1. p=1q,
2. p=17,
3. p=Jk,

4 p=2+4i+j+Ek

S p=14+7+k

icin sin p ve cos p degerlerini bulunuz.

Coziim.

1. p = i olmak iizere psgn(p) = i* = —1 oldugundan

1
sini = —52'(6’1 —e') =isinh 1 4.74)

ve |
cosi = 5(6_1 +e') =cosh1, 4.75)
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2. p = j olmak iizere psgn(p) = j2 = 1 oldugundan

1
sinj = —éj(e1 —e 1) = —jsinh1 (4.76)

ve
1
cosj = 5(61 +e ) = cosh 1, 4.77)

3. p = k olmak iizere psgn(p) = k? = 1 oldugundan

1
sink = —ék(el —e ') = —ksinh1 (4.78)

ve
1
cosk = 5(61 +e ') =cosh, (4.79)

4. p =2+ 1+ 7 + k olmak iizere p spacelike ve p timelike oldugu goriiliir.
psgn(p) = (2+i+j+k)(i+j+k) =1+ 2i+ 25+ 2k oldugundan

Sin(2 +Z—|—j + k) —d _§<Z +,] + k)(€1+27,+2]+2k o 6—1—21—23—2]{:) (480)

yazilir. Burada Iy 9, 9; 1 0x = 17 + 2% — 22 — 22 = —3 olup
. 21+ 25 + 2k
ol 2i42j+2k _ (cosh2 + % sinh 2) (4.81)
v 21 — 25 — 2k
o122k _ 1 <cosh2 + = 2j — = sinh 2) (4.82)
yazilir.
+ 7+ k 21 + 27 + 2k
sin(2+i+j+k) = —W (e (coshQ + % sinhQ)

—21 — 27 — 2k
— et (coshQ + ! 2‘7 sinh 2))

1
=— §(i—|—j+k) (ecosh2 — e 'cosh2+ e(i + j + k) sinh 2

+e'(i+j+k)sin2)

1
—5(@ +j+k)((e—e")cosh2+ (e+e ")(i+j+ k)sinh2)
=—(i+7+k)(sinhlcosh2+ (i+ j+ k) cosh 1sinh 2)

= —cosh 1sinh2 — (i + j + k) sinh 1 cosh 2
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elde edilir. Ayrica bu esitlik Teorem [4.2]ile verilen
sinp = — cosh ||p|| sinh py — sgn(p) sinh ||p|| cosh py (4.83)
esitligi kullanilirsa
sinp = —cosh 1sinh 2 — (i + j + k) sinh 1 cosh 2 (4.84)

seklinde kolaylikla bulunur.

5.p =1+ j+ k olmak iizere [, = —1 ve I, = —2 olup p ve p timelike
split kuaterniyondur. psgn(p) = J:/k%(j ) — 2+\}; k olup iki timelike split

kuaterniyonun ¢arpimi oldugundan spacelike split kuaterniyondur ve vektorel

kisminin timelike oldugu goriiliir. O zaman

sinhv/2cos1 . sinhv/2cos1

sinp = cosh v2sin1 — k 4.85
P NG J NG (4.85)
ve
sinh v/2sin 1 sinh v/2sin 1
cosp = cosh V2 cos 1 + |+ k 4.86
P NG J NG (4.86)
elde edilir.

2 NG
(cosh V2sinl — sinh v2cos1 . _ sinh V2cos 1 k)

inh v/2 1 inh v/2 1
sin2p:<cosh\/§sin1—sm V2 cos ;o V2 cos k)

vz’ V2
sinh?v/2cos?1  sinh?v/2cos? 1
+
2 2
+sinh? v/2 cos? 1 — cosh v2sinh v/2sin 1 cos 15

— cosh v/2sinh v/25sin 1 cos 1k
= cosh? v/2sin? 1 + sinh? v/2 cos? 1 — cosh v2sinh v/2sin 1 cos 1(j + k)

—cosh®v/2sin?1 +

veE
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inhv/2sin 1 sinh v/2sin 1
cosp = [ coshv2cos1 + S |+ k
b \/5 J \/§

sinh v/2sin 1 sinh v/2sin 1
cosh \/5 cos1 + )+ k

= cosh? V2 cos? 1 4+ v/2 cosh v/2 cos 1 sinh v/25sin 1
+v/2 cosh v/2 cos 1 sinh v/2 sin 1k + sinh? v/2 sin? 1

olup
sin? p + cos® p = cosh 2||p|| (4.87)

elde edilir.

4.2 Split Kuaterniyonlarda Trigonometrik Sekant ve Kosekant
Fonksiyonlar

Split kuaterniyonlarda bolme islemi ters ile carpma islemi vasitasiyla
tanimlanir.  Tanjant ve kotanjant fonksiyonu tanimlamak icin sinp ve cosp
split kuaterniyonlarinin terslerine ihtiya¢ duyariz. Bu alt boliimde, sirasiyla
kosiniis ve siniisiin split kuaterniyonlarda carpma islemine gore tersi olan sekant ve

kosekant fonksiyonlar1 tanimlanmustir.

Tanim 4.2. p € Hg ve cos p lightlike olmayan ve sifirdan farkli split kuaterniyon

olmak iizere sekant fonksiyonu
secp := (cosp)~* (4.88)

seklinde tanimlanir. sin p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olmak
lizere kosekant fonksiyonu
cscp = (sinp)~* (4.89)

seklinde tanimlidir.

1. p ve p spacelike ise

cosh ||p|| sin po — sgn(p) sinh ||p|| cos po
sin® pg + sinh? ||p||

cscp = (sinp) ' = (4.90)

veE

cosh ||p|| cos po + sgn(p) sinh ||p|| sin pg

—1
secC = (COS =
p = (cosp) cosh? [|p| — sin? po

,  (4.91)
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2. p spacelike ve p timelike ise

— cosh ||p|| sinh py + sgn(p) sinh ||p|| cosh po
2(sin® po — sin 2||p||)

cscp = (sinp)~! =

(4.92)

\(

h hpy — inh inh
secp = (cosp)~! = = Pl cos Po Sgn_(p);m P sin P (493
cosh” py + sinh” |||

3. p ve p timelike ise

cosh ||p|| sin pp + sgn(p) sinh ||p|| cos po

N1
cscp = (sin = 4.94
p=(sinp) cosh? ||p|| sin? py — sinh? ||p|| cos2 po (494)
ve
secp = (cosp)~! = cosh ||p|| cos pp — sgn(p) sinh ||p|| sin po (4.95)
cosh? ||p|| cos? py — sinh? ||p|| sin® po '
4. p lightlike ve p timelike ise
cdop — (sinp)~! — o0 [pllpo — sgn(p) sinh [|p|| (4.96)
(p§ — 1) cosh® [|p|| + 1
ve
_ cosh ||p|| + po sgn(p) sinh ||p
oy = (cospy! = RIPL sl o
cosh” [|p| — pg sinh” [|p|
seklindedir.

Ornek. 4.2. p = 2 + i — 3k split kuaterniyonu icin sec p degerini bulunuz.

Coziim. ||p|| = 2v/2 olup Teorem geregi

secp =(cosp) ! = cosp

[cosp

_cosh [Ip][cos po + sgn(p) s o] S o
cosh? ||p|| cos2 py — sinh? ||p|| sin® po

1 i — 3k
= cosh 2v/2 cos 2 — sin 2v/2 sin 2]
cosh? 24/2 cos? 2 — sinh? 2v/2sin? 2 { 22

1 , — 3k
[cosh2x/§cos2—l 3 sin2\/§sin2}

:cosh2 24/2 cos? 2 — sinh? 24/2sin? 2 2v/2

Simdi, sekant ve kosekant fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesi ile ilgili asagidaki

sonug verilebilir:
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Sonuc¢ 4.3. Split kuaterniyonlarda tanimli sekant fonksiyonun tanim kiimesi
Disec) = {0 # p € Hy : Legnp # 0} (4.98)
ve goriintii kiimesi
R(sec) = {q € Hs : (¢,q) = (sl,sl) V (sl,tl) V (tl,t])} (4.99)
seklindedir. Ayrica kosekant fonksiyonunun tanim kiimesi
D(csc) = {0 # p € Hg : Ln, # 0} (4.100)
ve goriintii kiimesi
R(esc) = {q € Hg : (¢,q) = (s, sl) V (sl,tl) Vv (tl,t])} (4.101)

seklindedir.

4.3 Split Kuaterniyonlarda Trigonometrik Tanjant ve Kotan-

jant Fonksiyonlar

Bu alt boliimde, split kuaterniyonlarda tanjant ve kotanjant fonksiyonlar1 reel
kuaterniyonlara benzer olarak tanimlanmustir. Split kuaterniyonlarda siniis ve
kosiniis fonksiyonlarinin skaler ve vektorel kisimlar1 kullanilarak bu fonksiyonlar

da skaler ve vektorel kisimlarina ayrildi ve karakteristikleri incelendi.

Tanimm 4.3. p lightlike olmayan sifirdan farkli split kuaterniyon olsun. cosp
lightlike olmayan sifirdan farkli bir split kuaterniyon olmak iizere tanjant fonksiy-
onu

tanp := (cosp) 'sinp (4.102)

seklinde tanimlanir. sinp lightlike olmayan sifirdan farkli bir split kuaterniyon

olmak iizere kotanjant fonksiyonu

cotp := (sinp) ' cosp (4.103)
seklinde tanimlidir.
Not. Split kuaterniyonun tersi tanimindan (sinp)~! = ;fnp ve (cosp)™! = ;OSZ
s p COoSs

yazilabilir.
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Simdi, tanjant ve kotanjant fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesi ile ilgili asagidaki

sonug verilebilir:

Sonuc 4.4. Split kuaterniyonlarda tanjant fonksiyonun tanim kiimesi

D(tan) = {p € Hs : Loon, # 0} (4.104)
ve kotanjant fonksiyonun tanim kiimesi

D(cot) = {p € Hs : Ly, # 0} (4.105)

seklindedir.

Teorem 4.5. py # 0 ve p lightlike olmayan sifirdan farkl split kuaterniyon olmak

lizere

1. pve p spacelike iken

_ sin2po + sgn(p) sinh 2||p||

tanp : (4.106)
2(cosh? p]| — sin po)
e in 2 inh 2
cot p = 5020 = sEn(p)sinh 2| @107
2(sinh” [|p|| + sin” po)
2. p spacelike ve p timelike iken
inh 2 inh 2 h2
tanp = — oo Po+sg21(p) sin 2||p||COS Do 4.108)
2(cosh” pg + sinh” ||p||)
ve
—ginh 2 inh 2
cotp = — 2P0 + sgn(p)sinh 2ljp] (4.109)
sin® pg — sin 2||p|
3. p timelike ve p timelike iken
h2 in 2pg — inh 2
tanp — _Ch 2Pl sin 2 — sgn(p) sinh 2 w110
2 (cosh? ||p|| cos® py — sinh? ||p|| sin® po)
v h2||p|| sin 2 inh 2
oty — 508 2||p||SH.l 2po+sgn(1;)81n el @.111)
2(cosh Ip|| sin® po — sinh ||p||cost0)
4. p lightlike ve p timelike iken
—2 1 — p2)sinh 2
tanp _ Po + Sgn(p) ( pO) S ||p|| (4112)

2 (cosh2 Ipll — p5 sinh” HPH)
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ve
—2po + sgn(p) (pj — 1) sinh 2| p||

4.113
2 (2% = 1) cosk [lp] + 1) @119

cotp =

saglanir.
Ispat. Vp = py + p € Hg olsun.

1. p ve p spacelike iken (sgn(p))” = —1 olup

tanp = (cosp) ' sinp
1
" cosh? Ip|| — sin® po

[(cosh [p] cos po + sgn(p) sinh [|p|| sin po)

(cosh [|p|| sin po + sgn(p) sinh |[p|| cos po))]
1

cosh2||p|| sin? py

[cosh? ||p|| cos po sin py — sinh? ||p|| cos py sin py

+ sgn(p) (sinh [[p|| cosh [|p|| sin® po + sinh || p[| cosh [|p|| cos® po) ]
1

" cosh? Ip|| — sin? po

[(cosh2 Ipll — sinh? IIp||) cos po sin po

+ sgu(p) sinh ||p|| cosh ||p||(cos® po + sin py)]
__cos po sinpg + sgn(p) sinh ||p|| cosh ||p||

N cosh? ||p|| — sin® po

_ sin 2py + sgn(p) sinh 2||p||

2 (cosh? [|p|| — sin? po)
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veE

cotp =(sinp) ! cosp
B 1
~ sin® py + sinh? ||p|

[(cosh [|p|| sin po — sgn(p) sinh |[p|| cos po)

(cosh ||p|| cos po — sgn(p) sinh ||p|| sin p)]
1

:Sin2p0 + sinh? ||p||

[cosh? ||p|| sin pg cos py — sinh? ||p|| cos py sin py

— sgn(p) (COS2 po sinh ||p|| cosh ||p|| + sin? po cosh ||p|| sinh Hp||)]
1

:sin2p0 + sinh? ||p||

[(cosh2 lpll — sinh? Hp||) COS Py Sin py

— sgn(p) (cos.2 po + sin? po) cosh ||p|| sinh Hp]”
__cos posin py — sgn(p) cosh [|p| sinh ||p||

sin® pg + sinh® ||p||
_sin2py — sgu(p) sinh 2||p||
92 (sin2p0 + sinh? HpH)

elde edilir.

2. p spacelike ve p timelike iken (sgn(p))” = 1 olup

tanp = (cosp) ‘sinp

1

= cosh cosh pg — sgn(p) sinh sinh
COSh2p0 +Sinh2 ||p|| ( ||p|| Po g (p) ||p|| pO)

(— cosh ||p|| sinh pg — sgn(p) sinh ||p|| cosh py)

1

= — cosh? cosh pg sinh pg + sinh? cosh pg sinh
COSh2p0 + sinh2 HPH |: ||p|| Po Po ||p|| Po Po

— sgn(p) (sinh2 posinh ||p|| cosh ||p|| + cosh? py cosh ||p]| sinh ||p||)]

1
= sinh? — cosh? cosh pg sinh
Cosh2p0+sinh2 ||p|| [( ||p|| ||p||) Do Po

—sgn(p) (sinh2 po + cosh? po) (cosh ||p]| sinh HpH)]
_ sinh 2p + sgn(p) cosh 2py sinh 2||p||
B 2 (cosh? p + sinh?* ||p||)
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veE

cotp = (sinp) ' cosp
- 1

3(sin® po — sin 2[p||)

(

[(— cosh ||p|| sinh py + sgn(p) sinh ||p|| cosh po)

cosh ||p|| cosh py + sgn(p) sinh || p|| sinh py)]
1

_%(sin2p0 —sin 2||p||)

[— cosh? ||p|| sinh py cosh py + sinh? ||p|| cosh py sinh py

+ sgn(p) (Cosh2 po sinh || p|| cosh ||p]| — sinh? py cosh |Ip|| sinh ||p||)}

1
= _ sinh? ||p|| — cosh? ||p||) cosh py sinh pg
2(sin® po — sin 2||p||) i )

+ sgn(p) (cosh® py — sinh® pg) cosh [|p|| sinh ||p|l]
_ — cosh pg sinh py + sgn(p) cosh ||p|| sinh ||p||

. 2(sin® po — sin 2[|p||)

_ —sinh 2p, + sgn(p) sinh 2|p||

B sin? py — sin 2||p||

elde edilir.

3. p timelike ve p timelike iken (sgn(p))® = 1 olup

tanp = (cosp) ' sinp
1

" cosh? |p|| cos? py — sinh? ||p|| sin? po

[(cosh ||p]| cos pg — sgn(p) sinh ||p|| sin po)

(cosh [|p|| sin po — sgn(p) sinh [[p|| cos po)]
1

" cosh? |p|| cos? py — sinh? ||p|| sin? pq

[cosh? ||p|| cos po sin po

+ sinh? ||p|| sin pg cos po — sgn(p) sin® po sinh ||p|| cosh ||p||

+ cos® py cosh ||p| sinh ||p||]
1

" cosh? |p|| cos? py — sinh? ||p|| sin® pq

[(Cosh2 lp|| + sinh? ||p||) cos po sin pq

— sgn(p)(sin’ py + cos” po) sinh ||p|| cosh [|p|[]
_ cosh 2||p|| sin 2py — sgn(p) sinh 2||p||

2 ((:osh2 IIpl| cos? po — sinh? IIp|| sin? po)
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veE

cotp = (sinp) ' cosp
1

= cosh sin py + sgn(p) sinh Cos
COShQ HpH Sin2p0 . Sinh2 ”p” cos2 o [( Hp” Do g (p) ||pH po)

(cosh ||p|| cos po + sgn(p) sinh [|p| sin po)]
1

" cosh? |p|| sin® po — sinh? ||p|| cos? pq

[cosh? ||p|| sin po cos po

+ sinh? ||p|| cos py sin py + sgn(p) (cos® py sinh ||p|| cosh ||p||

+ sin® py cosh ||p|| sinh ||p]])]
1

" cosh? |p|| sin? po — sinh? ||p|| cos? pq

[(cosh2 |p|| + sinh? ||p]|) Cos Py sin Py

+ sgn(p) (cos2 po + sin? po) cosh ||p|| sinh HpH]
_ cosh 2||p|| cos po sin py + sgn(p) cosh ||p|| sinh ||p||

cosh? ||p|| sin? py — sinh? ||p|| cos? py
~ cosh 2||p|| sin 2py + sgn(p) sinh 2||p||

2 (cosh? [|p]| sin® po — sinh? ||p|| cos? po)
elde edilir.
4. p lightlike ve p timelike iken (sgn(p))* = 1 olup

tanp = (cosp) 'sinp

(cosh ||p|| 4 po sgn(p) sinh ||p||) (— cosh ||p||po + sgn(p) sinh ||p||)
cosh” [|p|| — p3 sinh® ||p|

1
~ cosh? [|p|| — p2sinh? ||p||
+ sgn(p) (cosh ||p|| sinh ||p|| — p sinh ||p|| cosh ||p]|)]

(sinh? ||p|| — cosh® [[p|))po + sgn(p) (1 — pj) sinh [[p|| cosh |[p|
cosh” [[p|| — p§ sinh” |p|
_ =2po + sen(p) (1 — pj) sinh 2||p||
2 (cosh” [[p]| — pg sinh? ||p||)

[~ cosh® ||p|lpo + sinh” |[p||po
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cotp = (sinp) ' cosp
_ (—cosh|[|p[|po — sgn(p) sinh [|p||) (cosh ||p|| — po sgn(p) sinh [|p||)
B (P2 — 1) cosh? [|p|| + 1

— cosh? ||p||po + po sinh? ||p|| + sgn(p) (pg cosh ||p|| sinh ||p|| — sinh ||p|| cosh [|p]|)

(p§ — 1) cosh? [|p| + 1
_ po (sinh?[|p|| — cosh?||p||) + sgn(p) (p§ — 1) cosh [|p]| sinh [|p
N (pg — 1) cosh? ||p[| + 1
_—2po +sgn(p) (pg — 1) sinh 2| p||
2 ((pg — 1) cosh? ||p|| + 1)

elde edilir.
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SONUC

Split kuaterniyonlarin karakteristikleri ile toplamlar1 ele alindi§inda i¢ carpimlarin
olast durumlari incelendi. Literatiirde tanimlanmig olan split kuaterniyonlarda iistel
ve logaritmik fonksiyonlar (4, +, —, —) ve (+, —, —) metrikleri ile tekrar ifade
edildi. Bu fonksiyonlarin karakteristikleri ve reel iistel ve logaritmik fonksiyonlar
icin gegerli olan Ozelliklerin split kuaterniyonlar icin de gecgerli olup olmadig:
arastirilldi.  Sonug olarak, bazi ozellikler tiim split kuaterniyonlar i¢in gecerli
olmasa da gerekli kisitlamalar altinda bu 6zelliklerin saglandigi gosterildi. Split
kuaterniyonlarda {iistel ve logaritmik fonksiyonlar kullanilarak kuvvet fonksiyonu
reel kuaterniyonlara benzer olarak tarif edildi. Ustel fonksiyon yardimiyla split
kuaterniyonlarda siniis, kosiniis, sekant, kosent, tanjant ve kotanjant fonksiyonlari
tarif edildi. Split kuaterniyonlarda iistel fonksiyon reel ve skaler kisimlar ile
ifade edildiginden bu gosterimler kullanilarak trigonometrik fonksiyonlar reel ve
vektorel kisimlarina ayrilarak gosterildi. Split kuaterniyonlarda trigonometrik
fonksiyonlarin karakteristikleri incelendi ve reel trigonometrik fonksiyonlarin
sagladig1 temel oOzelliklerin split kuaterniyonun karakteristifine gore saglanip

saglanmadig1 tespit edildi.
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