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OZET

Lineer ve Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklem
Sistemlerinin Sinc-Galerkin Metodu Ile Coziilmesi

Ismail ONDER

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Danigsman: Dr. Ogr. Uyesi Miisliim OZISIK
Es-Danisman: Prof. Dr. Aydin SECER

Bu Yiiksek Lisans tezinde, lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem
(ADD) sistemlerinin yar1 analitik ¢6ziimleri Sinc-Galerkin metodu (SGM) kullanilarak
incelenmistir. Bu yontemin, kesirli ve tam sayili mertebeden, adi ve kismi diferansiyel
denklemlerde yaklasik ¢oziim elde etmedeki etkililigi bilindiginden, adi diferansiyel
denklem sistemlerinde de ayni etki ve basariya ulasildig1 belirtilmektedir. Ayrica,
Sinc-Galerkin yontemi uzun yillardir literatiirde etkili sonuglar veren yari analitik

yontemler arasinda yer almaktadir.

ik béliimde , kapsamli bir literatiir taramasi yapilmistir. Tezin amaci ve tezin
literatiire katkis1 da ilk boliimde (1)) ifade edilmektedir. Karmasik analiz, analitik
fonksiyonlar, doniisimler ve konform doniisiim hakkinda on bilgiler tezin ikinci
boliimiinde yer almistir. Bu boliim, yiiksek lisans tezinde tanitilan yontemle ilgili

on bilgileri, tanimlar1 ve teoremleri icermektedir.

Ugﬁncii bolimde , Sinc-Galerkin metodu (SGM) tanmitilmistir.  Yontem, adi
diferansiyel denklem sistemi {izerinde genisletilmis, ayrik sistem elde edilmis, sistemin
hata yaklasimina ve sistemin ¢6ziim denklemine yer verilmistir. Dordiincii boliimde
lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin 4 6rnegi incelenmistir
(). Ayrica SGM ve diger metotlar ile elde edilen sayisal sonuglara yer verilmistir.
Sekiller ve sayisal sonuclar Maple Yazilimi ile elde edilmistir. Son béliimde (5)),
yontemin etkinligine iliskin bazi sonuclara ve tartigsmalara yer verilmistir. Sekillerin
ve sayisal sonuglarin elde edildigi Maple Yazilim kodlar1 Ek{A]da verilmistir.
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ABSTRACT

Solutions of Linear and Non Linear Systems of Ordinary
Differential Equations with Sinc-Galerkin Method

Ismail ONDER

Department of Mathematical Engineering

Master of Science Thesis

Advisor: Dr. Muslum OZISIK
Co-advisor: Prof. Dr. Aydin SECER

In this Master of Science thesis, semi-analytical solutions of linear and nonlinear
ordinary differential equation (ODE) systems was studied by using Sinc-Galerkin
method (SGM). Since it is known that the use of this method in ordinary and partial
differential equations with fractional and integer order is quite successful, it is stated
that the same effect and success are achieved in systems of ordinary differential
equations. In addition, SGM has been among the semi-analytical methods that give

effective results in the literature for many years.

In the first section (1)), an extensive literature review was included. Main purpose of
thesis and original contribution of thesis are stated in the first section (I)). Preliminary
information about complex analysis, analytical functions, mappings and conformal
mapping was included in the second section (2). This section contains preliminaries,
definitions and theorems about the method which introduced in the master of science
thesis. The Section (3)) includes the introduction of Sinc-Galerkin method (SGM).
The method was expanded on the system of ODE, discrete system was obtained, error
approximation and solution of the system was included. Four examples of linear and

nonlinear systems of ODE were investigated in the fourth section (4).

Also, numerical results of SGM and other methods were shown. Figures and numerical
results were obtained via Maple Software. In the last section (5), some results and
discussions on the effectiveness of the method was given. Maple Software codes from

which the figures and numerical results are obtained are given in Appendix{Al
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Diferansiyel denklemler, matematiksel modellemenin temelidir. Bu nedenle
diferansiyel denklem sistemleri bircok bilim dalinda (kimya, biyoloji, fizik vb.) ve
mihendislikte kullanilmaktadir. Bu kadar yaygin kullanilan diferansiyel denklem
sistemleri i¢in cok cesitli ¢oziim yontemleri vardir. Bazi gilincel 6rnekler soyledir:
Yenilenebilir enerji kaynaklari [[1] ve CO, emisyon diizenleme [2], hastaliklarin genel
formlarinin modellenmesi [3-5[], sucicegi [|6], giincel bir pandemi olan COVID-19
[7, 8] ve HIV-COVID birlesimi [9]]. Bu kaynaklara ek olarak, ekonomi ve tibbi
uygulamalarda da pek cok 6rnekleri mevcuttur. Uriin yasam dongiisii [[10], elektrikli
araclarin tiretimi ve satist [[11]], kesirli modellerle piyasa dengesi olusturma [[12],
lojistik ulasim aglari [[13]], su dagitiminin kontrolii [[14], glikoz-insiilin denge dinamigi

[15], néronsal aktiviteler [[16] ve topragin filtrelenmesi islemi [|17]], vb.

Diferansiyel denklemler matematiksel modellemenin temellerinden biri oldugu icin
bilim ve miihendislikte kullanildig1 bilinmektedir. Denklemlerin c¢éziimlerini elde
etmek icin uzun yillardir etkili analitik ve sayisal yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemlerden bazilari analitik yontemlerdir ve kesin ¢oziim verirler; Exponential-
function (Exp-function) metodu [18]], fractional sub-equation metodu [|19], Riccati-
Bernoulli sub-ODE metodu [20], Hirota metodu [21]], (%)-expansion metodu [[22]],
extended rational sin-cos and sinh-cosh metodu [23]], rational trigonometric function
metodu [24]], vb.

Ayrica, denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilebilmesi icin baz1 yari-analitik metotlar da
gelistirilmistir: Adomian ayrisma (decomposition) metodu [25[], diferansiyel doniisim
metodu [26], homotopi analiz metodu [27], fractional iteration metodu [21]], varia-

tional iteration metodu [28], vb.

Bunlarin yanisira, diferansiyel denklemler icin sayisal metotlar da mevcuttur;power
series metodu [29]], dalgacik analiz metodu [|30], Haar dalgacik metodu [[31], Padé



yaklasim metodu [|32]], vb.

Ayrica, diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmek icin bazi kullanilan bazi sayisal
yontemler polinomlari temel almaktadir (polynomial based). Polinom tabanli ¢6zim
yontemlerine verilebilecek Ornekler mevcuttur. Bernstein polinom metodu [33],
Chebyshew interpolasyon metodu [34]] ve diferansiyel kuadratiir metodu [35]
polinom bazli metotlara ornektir. Bu Yiiksek Lisans tezinde, diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢Oziimlerinde kullanilan ana metot yine polinom bazli metot olan

Sinc-Galerkin metodudur.

Sinc fonksiyonu ve kardinalite (cardinality) fonksiyonu ilk kez E.T. Whittaker
tarafindan yaymnlanan makalede analiz edilmistir [36]. SGM ise 1979’da Frank
Stenger tarafindan yayimnlanan makalede tamitilmistir [|37]. Bu makale, sinc
fonksiyonlarinin sinir degerli diferansiyel denklemlerde ilk kez kullanimidir ve
sonrasinda SGM, sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde oldukca popiiler hale
gelmistir. J. Lund ve K. Bowers ise sinc metodu icin kuadratiir kurali hakkinda genis
capli bir calisma yapmislardir [38]].

SGM, lineer/lineer olmayan, eliptik, parabolik ve hiperbolik gibi bircok denklem
tipinde kullanilabilir ve diferansiyel denklemler adi veya kismi olabilir. Literatiirde bu
yontemin kullanildig1 bazi lineer parabolik [39]] ve hiperbolik [40]] kismi diferansiyel
denklemleri iceren calismalar mevcuttur. Yontem, ayrica Poisson [[41]], Bratu [42],
Troesch [43]], iki boyutlu Schrédinger [|44], Euler-Bernoulli kiris modelleri [|45] gibi
bazi 6zel fenomen denklemlerin ¢oziimleri icin de kullanilmistir. Ayrica tekil Dirichlet
tipli [46]] ve lineer olmayan SDP [47]] cozlimleri i¢in de kullanilmistir. Ek olarak kesirli
tiirev operatorlerinin literatiire girmesiyle beraber metot kesirli mertebeden SDP [48]]
ve uzay-kesirli SDP [49] i¢in de kullanilmistir.

Metodun literatiire girmesinin iizerinden uzun zaman gecmis olmasina ragmen,
tizerinde hala calismalar yapilmaya devam edilmektedir. Dordiincii dereceden kismi
tiirevli Cranck-Nicolson tipli integro-diferansiyel denklemi [50[], Griinwald-Letnikov
fark operatorlii, yiliksek dereceli ve zaman kesirli Schrodinger denklemi [[51]], farkli
sekilli nanopartikiiller parcaciklarin termal analizi [52] ve iki boyutlu, cift iistel

Schrodinger denklemi [53]] yapilan ¢alismalara 6rnek olarak verilebilir.

Bu Yiiksek Lisans tezinde, literatiir taramasindan da gortilebilecegi iizere, tizerinde
calisma yapilmamis olan adi diferansiyel denklem sistemleri {izerinde calisilmistur.
Metodun etki orani, diger sayisal metotlar ile kiyaslanmak suretiyle gosterilmistir. Bu

tez esnasinda incelenen Dirichlet tipli adi diferansiyel denklem sistemlerinin genel



formu su sekildedir:

© 2
ZQ:"‘?Q(X) +Riﬁ;(x):| + NLy(0,(x)) + NLy(9,(x)) = f1(x)

L i=0

Z S9(x) + Tn?;(x)] +NL3(0,(x)) + NLy(02(x)) = fo(x).

L i=0

(1.1)

Denklem (1.1)’de, a < x < b icin #,(a) = ¢,(b) = ¥,(a) = ¥,(b) = 0. Burada !
ve ¥, fonksiyonlarin f’inci tiirevini temsil etmektedir. Ayrica Q;,R;,S; ve T; analitik
fonksyionlardir ve i = 1...4 ve j = 1,2 icin NL;(#;(x)) denklemlerin lineer olmayan

kisimlarini ifade etmektedir.

1.2 Tezin Amaci

Bu Yiiksek Lisans tezinin amaci, lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem

sistemleri icin Sinc-Galerkin metodu kullanarak yaklasik ¢oziim elde etmektir.

1.3 Orijinal Katki

Sinc-Galerkin metodu, adi diferansiyel denklem sistemleri icin genisletilmistir.
Literatlir taramasinda da bahsedildigi tizere, method daha Once sistemler tizerinde
kullanilmamistir. ~ Boylelikle, metodun adi diferansiyel denklem sistemlerinin

¢oziimlerinde de etkili bir metot oldugu ispatlanmaistir.



2

ON BILGILER

2.1 Karmasik Analiz Hakkinda On Bilgiler

Gecen yiizyilda matematikciler cesitli bilim dallarindan bircok problemlerle
karsilasmislardir. Problemler farkli alanlardan olsa da benzer sartlara ve ozelliklere
sahiplerdi. Matematikciler bu durumu fark ettikten sonra, problemlere yeni bir
yaklasim yontemi edindiler. Boylelikle 6nemsiz detaylar ortadan kaldirilmis oldu.
Bu yaklasima, soyut yaklasim (abstract approach) denir. Soyut yaklasimin avantaji,
onemli ayrintilara konsantre olma sansina sahip olunmasidir. Boylece arastirmacinin
dikkatinin 6nemsiz ayrintilarla dagilmadig: acikca goriilmektedir. Arastirmacilar bu
gercegi diisiindiiklerinde, soyut yaklasimin matematiksel modellemenin en basit ve

en ekonomik yolu oldugunu anladilar.

Bu bolimde metrik uzaylar tanitilacaktir. ~ Metrik uzaylar, reel uzaylarin (R)
analizdeki roliiyle ayn1 sekilde, fonksiyonel analizde temel bir role sahiptir. R kiimesi
genellestirilebildigi ve analizin farkli dallarinda kullanilabildigi gibi, metrik uzaylar da

gelistirilecek yapiya sahiptir.

2.1.1 Metrik Uzaylar
Tamim 2.1. Metrik uzaylar (X,d) ciftiyle gosterilir. Burada X bir kiimedir ve d, X

lizerinde tanimlanan metriktir. Ayrica X iizerinde tanimlanan uzaklik fonksiyonu
olarak da adlandirilir. Bu fonksiyon X x X {izerinde tanimlanmistir. m,n,z € X i¢in 4

aksiyom vardir;

d’nin degeri sonlu ve pozitif olan bir reel sayidir.

dim,n)=0& m=n.

d(m,n) =d(n,m).

d(m,z) < d(m,n)+d(n,z) [54].



Burada, x sembolii kartezyen carpimini temsil eder. o € A,3 € B icin A x B sirali
ikilileri (a, 8) temsil eder. Sonuc olarak X x X, X kiimesindeki tiim elemanlarin sirali

ikililerini tamimlar.

Tanim 2.2. Y C X olacak sekilde bir Y alt kiimesi secelim. Eger metrik d, Y x Y de

siurli ise (Y, d) bir alt uzaydir[|54]. Burada, d diizenlenmis metrik olarak adlandirilir.

Buradan itibaren X = (X, d) bi¢iminde gosterilecektir.

Tanim 2.3. y,€X ver >0€Rigin

* B(yo;r)={y €X|d(y,y,) <r} - acik kiire,
* B(yo;r) ={y €XId(y,y,) < r} - kapal kiire,

* S(yo,r)={y €X|d(y, y,) =r} - kiire.

Burada, y, merkez ve r yaricaptir [54]].

Tamim 2.4. M C X olacak sekilde M alt uzayini ele alalim. M’deki her noktanin kiiresi
varsa, o zaman M’ye acik alt uzay denir. Aksi takdirde, K’nin tiimleyeninin her noktada

bir kiiresi varsa, K’ya kapali1 kiime denir. Burada K'nin tiimleyeni K¢ = X — K’dir [54].

Bir diger tanim ise B(x,;€) acik kiiresi ve € yaricap olsun. Bu B(x,;€), x,'1n €
komsulugu olarak adlandirilir. Literatiirde komsuluk, acik kiire yerine de kullanilabilir.

Tamim 2.5. M C X x, komsusu olacak sekilde bir M kiimesi varsa x,, M nin i¢ noktasi
olarak adlandirilir [|54].

Tanim 2.6. X (I')’min tiim acik alt kiimeleri asagidaki 6zelliklere sahiptir;

e gel,xerl.
* I"daki herhangi iki elemanin birlesimi, yine I' kiimesinin elemanidir.
* I’nin sonlu elemanlarinin kesisimi, yine I" kiimesinin elemanidir [[54]].

Tanmim 2.7. M, X metrik uzaymin bir alt kiimesi, x,, X uzaymnin bir eleman1 olsun
(xy, M kiimesinin bir eleman olabilir veya olmayabilir). x,1n her komsulugu, x,’dan
farkli en az y € M icgeriyorsa, o zaman X, yigilma noktasi (accumulation point) olarak
adlandirilir. M’in tiim noktalar1 ve M’in tiim y1g1lma noktalari, M’'nin kapanislari (clo-

sure) olarak adlandirilir ve M ile gosterilir [[54].



Tanim 2.8. X = (X,d) icindeki {x,} dizisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa, diziye
yakinsak denir [54].

lim,_, ., d(x,,x)=0ve x € X. Burada lim,_, ., x,, = x dir.

Teorem 2.1. M # @, M C X, X = (X,d) ve M, M’nin kapamsidir.

s X €M < lim,_,, d(x,,x) =0 dyle ki x, € M.
* M, kapali kiime ve x,, € M ise lim,_, ., d(x,,x) =0, x € Myi gerektirir. [54].

Tanim 2.9. (X, d) uzayindaki her dizi d metrigi ile yakinsar ise X = (X, d) tam metrik
uzay olarak adlandirilir [[54].

Teorem 2.2. Eger X bir tam uzay ise, X uzayinin alt uzayi olan M de bir kapalt uzaydur.

2.1.2 Normlu Uzaylar ve Banach Uzaylar:

Vektor uzaylari matematigin bircok alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Bircok teorik
veya gercek hayat problemi, elemanlarinin vektor olabilecegi X kiimesine sahiptir. Bu

vektorler, lic boyutlu uzayda veya bir dizi biciminde goriiniir.

Tanim 2.10. m, n, .. vektor elemanlarina sahip, elemanlari bos olmayan ve K (R veya
C) de tanimli bir vektor uzay1 (lineer uzay) olsun. Asagida verilen iki cebirsel islem,

bu uzay iizerinde tanimlidir.
Vektorel toplam, (m,n) swrali ikilileri icin m + n seklinde gosterilir ve asagidaki
esitlikleri saglar;

*m+n=n+m

e m+(n+z)=(m+n)+z
Bu tanmimlara ek olarak, sifir vektori olarak adlandirilan bir vektér mevcuttur ve her
m vektorii icin (—m) seklinde gosterilen vektor vardir ki,

* m+0=m.

* m+(—m) =0 [54].

Tanim 2.11. Her m vektorii ve y sabiti icin sabit ile carpim y.m seklinde gosterilir.

m, n vektorleri ve v, 0 sabitleri icin asagida verilen dort 6zellik mevcuttur;



y.(0.x) =(y.0).x

e lx=x

y.(x+y)=y.x+0.y

(y+0).x=y.x+60.x [54].

Acikca tanimlhidir ki vektor toplami X x X — X seklinde tanimli ve sabitle carpim ise

K x X — X seklinde tanimli operatorlerdir.

Burada, K sabit alan veya katsay1 alani olarak adlandirilir. Eger K = R ise vektor uzayi
X reel vektor uzayi olarak adlandirilir. Ayrica eger K = C ise vektor uzay1 X kompleks
vektor uzayi olarak adlandirilir. Literatiirde O ile karisikligi 6nlemek adina sifir vektor

icin © ile gésterim mevcuttur.

* 0.x=0vey.0=0

Tamim 2.12. Y, X vektor uzayinin alt uzayi olsun. Y vektor uzayidir ve ayni zamanda
Y tizerinde vektorel toplam ve sabit ile carpim islemleri de y,, y, € Y ve a, 8 sabitleri

icin tanimlanmustir [[54].

Tanim 2.13. X vektor uzayi olsun ve u,,u,,...u, € X, a;,a,,...a, € K (R or C). Eger
a,.u; + ay.uy + ... + a,.u, toplami 0’a esitse bu toplam lineer kombinasyon olarak
adlandirilir [[54].

Tanmim 2.14. M uzayindaki vektorlerin tiim lineer kombinasyonlarinin kiimesine
germe (span) denir ve M C X, M # @ [|54].

Tanim 2.15. Eger a,.u; + a,.u,+,... + a,,.u,, = 0 denklemi, X’teki S = u,,u,,...u,, ve
a,dy,...a,, € K igin a; = a, = ... = a,, = 0 seklinde sadece bir ¢6ziime sahipse S
lineer bagimsiz kiime olarak adlandirilir. Diger coziimler mevcutsa S lineer bagimli
olarak adlandirilir [|54].

Tanim 2.16. Eger X kiimesi n-parcali lineer bagimsiz vektorlerin kiimesini iceriyorsa,
X sonlu boyutlu kiime olarak adlandirilir ve n = dimX seklinde gosterilir. Tanima gore
X = 0 bir sonlu boyutlu kiimedir ve dimX = 0’dir. Eger n-bouyutlu sonlu kiimede n+1
veya daha fazla vektor mevcut ise bu vektorler lineer bagimhidir. C[a, b] ve 12 sonsuz

boyutlu iken R" ve C" sonlu boyutlu kiimelerdir [[54/].

Tanmim 2.17. Eger dimX = n ise X’in lineer bagimsiz vektorlerinin n’li demeti (n-tuple)
baz olarak adlandirilir. Eger {€,, €,..€,}, X’in baslar1 ise Vx € X icin sadece bir ifade

bicimi vardir;



X = Gl.al + 62.a2 + ...+ Gn.an
Ornegin, R" bazlari;
e, =(1,0,0,...,0), €, = (0,1,0,...,0), . . €, = (0,0,0,...., 1).

Bu ifade R™in kononik bazlar1 (canonical basis) olarak da adlandirilir. Eger bu durum
genellestirilirse, X herhangi bir vektor uzay1 olsun ve B, X’in lineer bagimsiz altkiimesi
olsun (B, X'i gerer). Bu durumda B, X’in bazi olarak adlandirilir (Hamel Baz1) [|54].

Tanim 2.18. Y € X ve Y = X oldugunu diistinelim. Bu durumda Y diizgiin olmayan
(improper) alt uzay olarak adlandirilir. X # @’in Y digindaki biitiin diger alt uzaylari
da diizgiin (proper) alt uzay olarak adlandirilir [54].

Teorem 2.3. X bir n-boyutlu vektér uzayt olun ve Y, X’in diizgiin bir alt uzay1 olun. Bu
durumda dimY < n [54]].

Teorik problemlerde d metriginin X uzayinda tanimli olmasinmi bekleriz. X vektor
uzayinin cebirsel yapisi ile metrik arasinda bir iliski yoksa, o zaman vektor alanlarda
metrik ve cebirsel teorilerin kullanilmasi beklenilmemelidir. =~ X’de cebirsel ve
geometrik 6zelliklerin kullanimi icin 6zel metrikler tanimlanabilir. Oncelikle gerekli
sart, norm ve normdan elde edilecek olan d metriginin tanimlanmasidir. Boylelikle
normlu uzaylar konsepti literatiire girmis olur. Bu islemden sonra vektor uzaylar
bircok teoriyi saglayabilecek yapilara doniisiirler. Bir cok metrik uzay, gercek hayat
problemlerinde normlu uzay olarak kullanilir. Bu nedenle normlu uzaylar fonksiyonel

analizin sikca kullanilan temellerinden birisidir.

Tanmim 2.19. Eger ozellikleri asagida verilmis olan norm, X vektor uzayinda
tanimlanirsa, X normlu uzay: (normlu vektor uzayi veya normlu dogrusal uzay) olarak
adlandirilir. Eger vektor uzay X, tam vektor uzayi ise, Banach uzayi olarak adlandirilir
[54].

Irll =0

Irl=0&r=0

ly-rll=lyllIrll

lr +s|l < |Ir|l + |Is|| - Ucgen Esitsizligi

Burada, r,s € X ve y €K.



Oklid Normu R"

= (€1, € €) = |7l = {30, (&) H?

r=(€, €9, €) = lIFll = {30, ()P}
lOO
r=(€,€q ..., €,) = ||| = sup; |€]
Cla,b] Normu

|r|| = max,.; |r(t)|. Burada J = [a, b]'dir.

2.1.3 i¢ Garpim Uzay:

Vektor toplami ve sabit ile carpim islemleri normlu uzaylarda kullanilabilir. Burada

noktasal carpim uev = a;.f3; + a,. 3, + a5. 35 seklinde tanimlanir. Bu ifadeye ek olarak

la| = v/a.a da kullanilabilir. Bu ifade bi¢cimini kullanarak, eger ue v = 0 ise u ve v dik

(orthogonal) olarak adlandirilir. Dikligin vektor uzaylar tizerinde genellestirilmesi i¢

carpim uzaylarinin (6n-Hilbert Uzay1 pre-Hilbert Space) elde edilmesini saglar. Eger

bu uzay tam i¢ ¢arpim uzayi ise Hilbert Uzay1 olarak adlandirilir.

Tanim 2.20. X vektor uzayi, tizerinde i¢ carpim taniml bir i¢ carpim uzayi olusturur.

Eger bu vektor uzayi tam ise, yeni olusan uzay Hilbert Uzay: olarak adlandirilir. X

tizerinde taniml i¢ carpim X x X’den K € X’e bir dontisimdiir (mapping). p,n,u € X

vea €K,

s (p+n,u) = (o,u) +(n,u)

* {axp,m)=ax(p,n)

* {p,m) =(n,p)

(p,p)=0ve(p,p) =0 p=0/[54].

X lizerinde tanimlanan i¢ carpim, norm olusturur;

lell = v {p,p)

X tizerinde tanimli metrik;



d(p,n) = llo =1l = v{p—mn,p—mn). Sonuc olarak én-Hilbert Uzaylar1 normlu
uzaylardir ve Hilbert Uzaylari, Banach Uzayidir.

Tanim 2.21. Eger (k,1) = 0 ise k,l € X icin k vektorii [ vektoriine diktir. Ayrica kLI
seklinde gosterilir [[54].

2.2 Analitik Fonksiyonlar Hakkinda On Bilgiler

2.2.1 Karmasik Fonksiyonlar

Karmasik fonksiyonlar hakkindaki teoremlerin ana amaci, analizin (calculus) komplex

tanim kiimesine aktarilmasidir.
Tanmim 2.22. f fonksiyonun limiti, su ozelliklere sahip ise belirlenebilir; Tim x

degerleri icin Ve > 0 ve 0 > 0 olacak sekilde bir € ve 6 sayis: vardir.

0 <|x—x0 <6 — |f(x)—L| > e. Fonksiyonun limiti L'dir [[55]. f(x)e ait x’in
karmasik veya reel olmasi farketmez ¢linkii mutlak operatorii karmasik analizde de

mevcuttur. Ek olarak limit i¢in basit bir gosterim de mevcuttur; f (x) — L for x — x,.

Tanim 2.23. Eger lim,_,, f = f (a) ise y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesindeki bir a
noktasinda siireklidir [55].

Tanim 2.24. Eger bir f(x) fonksiyonu asagidaki limite sahip ise
lim,_, f(x+h2—f(X)

bu limitin degeri f (x)'in tlirevi olarak adlandirilir ve f’(x) seklinde gosterilir [|55]].

Tanmim 2.25. Eger bir f fonksiyonu bir acik (a,) araliginda tanimli ise ve araligin
her noktasinda tiireve sahipse, bu f fonksiyonu tiirevlenebilir olarak adlandirilir. Ek

olarak eger bu aralik bir kapali aralik ise ve fonksiyon asagidaki degerlere sahip ise

limy,_, o+ ’w (Sagdan Tiirev - Right Hand Derivative)
ve
limy,_,o- w (Soldan Tiirev - Left Hand Derivative)

f fonksiyonu tiirevlenebilir olarak adlandirilir [56].

2.2.2 Analitik Fonksiyonlar

Eger bir f(x) fonksiyonu her noktada tiireve sahip ise ve f(x) fonksiyonu tekil

degerli ise f (x) fonksiyonu analitik fonksiyon olarak adlandirilir. Analitik fonksiyonlar
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holomorfik fonksiyonlar olarak da literatiirde yer almaktadir.

Tanim 2.26. Eger bir f(x) fonksiyonu x = x, noktasinda sonlu ise x, noktas: adi
(ordinary) nokta olarak adlandirilir. Diger taraftan bir f(x) fonksiyonu x — x, iken
raksar ise x, noktasi tekil nokta (singular) olarak adlandirilir [57]. Bir diger tanim
tiirii ise f (x) fonksiyonu x, noktasinda analitik degilken x, noktasinin komsulugunda

analitik ise, bu durumda x, noktasi f (x) fonksiyonunun tekil noktasidir [|55]].

2.2.3 Doniisiim Olarak Analitik Fonksiyonlar

w = f(z) fonksiyonu, z noktasindaki w goriintiisiinii temsil eden doniisiim olarak

goriilebilir. Bu boliimde doniisiim hakkindaki temel bilgilere yer verilmektedir.

f fonksiyonunun S metrik uzayinda tanimhi oldugunu ve L metrik uzayinda da farkh
degerlere sahip oldugunu diisiinelim. Burada fonksiyonlar ayni zamanda doniisim
olarak da adlandirilabilir. f fonksiyonu S’den L’ye doniistiiriir ve f : S — L seklinde
gosterilir. Eger X C S ise x € S icin f(x)'in biitiin degerlerinin kiimesi f altinda X’in

goriintiisli olarak adlandirilir ve f(X) seklinde gosterilir.

2.2.4 Konform Doniisiim (Conformal Mapping)

Karmasik fonksiyonlar, genellikle diizlemin bir bolgesini baska bir diizleme tasvir eder.
Resim ile gosterilen bolge arasindaki iliskiyi belirlemek icin karmasik fonksiyondan
ziyade doniisiime uyan analitik fonksiyonlar1 dikkate alabiliriz.  Ana uygulama,
problemin verildigi bolge yerine daha basit bir bolgede coziilmesi ve sonucun ters

doniisiim yardimu ile birinci bolgeye aktarilmasidir.

y yaymin denklemini i¢in en uygun form, parametrik formdur. x = x(t) ve y = y(t),
burada a < t < B ve x(t), y(t) siirekli fonksiyonlardir. Ayrica karmasik formun
notasyonu w = w(t) = x(t) + i.y(t) olarak da kullanilabilir. Ayrica y yay1 [a, 3]

araliginda siireklidir ve w = y(t) doniisiimii kullanilabilir.

Kapali sonlu araligin, siirekli doniisiim altindaki goriintiisii yayin kiime noktalarin

olusturur. Bu kiime kompakt ve baglantilidir (compact and connected) [|55]].

Eger w(t)in tlrevi, w'(t) = x'(t) + i.y'(t), var ve sifira esit degil ise, y yayi
egime sahiptir ve egimin yoni argw’(t) tarafindan yonlendirilecektir. y yayinin
tiirevlenebilir olmas1 durumunda, w’'(t) var ve siirekli olmalidir. y yaymin basit veya
Jordan yay1 olmasi durumunda w(t,) = w(t,) < t; = t, sartini saglamalidir. Kapali

olma durumunda w(a) = w(f) var olmalidir.

Tanim 2.27. y yay1, a < t < f icin Q tanim kiimesinde, w = w(t) denklemine sahip
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olsun ve f(w), Q tizerinde siirekli olsun. Bu durumda, w = w(t) = f (w(t)) kosulunu

saglayan ve y’nin goriintiisii olarak adlandirilan bir T’ yay1 mevcuttur [55]].

f (w)nmn analitik oldugunu bilerek, «’(t) bulunabilir (w’(t) = f'(w(t)).w'(t)). Ayrica
w, = w(t,) noktasinda w'(t,) # 0 ve f'(w,) # 0. Bu sebeple I bir egime sahiptir ve

egimin yoni arg w’(t,) = arg f'(w,) + argw’(t,)’ dan elde edilir.

Bu denklemlere gore, yonlii y yayr ve T' yayr arasindaki aci, w, noktasinda
arg f'(w,)dir. Bu ac1 y yayindan bagimsizdir. Sonuc olarak eger her noktada f'(w) #
0 ise w = f(w) konformdur [55].

Bu tanimin geometrik yorumu ise, eger y ve I' yaylan arasindaki w,’dan gecen ac1 a,
f(y) ve f(T') goriintiileri arasindaki aci ile esit ise, f fonksiyonu konform doniistimii
olarak adlandirilir [[38].

Konform doniisiim, matematiksel modellemede fiziksel denklemlerde siklikla goriiliir.
Bu boliimiin en 6nemli detayi, bir etki alanindan digerine esleme yapan en uygun

dontisimi belirlemektir.

Bir konform doniisiimii olarak «w = f(w) analitik fonksiyonunu belirledikten sonra,
dogal beklentimiz dontistimiin belirli geometrik 6zelliklerini kazanmaktir. En tutarh

yontem, yaylar arasinda karsilik gelen noktadan noktaya calismaktir.

I’den T}, bolgesine konform doniisiimi saglamak icin literatiirde 6nerilen bir yontem
mevcuttur. Bu yontemin iki adimi vardir. Ik adim I,’den dairesel bolgeye
déniisiimdiir. Ikinci adim dairesel bélgeden I,’ye déniisiimdiir. Déniisiimde kullanilan
araclar dogrusal, kuvvet, iistel ve logaritmadir. Her aracin bolgeye baglh olarak kendi
karakteristik ozellikleri ve sinirlar1 vardir. Acisal bolgeler, giic (power) ve tistel (expo-

nential) dontisiim ile diizlestirilebilir.

Birim disk, herhangi bir bolgeden diger bolgeye konform dontisimii yetenegi

nedeniyle, konform déniisiimiiniin ara adimidir [[55].

Teorem 2.4 (Riemann Doniisiim Teoremi). I' herhangi bir basit baglantili bolge olsun
ve wy € T olsun. Bu durumda I’da bir benzersiz f(w) analitik fonksiyonu vardwr ki
fwy) =0, f'(wy) > 0 sartlart ile normalize edilir. f(w), I’dan |w| < 1 diskine birebir
doniistim yapar [55].

Teorem 2.5. f, I’den T}, ’ye topolojik bir doniisiim olsun. Eger {w,} veya w(t), I}’in stur
noktalarina yaklasma egiliminde ise, f{w,} veya f(w(t)) de T;’nin sinir noktalarina

yaklagma egilimindedir [55]].
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3

SINC-GALERKIN METODU

Bu boliimde, Sinc-Galerkin Metodu ve gereklilikleri ile metodun adi diferansiyel

denklem sistemleri tizerinde genisletilmesi yer almaktadir.

3.1 Sinc Bazi

C karmasik diizlemi temsil etsin ve z € C, sinc fonksiyonu soyle tanimlanir [37]];

sin(mz)
S z27#0
sinc(z) = { "12 7 0" 3.1)
z =

m > 0 icin doniistiiriilmiis sinc fonksiyonu, [ = 0,%1,%2... icin asagidaki gibi
tanimlanir [[37]];
sin(m( =

sinc(l, m)(z) = { n(552) . (3.2)
1 z=20

Herhangi bir f fonksiyonunu icin m > 0 iken Whittaker Kardinalligi soyle tanimlanir
[371;

C(f,mz)= Y. f(m)sinc(l,m)(z). (3.3)
k=—00

(3.3) denklemindeki dizi daima yakinsar.

(3-2) denklemindeki esit diigiimlii sinc fonksiyonu §ekilde [={-2,0,2},m=Zve
—10 < x < 10 degerleri icin ¢izdirilmistir. Sekil[3.2] (3.2) denklemindeki esit diigtimlii
sinc fonksiyonunun sabit [ = 0, m = {

T T T

52 g} ve —10 < x < 10 icin ¢izdirilmesini

gosterir.
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(=2
=0
mil=2

sinc (1,m) (x)

(\

1.0

08|

(\

Sekil 3.1 Sabit m ve degisken [ degerleri icin (3.2)) denklemindeki sinc fonksiyonu

B m=r/2
Sm=T1/4
B m=m/6

38]

sinc (1,m) (x)

Sekil 3.2 Sabit [ ve degisken m degerleri icin (3.2)) denklemindeki sinc fonksiyonu



3.2 Konform Doniisiim

Dg, sonsuz serit bicimindeki tanim kiimesi olsun. 6 karmasik diizlem ve d > 0 olsun
[371];

DSE{9=a+iﬁ:|ﬂ|<dsg}, (3.4)

ve ¢(z), Dg’den Dy’e basit-baglantili konform doéniisiimii olsun [|37] ;

qb(z):ln(z_a). (3.5)
b—z
Burada, a ve b, Dy kiimesinin sinir degerleri iken ¢(a) = —oo ve ¢(b) = oo’dir. Ana

tanim kiimesi Dy, literatiirde goz-sekilli (eye-shaped) tanim kiimesi olarak adlandirilir.
Sekil D ve D, arasindaki konfrom doniisiimiinii gosterir. D, [a,b] araligindaki
goz-sekilli (Dg) tanim kiimesi, D, ise sonsuz ¢ubuk sekilli (Dg) tanim kiimesidir. ¢,
D’den D,’ye konform doniisiimii, v ise ters konform doniisiimiinii ifade eder [37]].
Sekil araligi [0,1] arasinda diizenlenmis D, tamim kiimesi ile Dy arasindaki
konform doniisiimiinii gosterir. ¢, ¢ konform doniisiimiiniin tersini temsil etmektedir.

b

id

Dy

- Ommmmmmmmm=femmmm———== 00

id

PR
.
-
-
-
-
-
-
.
.

Sekil 3.3 D ve D, arasindaki konform doniisiimii [37]]
Sekil [3.3|de yer alan T, 2)’nin tanim kiimesidir;

'={yYeD,;:—00 <z < 00}, (3.6)
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Sekil 3.4 D; ve Dy arasindaki konform doéniistimii [46]]

ayrica, esit aralikli diigiimler asagidaki sekilde tanimlanmustir:

_a+ be!™

zl - 1+elm B) (37)

buradam>0vel =0,+1,£2...

Konform doniisiimii ve digiimler tanim kiimesi [a,b]'nin secimine gore degismektedir.

Tablo [3.1]da doniisiimler ve diiglimler gosterilmistir.

Tablo 3.1 R’nin alt araliklari icin konform doniisiimleri ve diigiimler [|38]]

Aralik ¢(x) 2

a b | In(:%) (a+ be!™)/(1+e™)
0 1 | In(% (e™)/(1+ ™)

0 oo | In(z) fm

0 oo | In(sinm(2)) | In(e!™ + ve2im + 1)
—00 | 00 |z Im

—o0o | oo | sinh™!(2) Im

Tanim 3.1. [58] Dy'nin karmasik diizlemde basit-baglantili tanim kiimesi oldugunu

diislinelim ve & Dy, sinirlari olsun. Bu sinir noktalari a, b ve ¢ (x), Dy’den Dg’e konform

doniisiimii olsun ki ¢ (a) = —o0 ve ¢ (b) = 00. ¢(x)'nin ters doniisimii 1 (x) soyle
tanimlanir;
r={yY@) € Dp: —co<u<oo} g=vY(m),l=0F1,F2... (3.8)
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Tanim 3.2. [58] B(D), Dy’de bulunan analitik F fonksiyonlarinin sinifi olsun ve

asagidaki sart1 saglasin;
u = Foo iken J |F (z)|dz — O, (3.9)
Y(L+u)

burada

L= {iy: ly| <d < g } olarak tanimlidir ve T (F) = f |F (2)|dz < oo sartini saglar.
aD;
(3.10)
Teorem 3.1. T, (0,1) ve F € B(Dy) seklinde bir aralik olsun ve yeteri kadar kiicitk m > 0

icin [58|] ;

F(z;) i F(2)l(p,m)(z) _
JF|F(Z)|dz— Z ¢/(z) ELDE Sin(”‘P(z)/m)dZ:Ip, (3.11)

burada

ing(z) —T
[“52sgnimo )] — e ile verilmektedir. (3.12)

2€0Dg

|l(¢5 m)lzeﬁDE =€

Teorem [3.1]in ispatina [[37]] yer verilmistir.

Teorem 3.2. a, 3 pozitif katsayilar ve C icin [58] ;

F(x)
¢/(X)

(3.13)

e~ el 5 Y((—o0, 00))
e PP x eqp((0,00))

(3.11) denkleminde yer alan kuadratiir kuralinin hata sinir1 su sekilde verilmistir:

F(z)) g—aNh  ,—pNh
LIF(Z)Idz— Z ¢(z) ( PRR )+|IF|. (3.14)

(3.11) denkleminde yer alan sonlu toplam, (3.13) denklemindeki ifadelerle beraber
kullanildiginda (3.14) yer alacak sekilde belirlenmistir.

m= % ve N = [[%N + 1]] burada [[.]] i¢c kismin tam say1 degeri ve N ag boyutunu

temsil eden tam say1 degeridir. Bu kabuller ile beraber;

f [F(x)ldx =

(e~ (rad)'?y (3.15)

j
=N ¢/(xj)
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Teorem|[3.1]ve ADD sistemine karsilik gelen ayrik sistemin formiilasyonunda aciga
¢ikan integrallerin yaklasiminda kullanilmistir.

Teorem 3.3. ¢, basit baglantili Dy’den Dg’e konform bire-bir doniisiim olsun [58/].

1 1=j
0 _ra(: _
5% =[G, 1) 0 ()] sy, = { 0 1A (3.16)
5, =m-[SG.D) 0 ¢ ()] —{ ST (3.17)
g =M—7r s x=x; — (-1 . :
T de o L#]
52—md2 [S(j,m)o ¢ (x)]| —{ 5, L= (3.18)
g = M— 5 x=x; —2(—1) .t :
T dg? o L#]
Teorem (3.2)) ve (3.3)’in ispat1 [38]]'de verilmistir.
3.3 Yakinsaklik Analizi
Dirichlet tipli diferansiyel denklem sistemini diisiinelim
y |
ZQﬂ?ﬁ(X) +Rﬂ‘/"2(X)} +NLy (9, (x)) + NLy(0,(x)) = f1(x)
| i=0 (3.19)

[ 2
ZS{@;(X) + Tﬂﬁ‘;(X)} +NLy(1 (x)) + NLy(,(x)) = f2(x).

L i=0

Denklem (3.19))’deki Dirichlet sinir sartlar1 ¢, (a) = 9,(b) = #,(a) = 9,(b) = 0 burada
a<x<bvei=0,1, 2i¢in Q;, R;, S;, T; Dg’'de taniml analitik fonksiyonlardir.
Aynicai =1...4ve j = 1,2 icin NL;(%;(x)) denklemin lineer olmayan kisimlaridir.

Sinc-Galerkin yaklasimi, Whittaker Kardinal fonksiyonlarinin yardimi ile asagidaki
sekilde elde edilir;

N
0,(x) By, + 85, A By, ()= D S(L,m) o p(x)
[=—N
ve
N (3.20)
0y(x) ~ By, + 5, A0y, (x) = D d,S(I,m) o p(x)
[=—N
sin(ﬂ%)
S(l,m)(x)= ———,— ile verilmektedir.
T m
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Burada bilinmeyen ¢; ve d; katsayilari, sinc baz fonksiyonlarinin rezidiiellerinin
diklestirilmesi ile elde edilecektir. Galerkin metodu, denklem sisteminin ¢6zimii

sayesinde bilinmeyenlerin elde edilmesine olanak saglar.

* Eger ADD sisteminde (1.1) i = 1...4 ve j = 1,2 i¢in NL,(¥#;(x)) = 0 (Lineer
ADD sistemi) ise, SGM asagidaki sistemi saglar;

(L [7711N +1721N] —fi,8(,m)o¢(x)) =0
ve (3.21)

(L ['ﬁlzN +ﬁz2N] — f2,8(I,m) o ¢(x)) =0,

* Eger ADD sisteminde (1.1I) i = 1...4 ve j = 1,2 icin NL;(%;(x)) # O (Lineer
olmayan ADD sistemi) ise, SGM asagidaki sistemi saglar

(NL [ﬁuN +ﬁ21N:| —f1,8(l,m)o p(x)) =0
ve (3.22)

(NL [0121\, +"022N:| — f2,5(L,m) o ¢(x)) =0,

burada (I = —N...0...N). f(x) ve g(x), Dg’de tanimh analitik fonksiyonlar olsun.

Bu iki fonksiyonun i¢ carpimi su sekilde tanimlanir:

(f(x),8(x)) = J Q(x)f (x)g(x)dx, (3.23)

r

burada, Q(x) agirlik fonksiyonudur. Agirlik fonksiyonunun Q(x) = ﬁ seklinde
se¢cmek uygundur [37].

3.3.1 Ayrik Sistem

Bu boliimde, lineer ve lineer olmama durumlar icin ayrik Sinc-Galerkin sisteminin

elde edilmesi tartisilacaktir.

3.3.1.1 Lineer ADD Sistemi

(1.1)’deki Q;, R;, S;, T; lineer ADD sistemindeki analitik fonksiyonlar olarak ele
almacaktir ve i = 1...4 ve j = 1,2 i¢in NL;(%;(x)) = 0 de ayrica kabul edilecektir.

Ayrik sistemin elemanlar i¢ ¢arpim, kuadratiir kurali ve teorem [3.3| kullanilarak elde

19



edilecektir [[37];

(Qo(x) 0 (x), S(I,m) 0 p(x)) = J Q(x)Qo ()8 (x)S(1, m)(x)dx

Q(x)Qo(x;)

“h ety @

= Q(x; )Y
Q)7 (x),SUm) o $(x) = —m D ¢; [( (Z)f; .()xj)) 5
J

=N

55,
+ ; (Q(xj)Ql(Xj)):|:

) L& (@)
<Q2(x)ﬁ1(x)’5(l’m)°¢’("”:m;_wc"[ 70y O

51

+;ﬂ (Z(Q(xj)Qz(xj))/ +Q(x;)Q,(x;) /" L

¢/(xj)

(Ro(x)05(x), S(I,m) 0 p(x)) = f Q)R (x )F,(x)S(1, m)(x)d x

r
Q(x;)Ry(x;)
m————C,

¢7(x;)

1

(Q(xj)Rl(Xj))/ 0
¢/(xj) 1

N
(Ry(x)83(x), S, m) 0 p(x)) = —m > Cj[
j=—N

5!
+ Eﬂ (Q(Xj)Rl(xj))i| >

20

5?1
) + Q(xj)Qz(xj)qb/(xf)ﬁ] ’

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



N Q R 7
R, 50, m) 0 $0) Em 3 | Ere s,

5 ¢”(x)) 55
+—= (2(n(x R, (x;)) + Qx))Ry(x;)——= ) +Q(x;)Ry () (x,)—= } :

¢'(x;)

Q(x)f1(x;)

(0L m)o ) = m= 25,

(So(x)0,(x), S(I,m) 0 p(x)) = f Q(x)So(x )8, (x)S(L, m)(x)d x

Q(x;)So(x;)
m————,—dy,

¢7(x;)

~y

(Q(x;)S(x;)) 50

(5, (x), S, m) o B (x)) ——mZ [ SGy o

51
+ 2 > ((x))81 () ))]

" ~ (Q(x;)S5(x;))”
(S, ()87 (x), S(1,m) o P (x)) = Z [ 5 (i ) 5
55 ¢”(x)) 53
+—= (2(Q(x 15206 + QxS (x)) (xf) ) +Q(x)S5(x)9"(x; )—J] :
J

(To(x)8,(x),S(L,m) 0 $(x)) = f Q) To (), (x)S (1, m)(x)d x

Q(x)To(x;)
m———-—4a,

¢7/(x;)

114
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(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



<T1(x)’0/(X) S(I,m)o p(x)) = —m Z dj[(Q(XJ)Tl(xj)) 50

/(. jl
e #0) (3.35)
+ = (ﬂ(xj)rl(x,»))],
Q T 1/
(T,()8(x),5(L,m) 0 p(x)) Xm Z [( (’;)(jc(;“ 50
51 ¢"(x;) - 5 (3:30)
h (Z(Q(x )To(x;)) + Q(x;) T, (x )¢( ))+Q(xj)T2(xj)q5’(xj)m—J;],
(0.8 myo 9(0) = mTELEEg, (3.37)
J

3.3.1.2 Lineer Olmayan ADD Sistemi

(1.1)’deki Q;, R;, S;, T; lineer olmayan ADD sistemindeki analitik fonksiyonlar
olarak ele almacak ve i = 1...4 ve j = 1,2 igin NL;(¥;(x)) # 0 kabul edilecektir.
Ayrik sistemin elemanlar i¢ ¢carpim, kuadratiir kural ve Teorem kullanilarak elde
edilecektir [[37];

{Qo(x)(x),S(L,m) 0 p(x)) = J Q(x)Qo(x )%, (x)S(1, m)(x)d x
r

~ D) o
P/x)
/ N K (R NED)]
(Q ()0 (x),S(1,m) o p(x)) =—m _z;v Cj [ dj)/(xl]) ] 5191
J== (3.39)

1

+ = (sz(xj)Ql(xj))},
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QLT 50m = ) Xm Y | )((2;()" D 50

(3.40)

&} ¢"(x;) &5
+= (zm(x Q)Y + Q) 5 ) + n(xj)Qz(xjm’(xj)m—;] ,
(Ro(x)8,(x), S(I,m) 0 p(x)) = J Q)R (x ),(x)S (L, m)(x)dx
L AR(r)
rx)
N /
(R ()T(x), S(Lm)o () = —m Y [m(’;)fx()x D 50
> p ’ (3.42)
i (sz(xj)Rl(xj))} :
7 ~ N (Q(X)R (X-))”
(Ry () (x),S(1,m) 0 $ (x)) = Z [ q]y(;)) ¢
3.43
51 2(00x;)R,(x;)) + xRy (x )"5”( D), g ey o
m 2 X))o &/(x ) + (Xj)Rz(xj)¢ (Xj)ﬁ )
(NLy(8,(x)),S(I,m) 0 p(x)) = J QN L (8, (x))S (L, m)(x)dx
r
ON (3.44)
_mqb/(x) Li(c)),
(NLy(,(x)),S(I,m) 0 p(x)) = f QXN Ly(,(x))S (L, m)(x)dx
r (3.45)
~ Q(xz)
_mqbl(x) Ly(c),
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Q(x)f1(x;)

(f1(x),S(L,m) o p(x)) = m
¢/(xj)

T ey b (3.46)

(So(x),(x), S(I,m) 0 p(x)) = J Q()So ()8 (x)S(L, m)(x)d x

NCCHED) G47
d/(x;) L
(81(x)8,(x), 51, m) 0 ¢ (x)) = —~m ﬁ] d [M 0
ZY Tk
j=—N J
! (3.48)
+ F L (Q(Xj)sl(xj))],
<Sz(x)ﬁ;/()€),5(l,m) op(x)) =m Z |:(Q(x )52(x )’
5t (%)) 5ﬂ
+-2 (2(9 S ¢"(x)) (3.49)
()83 + 9x)S5) ))m(xj)sz(xj) 50 5_?; ]
m
(To(x)8 o _
o(x)0,(x), (1, m) 4)("))_JFQ(X)To(x)ﬂz(X)S(l,m)(x)dx
oy 2CTo(x) (350
¢7/(x;) b
(T, (x)0(x),S(l,m) o ¢p(x)) =—m Z [(Q(Xj)Tl(xj))/ 0
FYCO R
(3.51)

5]11
+ — ()T ))]
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(Q0x)Ty(x))"
¢'(x;) i

(Ty(x)07(x),S(l,m)o p(x)) =m Z [

(3.52)
5 ¢"(x)) 6;‘}
+— | 2020 To(x; )) 4 Qx ) T(x; )¢( 5 +Q(x;)Ty(x;)9’ )3
(NL3(9,(x)),S(I,m) o $(x)) = J Q)N L(9,(x))S(l, m)(x)dx
r Q(x,) (3.53)
= m¢/( : )NLS(CZ)
(NLy(95(x)),S(L,m) o $(x)) = J Q)N L4 (F5(x))S(L, m)(x)dx
r a(x,) (3.54)
> m¢/(x1)NL4(CZ),
(00, 5(1, m) o p() = m 2D (3.55)
¢’(x;)
m ve N degerleri Teorem (3.3))’deki sekliyle ayni olmalidir.
3.3.2 Hata Yaklasimi
* f=f(x)veya f =p(x)w(x)icin f,Q € B(D) olsun,
fQ[S(J m)e ¢ dx—m( L2 ) 56
< LM (redn™),
burada L, f,2 ve d’ye bagh pozitif katsayidir.
* g(p[S(j,m)e ¢ Q) € B(D) i¢in
b
J (pgIS(Gi,m)o ¢1) (x)dx +m Z (gpm(xl)—ﬂ
“ =M (3.57)

<L,M: e(—(nadM)l/z)’

+m(g(§)§2) )(xj)
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burada L, g,p,, ¢ ve d’ye bagh pozitif katsayidir.

* g(p[S(j,m)o ¢$10)" € B(D) icin

b M 521
J (pg"[SG.m)o $]) (x)dx—h D g(xz)[#pnqb')(xl)

I=—M

51 "
+Hﬂ (p?bd’) +2 (pQ)’) (xj)]

(3.58)

< L,Me(med)')

burada L,, g,p, 2, ¢ ve d’ye bagh pozitif katsayidir.

(3.21) denklemindeki lineer problemler icin Sinc-Galerkin sistemi ;

0=(L [ﬁllN +1?21N:|—f1,5(l,m)0¢(x)),
0= (Qot1,S (j,m) 0 ) + (1,8 (j,m) 0 ¢) — (@7, S (j,m) 0 )
+ (R 01,8 (J, m)0¢)+(R1’ﬁ21/,S(j, m)oqb)_(Rzﬁzl//,S(J" m)0¢)—(f1,5(j,m)0¢)).
0= (L [17121\, +1?22N:|—f2,5(l,m)0¢(x)),
0= (Sythz, S (,m) 0 ¢) + (8197,,S (j,m) 0 @) — (8,87, S (j,m) o )
+(T01?22,S(j,m)o(/))-i-(Tlﬁzzl,S(j,m)oqb)—(Tzﬁzzﬁ,S(j,m)o¢)—(f2,5(j,m)oqb)).

(3.59)
denklemindeki lineer olmayan problemler icin Sinc-Galerkin sistemi ;
0=(NL [ﬁnN +ﬁ21N:| — f1,8(1,m) o ¢ (x)),
0= (QO,ﬁll’S (J) m) o ¢) + (Qltﬁlllas (], m) o ¢) - (Q2’l?/1/198 (], m) o d‘))
+(Ro0y,S(j,m)o )+ (RlﬁZI/JS (j,m)o d)) - (Rzﬁzlﬂas (j,m)o (15)
(NLy(9:1),S (j,m) o @) + (NLy(051),S (j,m) o ¢) —(f1,S (j, m) o §)). (3.60)

0=(NL [ﬁ12N +ﬁ22N:| — f2,8(1,m) o ¢(x)),
0= (Sothy, S (j,m) 0 @) + (8191, 8 (j,m) 0 ¢ ) = (8,97, 8 (j,m) 0 ¢)
+(Ty¥p,S(j,m)op) + (Tﬂ?zz/:s (j,m)o Qb) - (Tz"?zzl/:s (j,m)o 43)
(NL3(¥15),S(j,m)eop) + (NL4("‘722),5 (j,m)e ¢) —(f2,5(j,m)o ¢)).
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Lineer ve lineer olmayan Sinc-Galerkin sisteminin yaklasimi sirasiyla (3.61)) ve (3.62)
da yer almakta ve hata terimi C Me (7*M )" olarak sinirlanmastir;

S, (xl)[ (p,02¢ )(xl)+%(p 2297 o0 29))( )]_m(“"‘?IPZ)(xj)

= ¢’ Y
jl % (p:9) LAY
+m (ﬁlplﬂ)(x) m( - ) xX:)—m — | (x;
> z ) ) =m (57 ()
+
. Jl E ryQ¢” ] _ Q",ry
mlgwﬁz(xl[ (ra19") )+ =2 (2 200 ) (1) | = (522 ) )

+m Z (%,r,9) (xl) (ﬁ 2 (nQ) )(x])—m(ﬁzﬂ)(xj)

1__M ¢’ ¢’
ol

< (2L,+2L, + 4L0)Me(—(““dMﬁ) = CMel-(radin?)

+ +

(3.61)

—m Z 9, (x;) [ (p2Q2¢") (x)) + 5m (pZQ(ﬁ” +2(p,0) )( )] —m(QHﬁlpz)(xj)

=M ¢’ ¢’
+ml;(ﬁ1p1m(xl) e (B ) (B )
+
et S )]

+m Z (9,r12) (xl m(ﬁ2 (qr;/ﬂ) )(xj)—m(%ﬂ) (xj)

I=—M ”
(Bl G )

<(2L,+2L, + gLo)Me(—(nadM)%) = C]Me-(radM)?)

+ + +

(3.62)

Bu bolimin devaminda lineer ve lineer olmayan gosterimlerin ayrimi
kullanilmayacaktir. Bir ¢ok calismada, A.x = b metodu, bilinmeyen katsayilarin
elde edilmesi icin kullanilmistir. Burada Onerilen yontem, bu iki ayrik sistemin
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bilinmeyen katsayilarini iceren tek bir sistem haline getirmektir.

(Lﬁu_N + Lﬁ21_N —f1,S(l,m) o ¢(x))

(LUyy,, + LUy, — f1,S(L,m) 0 p(x))

e (Lﬁu_N + L"?zz_N — f2,8(1,m) o ¢(x)) (3.63)
| (L, + LUy, '—';‘Z,S(l, m)o ¢(x)) | -
burada vars =[c_y...cy...cy, d_y...dy...dy]140, Ve n =2N + 1.
Sonug¢ olarak, eger bilinmeyen katsayilarin elde edilmesi icin A.x = b metodu
kullanilirsa, gosterim asagidaki sekle dontisecektir;
0 O
[s¥8lone1-[varslivon = 3 - 0 (3.64)

2nx2n

(3.64) denkleminin c¢oziimii ile elde edilen katsayilar, Whittaker kardinalite
fonksiyonu icerisinde kullanilinca ¥, ve ¥, fonksiyonlarinin yaklasik ¢éziimleri elde
edilecektir.
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4

SAYISAL UYGULAMALAR

Bu boliimde, lineer ve lineer olmayan ADD sistemleri Sinc-Galerkin yontemi
kullanilarak ¢oziilmiistiir Tablo ve sekiller, Sinc-Galerkin yonteminin farkini ve
etkinligini gostermektedir.  Ayrica sayisal sonuclar ve sekiller Maple Yazilimi
kullanilarak elde edilmistir. Ornek 1 ve 2 sabit katsayili lineer ADD sistemini, 6rnek 3

ve 4 lineer olmayan ADD sistemine ait uygulamalar1 gostermektedir.

4.1 Ornek 1

Ciftli reaksiyon-difiizyon, iki noktali SDP’lerinin tekil olarak bozulmus (perturbed)

sistemini ele alalim [[59]]:

—e?" (x)+ 47, (x)—20,(x)=1
—e”, (x) =0 (x)+ 30, (x) =2
% (0) =1, (1) =1,(0) =0, (1)=0
0<x<l1

(4.1)

Burada, kiiciik ¢ degiskeni, bozulma (perturbation) katsayisini temsil etmektedir.
denklemindeki genellestirilmis sistem (1.1));

i=1.4vej=1,2icin NL;(#;(x)) =0, Qo(x) =4, Q;(x) =0, Qu(x) =—¢, Ry(x) =
=2, Ri(x) =0, Ry(x) =0, f1(x) =1, Sp(x) = —1, §;(x) =0, Sp(x) =0, Ty(x) =
3, T1(x) =0, T,(x) =—¢cve fo(x)=2.

Tablo problemindeki 9;(x) ¢éziimiinii N = 32 ve ¢ = 10™* degerleri icin
sayisal sonuclarim1 gostermektedir. Tablo problemindeki ¥, (x) ¢oziimiinii
arttirlmig N = 64 ve ¢ = 10~* degerleri icin sayisal sonuclarin1 gostermektedir.
Tablo problemindeki %, (x) ¢oziimiiniin N = 32 ve ¢ = 10* degerleri i¢in
SGM yaklasimi ve asimptotik baslangi¢c deger metodu [|59] arasindaki mutlak hatanin

karsilastirilmasini gostermektedir.
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Sekil problemindeki ¥, (x) ve #,(x) céziimlerinin N = 32 ve ¢ = 107*
degerleri icin SGM yaklasimlarim1 (yaklasik ¢oziimleri) gostermektedir. Sekil
(4.1) problemindeki ,(x) c¢éziimiiniin N = 32 ve ¢ = 10~* degerleri icin SGM
yaklasimi ve gercek ¢coziim arasindaki mutlak hatayi ifade etmektedir. Sekil
problemindeki 9,(x) ¢éziimiiniin N = 32 ve ¢ = 10~* degerleri icin SGM yaklagimi
ve gercek ¢ozlim arasindaki mutlak hatay temsil eder. Sekil 4.4} problemindeki
¥, (x) ¢oziimiiniin N = 64 ve ¢ = 10~* degerleri icin SGM yaklagimi ve gercek ¢6ziim
arasindaki mutlak hatay: temsil eder.

Tablo 4.1 Ornek 1’deki ¥, (x) ¢dziimiiniin sayisal sonuclar1 (N = 32 ve ¢ = 107%)

X Gergcek Coziim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata
0.1 | 0.699999399 | 0.699999975 5.76163E-07
0.11 | 0.699999854 | 0.700003458 3.604E-06
0.12 | 0.699999965 | 0.700004223 4.25848E-06
0.13 | 0.699999991 | 0.700003424 3.43301E-06
0.14 | 0.699999998 | 0.700002049 2.05138E-06
0.15 | 0.700000000 | 0.700000736 7.36064E-07
0.16 | 0.700000000 | 0.699999829 1.70418E-07
0.17 | 0.700000000 | 0.699999331 6.6936E-07
0.18 | 0.700000000 | 0.699999224 7.75543E-07
0.19 | 0.700000000 | 0.699999364 6.3551E-07
0.2 | 0.700000000 | 0.699999619 3.81052E-07

Tablo 4.2 Ornek 1’deki 1, (x) ¢6ziimiiniin sayisal sonuclar1 (N = 64 ve £ = 10™%)

X Gercek Coziim | Yaklasik Coztim | Mutlak Hata

0.1 | 0.699999399 | 0.699999171 2.278898E-07
0.11 | 0.699999854 | 0.699999635 2.184659E-07
0.12 | 0.699999965 | 0.699999895 6.908055E-08
0.13 | 0.699999991 | 0.700000089 9.815098E-08
0.14 | 0.699999998 | 0.700000221 2.235590E-07
0.15 | 0.700000000 | 0.700000241 2.423101E-07
0.16 | 0.700000000 | 0.700000169 1.699992E-07
0.17 | 0.700000000 | 0.700000040 4.029413E-08
0.18 | 0.700000000 | 0.699999916 8.336696E-08
0.19 | 0.700000000 | 0.699999823 1.768087E-07
0.2 | 0.700000000 | 0.699999786 2.130291E-07
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Tablo 4.3 Ornek 1’deki ,(x) ¢oziimiiniin N = 32 ve £ = 100 degerleri icin SGM
yaklagimi ve [59]] arasindaki mutlak hatanin kargilagtiriimast

X SGM Mutlak Hata | Mutlak Hata |]59[|
Ve | 3,17346E-05 1,82E-02
24/¢ | 5,8823E-06 6,36E-03
3V¢e | 2,79308E-05 1,75E-03
44/¢ | 1,76096E-05 4,48E-04
5J¢ | 1,93274E-05 1,11E-04
64¢ | 1,2414E-07 2,73E-05
74/¢€ | 1,12516E-05 6,68E-06
8¢ | 1,06398E-05 1,64E-06
9/¢ | 4,88453E-06 4,07E-07
0.8 -
0.7 4
0.6
0.5
04
0.3 1
0.2+
0.1+
T T T T
0 0.2 04 0.6 0.8 1
X
—_— 81(1] Ei':(x:l

Sekil 4.1 Ornek 1’deki ¥, (x) ve 9,(x) yaklagik ¢éziimii (N = 32 ve ¢ = 107%)

31



0.00003
0.00002 «i
0.00001 [\ /\
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t

-0.00001

-0.00002

-0.00003

-0.00004 —

Sekil 4.2 Ornek 1'deki 9, (x) ¢éziimiiniin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziimii
arasindaki hata (N =32 ve ¢ = 107%)

0.00002
1

0.00001

-0.00001

-0.00002

-0.00003

Sekil 4.3 Ornek 1'deki 9,(x) ¢éziimiiniin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziimii
arasindaki hata (N =32 ve ¢ = 107%)

0.00002
1

0.00001

+— T —F T ———F T

-0.00001

-0.00002

-0.00003

Sekil 4.4 Ornek 1'deki 9, (x) ¢éziimiiniin SGM yaklasimi ve gercek ¢coziimii
arasindaki hata (N =64 ve e = 107%)
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4.2 Ornek 2

Ciftli reaksiyon-difiizyon, iki noktali SDP’lerinin tekil olarak bozulmus (perturbed)
sistemini ele alalim [|60]]:

07 (x) + 38, (x) = 15x*
e (x) + 29, (x) +0.759] (x) = 0.6¢*
$,(0) =0, (1) =0,(0) =9, (1)=0 °
0<x<1

(4.2)

Burada, kiiciik ¢ degiskeni, bozulma (perturbation) katsayisini temsil etmektedir.
(4.2) denklemindeki genellestirilmis sistem (1.1));

i=1.4vej=1,2i¢in NL,(T¥;(x)) =0. Qu(x) =3, Q;(x) =0, Qy(x) =¢, Ro(x) =
0, R,(x) =0, Ry(x) =0, fi(x) =15x% Sy(x) =0, S;(x) =0.75, S,(x) =0, Ty(x) =
3, Ti(x) =2, T,(x)=¢€ve f,(x) =0.6e*.

Tablo (4.2) problemindeki ¥, (x) ¢oziimiinii N = 64 ve ¢ = 272? degerleri icin
sayisal sonuclarini gostermektedir.

Sekil 4.5| ve sirasiyla problemindeki ,(x) ¢oziimiiniin € = 2722, N = 64
ve N = 128 degerleri icin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziim arasindaki mutlak hatay1
gostermektedir.  Sekil ve sirastyla problemindeki ,(x) ¢éziimiiniin
e =22 N = 64 ve N = 128 degerleri icin SGM yaklasimi1 ve gercek ¢oziim
arasindaki mutlak hatay1 gostermektedir. Sekil problemindeki ¢, (x) ve
¥,(x) ¢oziimlerinin N = 64 ve ¢ = 2722 degerleri icin SGM yaklagimi ve gercek
coziimlerini gostermektedir.

-0.0012

-0.0014

-0.0016

-0.0018

-0.0020

-0.0022

-0.0024

-0.0026

Sekil 4.5 Ornek 2'deki ¥, (x) ¢éziimiiniin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziimii
arasindaki hata (N = 32 ve ¢ = 2722)
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Tablo 4.4 Ornek 2'deki 9,(x) ¢oziimiiniin N = 64 ve ¢ = 2722 degerleri icin sayisal

sonuclari

X Gercek Coziim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata

0,1 |-0,99999 -0,998516927 | 0,001473073
0,11 | -0,999983895 | -0,998467043 | 0,001516852
0,12 | -0,999975117 | -0,998191159 0,001783958
0,13 | -0,999962871 | -0,997872476 | 0,002090394
0,14 | -0,999946218 | -0,997661471 0,002284747
0,15 | -0,999924063 | -0,997621168 | 0,002302895
0,16 | -0,999895142 | -0,997731802 | 0,002163341
0,17 | -0,999858014 | -0,997923498 | 0,001934516
0,18 | -0,999811043 | -0,99811289 0,001698154
0,19 | -0,99975239 | -0,998230415 | 0,001521975
0,2 |-0,99968 -0,998234665 | 0,001445335

-0.0002

-0.0003

Sekil 4.6 Ornek 2'deki ,(x) ¢éziimiiniin SGM yaklagimi ve gercek ¢dziimii

0
!

arasindaki hata (N = 64 ve ¢ = 27%?)

04

0.6

08

-0.000264

-0.000265

-0.000266

-0.000267

-0.000268

Sekil 4.7 Ornek 2'deki ¥, (x) ¢éziimiiniin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziimii

arasindaki hata (N = 128 ve ¢ = 272?)
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0.000457

0.000456

0.000455

0.000454

0.000433

T T T T T T T T T 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1
t

Sekil 4.8 Ornek 2'deki ,(x) ¢éziimiiniin SGM yaklagimi ve gercek ¢dziimii
arasindaki hata (N = 128 ve ¢ = 272?)

o SGM vaklasimi 81(1)
SGM vaklasimi 82(.3;)

Gercek Coziim S‘l (x)
Gercek Coziim S‘2 (x)

Sekil 4.9 Ornek 2’deki 9, (x) ve ,(x) ¢dziimlerinin SGM yaklagimi ve gercek
coziimii (N = 128 ve £ = 2722)
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4.3 Ornek 3

Lineer olmayan ADD sistemini ele alalim [|61]]:

( 97 (x) + x9,(x) + cos (mx)¥) (x) = f,(x)
8(x) + %0 () + x32(x) = fo(x)
f1(x) =sin(x) + (x2 —x+ 2) cos(x)+ (1 —2x)cos(mx)

< fo(x) = =2+ xsin (x) + x(x — 1)* +sin (x)* + (x2 — x) cos(x) (4.3)
% (0) =1, (1) =0,(0)=%(1)=0
| 0<x<1
denklemindeki genellestirilmis sistem (I.I);
NL,(9,(x)) = NLy(9,(x)) = NL,(9,(x)) = 0 ve NL;(%,(x)) = xﬁf(x). Qo(x) =

0, Qi(x) = x, Qy(x) = 1, Ro(x) = 0, Ry(x) = cos(mx), Ry(x) = 0, So(x) =
0, S;(x)=x, Sy(x) =0, Ty(x) =1, T;(x) =0, ve T,(x)=1.

Sekil 4.10} (4.3) problemindeki #,(x) ve #,(x) ¢6ziimlerinin N = 12 degeri i¢cin SGM
yaklasimlarini (yaklasik ¢oziimleri) gostermektedir. Sekil [4.11] (4.3) problemindeki

B (x) ve G,(x) ¢ozlimlerinin N = 24 degeri icin SGM yaklagimlarini (yaklasik

cOziimleri) gercek coziimleri tizerinde gostermektedir. Sekil [4.12a] ve [4.12b] 4, (x)

ve ¥,(x) ¢oziimleri icin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziimii arasindaki hatayt N = 12
degeri icin, sekil [4.13a]ve [4.13b|ise N = 24 degeri i¢in gostermektedir.

Tablo ¥, (x) ¢ozlimiiniin gercek ¢6zlimii, SGM yaklasimi ve aralarindaki mutlak
hatayt N = Ayrica Tablo ¥, (x) ¢o6ziimiiniin
gercek ¢oziimi, SGM yaklasimi ve aralarindaki mutlak hatayr N = 24 degeri icin

12 degeri icin gostermektedir.

gostermektedir.

Tablo 4.5 Ornek 3’teki 7, (x) ¢oziimiiniin sayisal sonuclar1 (N = 12)

X Gercek Coziim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata

0,1 | -0,089850075 | -0,087723258 0,002126817
0,11 | -0,097702688 | -0,095378797 0,002323891
0,12 | -0,105346742 | -0,10287106 0,002475683
0,13 | -0,112781704 | -0,110196384 | 0,00258532

0,14 | -0,120007079 | -0,117348847 0,002658232
0,15 | -0,127022413 | -0,124321566 | 0,002700846
0,16 | -0,133827294 | -0,131107519 0,002719775
0,17 | -0,14042135 -0,137700034 0,002721316
0,18 | -0,14680425 -0,144093073 0,002711177
0,19 | -0,152975705 | -0,150281361 | 0,002694344
0,2 | -0,158935465 | -0,156260435 | 0,00267503
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0.2-

0.1-
0 L
0.2 04 0.6 0.8 1
X
_01 -
_0_2_
|— 8,(x) 8, (x)

Sekil 4.10 Ornek 3’teki 1, (x) ve 9,(x) ¢éziimlerinin SGM yaklasimlar: (N = 12)

o SGM valklasim S‘ll[.\')
SGM valdasim &, (x)

Gergek Coziim 81(.\')
Gercek ¢oziim &, (x)

Sekil 4.11 Ornek 3’teki 1, (x) ve 9,(x) ¢dziimlerinin SGM yaklasimlari ve gercek
coziimleri (N = 24)

37



-0.003 4
-0.010

-0.015

Sekil 4.12 Ornek 3’teki a)¥,(x) ve b)¥,(x) ¢oziimlerinin SGM yaklasimlari ve gercek

~0.005 4
-0.010

-0.015 1

Sekil 4.13 Ornek 3’teki a)¥,(x) ve b)¥,(x) ¢oziimlerinin SGM yaklagimlari ve gercek

Tablo 4.6 Ornek 3’teki 1, (x) ¢oziimiiniin sayisal sonuclar1 (N = 24)

— Hata &,(x)

(@) 4, (x)

-0.001+

-0.002 1

-0.003 1

04 0.6
.

— Hata 9, (x)

(b) 1?2 (x)

¢oziimleri arasindaki hata (N = 12)

—— Hata 8 (x)

(a) 191 (x)

0.8

08

~0.0005

~0.0010

-0.00154

-0.0020

~0.0025

-0.00304

—— Hata 8,(x)

(b) 1?2 (x)

¢oziimleri arasindaki hata (N = 24)

X Gergek Coziim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata

0,1 |-0,089850075 | -0,088046769 | 0,001803306
0,11 | -0,097702688 | -0,095769526 | 0,001933162
0,12 | -0,105346742 | -0,103288925 0,002057817
0,13 | -0,112781704 | -0,110604719 | 0,002176985
0,14 | -0,120007079 | -0,117717028 | 0,002290051
0,15 | -0,127022413 | -0,12462604 | 0,002396374
0,16 | -0,133827294 | -0,131331904 | 0,00249539

0,17 | -0,14042135 -0,137834638 | 0,002586712
0,18 | -0,14680425 | -0,144134104 | 0,002670146
0,19 | -0,152975705 | -0,150230009 | 0,002745695
0,2 |-0,158935465 | -0,156121935 0,00281353
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4.4 Ornek 4

Lineer olmayan ADD sistemini ele alalim [|62]]:

[ 9700 + 10, () + 20, (x) + X7, (x)* = fy(x)

7(x) + 9,(x) + 220, (x) + sin (x)F,(x)* = fo(x)
fi(x) =2xsin(mx) —2+ x? — 2x* + x°
fo(x) = (1 =x)x®+ (1 — %) sin (7x) + sin (x)sin (7mx)*
%, (0)=1,(1)=10,(0)=%,(1)=0
0<x<1

A

(4.4)

denklemindeki genellestirilmis sistem (I.I);

NL,(9,(x)) = NLs(8,(x)) = 0, NL; (0, (x)) = x03(x) ve N L,(F,(x)) = sin (x)F3(x).
Qo(x) = x, Qi(x) = 0, Qa(x) =1, Ry(x) = 2x, Ry(x) = 0, Ry(x) = 0, Sp(x) =
x2, S1(x) =0, S5(x) =0, To(x) =1, T1(x) =0, ve To(x) = 1.

Sekil{4.13al, (4.4) problemindeki ¥, (x) ve ¥#,(x) ¢oziimlerinin N = 16 degeri i¢in SGM
yaklagimlarini (yaklasik ¢oziimleri) gostermektedir. Sekil |4.15a| ve [4.15b| ¥;(x) ve

B, (x) ¢oziimleri icin SGM yaklasimi ve gercek ¢oziimii arasindaki hatayt N = 16 degeri
icin gostermektedir. Sekil problemindeki ¥, (x) ve ¥,(x) ¢oziimlerinin
N = 16 degeri icin SGM yaklasimlarini (yaklasik ¢oztimleri) gercek ¢oziimleri iizerinde
gostermektedir.

Tablo ¥, (x) ¢oziimiiniin gercek ¢6zlimii, SGM yaklasimi ve aralarindaki mutlak
hatay1 N = 16 degeri icin gostermektedir. Ayrica tablo P,(x) ¢oziimiiniin
gercek ¢oziimii, SGM yaklasimi ve aralarindaki mutlak hatayr N = 16 degeri icin
gostermektedir.

Tablo 4.7 Ornek 4’teki 9, (x) ¢oziimiiniin sayisal sonuclar1 (N = 16)

X Gercek Coziim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata
0,1 | 0,09 0,08976203 0,00023797
0,11 | 0,0979 0,097634794 0,000265206
0,12 | 0,1056 0,105306495 0,000293505
0,13 | 0,1131 0,112777915 | 0,000322085
0,14 | 0,1204 0,120049682 0,000350319
0,15 | 0,1275 0,127122246 0,000377755
0,16 | 0,1344 0,133995888 | 0,000404112
0,17 | 0,1411 0,140670748 | 0,000429252
0,18 | 0,1476 0,14714684 0,00045316
0,19 | 0,1539 0,15342411 0,00047589
0,2 10,16 0,159502432 | 0,000497568
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0.9+

0.8+

0.7+

Sekil 4.14 Ornek 4’teki 1, (x) ve 9,(x) ¢éziimlerinin SGM yaklasimlari (N = 16)

0.0010 0.008-
0.0009+
0.007
0.0008
0.006
0.0007 1
0.0006 0.005 1
0.0005+ 0.004
0.0004
0.003
0.0003 1
0.002
0.0002
0.0001 - 0.0014
T T T T 1 0 T T T T |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x x
Hata 81(.\) Hata 82(.\)
(@) 9,(x) (b) ¥5(x)

Sekil 4.15 Ornek 4’teki a)¥,(x) ve b)¥,(x) ¢odziimlerinin SGM yaklasimlar ve gercek
coziimleri arasindaki hata (N = 16)



0.8+

0.6+

04

0 02

04 0.6

0.8 1

o SGM yaklasimi 81(.\')
SGM vaklasimi 9, (x)

Gergek Coziim 81(.\']
Gercek Coziim 9, (x)

Sekil 4.16 Ornek 4’teki 1, (x) ve 9,(x) ¢oziimlerinin SGM yaklasimlari ve gercek
coziimleri (N = 16)

Tablo 4.8 Ornek 4’teki 1, (x) ¢dziimiiniin sayisal sonuclar1 (N = 16)

X Gergek Cozim | Yaklasik Coziim | Mutlak Hata

0,1 | 0,309016994 | 0,306816251 0,002200743
0,11 | 0,33873792 0,33631738 0,002420541
0,12 | 0,368124553 | 0,365457179 0,002667374
0,13 | 0,397147891 | 0,394215551 0,00293234

0,14 | 0,425779292 | 0,422573375 0,003205916
0,15 | 0,4539905 0,450511062 0,003479438
0,16 | 0,481753674 | 0,478007864 0,00374581

0,17 | 0,509041416 | 0,505041671 0,003999745
0,18 | 0,535826795 | 0,531589047 0,004237748
0,19 | 0,562083378 | 0,557625523 0,004457855
0,2 | 0,587785252 | 0,583125801 0,004659451
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)

SONUC VE ONERILER

Yiiksek Lisans tezinin bu boliimiinde, boliim [4/te elde edilen sonuclar yorumlanmis ve
tartisiimistir.

Tez hakkinda genel bir degerlendirme yapildiginda Sinc-Galerkin yonteminin ADD

sistemlerine genisletilmesinin basarili bir sekilde sonuclandig: acik¢a goriilmektedir.

Tablo N = 32 icin (4.1) Orneginin mutlak hatasin1 gostermektedir. Yaklasik
1077 olan mutlak hata, yéntemin nispeten iyi sonuglar verdigi ve etkili bir sekilde
calistig1 anlamina gelmektedir. Bu nedenle, esit aralikli diigiim sayis1 N artirildiginda
yontem daha iyi sonuclar verdigi Tablo [4.2]deki degerlerden goriilmektedir. Tablo
SGM'nin asimptotik baslangic deger yontemi [|59]] ile karsilastirilmasini gostermekte,

[59]'deki yontemden daha iyi sonuglar verdigini agikca ifade etmektedir.

Ayni zamanda ADD’nin lineer bir sistemi olan o6rnek (4.2)yi iceren tablo
SGM’nin mutlak hatalarini gostermektedir. (4.2) 6rneginin maksimum mutlak hatasi
neredeyse 2,9 x 10~>dir. [|60]’'de tamitilan saglam parametre yontemi (parameter ro-
bust method), 9, (x) maksimum mutlak hatasin1 1,75 x 10~! olarak vermektedir. Bu
sonuclar, SGM’'nin [60]'deki yontemden daha iyi sonuglar verdigini 6nemli Olciide
gostermektedir.

ADD’nin lineer olmayan bir sistemi olan Ornegini inceleyen tablo B, (x)n
maksimum mutlak hatasmmin 2,8 x 10~° oldugunu gostermektedir.[61] makalesi
incelendiginde SGM, makalede kullanilan Sinc-Collocation yonteminden daha iyi
degerler vermektedir. Ancak daha yiiksek N degerleri icin Sinc-Collocation yontemi

bu calismada ele alinan SGM’den daha iyi sonuclar verdigi goriilmektedir.

Sonuc¢ olarak, ayn1 zamanda ADD’nin lineer olmayan bir sistemi olan 6rnek
incelenirken, tablo [4.7| maksimum mutlak hatay1 5 x 10~ olarak ve tablo 4.8 hatay:
4,7 x 1073 olarak ifade etmektedir. Ancak, [62]'deki yontemin sayisal ¢oziimleri
verilmedigi icin karsilastirma yapmak miimkiin olmamastir.
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Bununla birlikte, maksimum mutlak hatalar, SGM’nin lineer olmayan sistemlerde,
lineer sistemlerde oldugu kadar tatmin edici sonuclar vermedigini gostermektedir.
Gelecekteki calismalarda dogrusal olmayan sistemlerin etkinligini artirmak igin
iyilestirmelerin yapilmasi miimkiindiir. Bundan sonraki siirecte dogrusal olmayan

sistemlerin etkinligini artirmak icin iyilestirilmesine dair calismalarin yapilmasi
hedeflenmektedir.
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MAPLE KODLARI

Bu boliimde, Ornek 3 (4.3)’teki uygulamaya ait Maple Yazilim kodlar: verilmistir.

restart:

with(LinearAlgebra):

M:=24:

SIZE:=2x M + 1:

Q[2]:=unapply(1,x);

Q[1]:=unapply(x,x);

Q[0]:=unapply(0,x);

R[2]:=unapply(0,x);

R[1]:=unapply(cos(Pi * x),x);

R[0]:=unapply(0,x);

S[2]:=unapply(0,x);

S[1]:=unapply(x,x);

S[0]:=unapply(0,x);

T[2]:=unapply(1,x);

T[1]:=unapply(0,x);

T[0]:=unapply(1,x);

f[1]:=unapply( sin(x) + (x? —x +2) * cos(x) + (1 — 2 % x) * cos(Pi * x) ,x);
f[2]:=unapply(—2 + x s sin(x) + x * ((x — 1)?) * (sin(x)?) + (x? — x) * cos(x),x);
NL1:=unapply(0,x):

NL2:=unapply(x,x):

NLPartUp:=unapply(0,x);

NLPartDown:=unapply ((u(x)?),x);

Example:=Matrix([[add(P[i](x) * Dif f (u(x), x$i) + R[i](x) * Dif f (v(x), x$i),i =
0..2) + NL1(x) * NLPartUp(x) = f[1](x)],[add(Q[j](x) * Dif f (u(x),x$j) +
T[j1(x)*Dif f(v(x),x$j),j =0..2) + NL2(x) * NLPartDown(x) = f[2](x)]D;
delta[0]:=unapply(piecewise(j = 1,1,j <> [,0),j,D);

delta[ 1]:=unapply(piecewise(j = 1,0, j <> L, (1)) /(1 —=i)),i,D;
delta[2]:=unapply(piecewise(j = I, (—Pi?)/3,j <> 1,—2x (1) /(1 — ) .j,D;
d:=Pi/2:

h:=Pi/sqrt(M):

xl:=unapply((exp(l x h)/(1 + exp(l x h))),D);

phi:=unapply(log(x/(1—x)),x);

Dphi:=unapply(simplify(diff(phi(x),x)),x):

omega:=unapply(1/Dphi(x),x):
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D2phi:=unapply(simplify(diff(phi(x),x$2)),x):
Domega:=unapply(simplify(diff(omega(x),x$1)),x):
D2omega:=unapply(simplify(diff(omega(x),x$2)),x):

sysl:=[]:

for p from -M to M do

sys1:=[op(sysl),

c[p]* (w(x1(p))*P[0](xI(p)) /Dphi(xI(p)))

-add( c[j]*( subs(x=xl1(j), diff(P[1](x)*omega(x),x)*delta[0](p,j) /Dphi(x1(j)))
+(delta[1](p,j) /h)*subs(x=x1(j), P[1](x) *omega(x)) ) ,j=-M...M)

+add( c[j]*( subs(x=xl1(j), diff(omega(x)*P[2](x),x$2)/Dphi(x1(j))) *delta[ 0](p,j)
+subs(x=x1(j), 2*diff(omega(x)*P[2](x),x) +omega(x)*P[2](x)*D2phi(x)/Dphi(x))
*delta[ 11(p,) /h + w(xl(D)*P[2] (x1()) *Dphi(xl(j)) *deltal2](p,)/ (h ~ 2) ) ,j=-M...M)
+g[p]* (w(xl(p))*R[0](xI(p)) /Dphi(xl(p)))

-add( g[j]*( subs(x=x1(j), diff(R[1](x)*omega(x),x)*delta[0](p,j)/Dphi(x1(j)))
+(delta[1](p,j) /h) *subs(x=x1(j), R[1](x)*omega(x)) ) ,j=-M...M)

+add( g[j]*( subs(x=xl(j), diff(omega(x)*R[2](x),x$2) /Dphi(x1(j))) *delta[ 0] (p,j)
+subs(x=x1(j), 2*diff(omega(x)*R[2](x),x) +omega(x)*R[2](x)*D2phi(x)/Dphi(x))
*delta[1](p,) /h + w(xl()) *R[2] (1)) *Dphi(x1(G)) *delta[ 2](p,) /(h ~ 2) ) j=-M...M)
+subs(u(x)=c[p],NLPartUp(x)) *subs(x=xl(p),omega(x) *NL1(x)) /Dphi(x1(p))
-w(xl(p))*f[1](x1(p)) /Dphi(x1(p))=0]:

od:

evalf(sys1):

sys2:=[]:

for p from -M to M do

sys2:=[op(sys2),

c[p]*(wxl(p))*Q[0](x1(p)) /Dphi(x1(p)))

-add( c[j]*( subs(x=xl1(j) ,diff(Q[1](x)*omega(x),x) *delta[0](p,j)/Dphi(x1(j)))
+(delta[1](p,j) /h)*subs(x=x1(j),Q[1](x) *omega(x))),j=-M...M)

+add(c[j]* (subs(x=x1(j), diff(omega(x)*Q[2](x),x$2) /Dphi(x1(j)))*delta[0](p,j)
+subs(x=x1(j), 2*diff(omega(x)*Q[2](x),x)+omega(x)*Q[2](x)*D2phi(x) /Dphi(x))
*delta[1](p,j) /h + w(x1(}))*Q[2](x1(j)) *Dphi(x1(j)) *delta[ 2] (p,j) / (h *~ 2) ) ,j=-M...M)
+g[p]*wl(P)*T[0](x1(p)) /Dphi(x1(p)))

-add( g[j]*( subs(x=x1(j), diff(T[1](x)*omega(x),x)*delta[ 0](p,j) /Dphi(x1()))
+(delta[1](p,j) /h)*subs(x=x1(j), T[1](x)*omega(x)) ) ,j=-M...M)

+add( g[j]*( subs(x=xl(j), diff(omega(x)*T[2](x),x$2) /Dphi(x1(j)))*delta[0](p,j)
+subs(x=x1(j), 2*diff(omega(x)*T[2](x),x) +omega(x)*T[2](x)*D2phi(x)/Dphi(x))
*delta[1](p,j) /h +wI({))*T[2](x1(j)) *Dphi(x1()) *delta[2](p,j) /(h ™ 2) ) ,j=-M...M)
+subs(u(x)=c[p],NLPartDown(x)) *subs(x=xI(p),omega(x) *NL2(x)) /Dphi(x1(p))
w(xl(p))*f[2](xI(p)) /Dphi(x] (p)) =0]:

od:

evalf(sys2):

vars:=seq(c[i],i=-M..M):

vars2:=seq(g[i],i=-M..M):

vars3:.=vars,vars2:

sys3:=[]:

sys3:=[op(sys3),op(1...SIZE,sys1)]:

sys3:=[op(sys3),op(1...SIZE,sys2) ]:

coef:=fsolve(evalf(sys3),{vars3}):
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Coeff1:=coef[1...SIZE]:

Coeff2:=coef[ SIZE+1...]:
ApproximateSol1:=unapply(add(rhs(Coeff1[i+N+1])*sin(Pi* (phi(x)-i*h) /h)
/(Pi*(phi(x)-i*h) /h) ,i=-M....M),x):
ApproximateSol2:=unapply(add(rhs(Coeff2[i+N+1])*sin(Pi* (phi(x)-i*h) /h)
/(Pi*(phi(x)-i*h) /h) ,i=-M....M) X):

Exact1:=unapply((x-1)*sin(x),x);

Exact2:=unapply(x-(x " 2),x);

legend-symbol:= [typeset(vartheta[1](x)),typeset(vartheta[2](x))];

plot([ ApproximateSol1 (x),ApproximateSol2(x) ],x=0...1, legend=legend-symbol);
plot([ Exact2(x),ApproximateSol2(x) ],x=0..1);
plot([Exact1(x),ApproximateSol1(x) ],x=0..1);

legend-symbol2 := [typeset("SGM approximation ",vartheta[1](x)),
typeset("Exact solution ",vartheta[1](x)),

typeset("SGM approximation ",vartheta[2](x)),

typeset("Exact solution ",vartheta[2](x))];
plot([ApproximateSol1(t),Exact](t),ApproximateSol2(t),Exact2(t) ],
t=0...1,legend=legend-symbol2,style=["point","line","point","line"],
color=["blue","red","yellow","black"]);

53



TEZDEN URETILMIS YAYINLAR

Makale

1. Secer, A., Onder, I., Ozisik, M., 2021. Sinc-Galerkin Method for Solving
System of Singularly Perturbed Reaction-Diffusion Problems, Sigma Journal of
Engineering and Natural Sciences, 39 (2), 203-212.

54



	SIMGE LISTESI
	KISALTMA LISTESI
	SEKIL LISTESI
	TABLO LISTESI
	ÖZET
	ABSTRACT
	GIRIS
	Literatür Özeti
	Tezin Amacı
	Orijinal Katkı

	ÖN BILGILER
	Karmasık Analiz Hakkında Ön Bilgiler
	Metrik Uzaylar
	Normlu Uzaylar ve Banach Uzayları
	Iç Çarpım Uzayı

	Analitik Fonksiyonlar Hakkında Ön Bilgiler
	Karmasık Fonksiyonlar
	Analitik Fonksiyonlar
	Dönüsüm Olarak Analitik Fonksiyonlar
	Konform Dönüsüm (Conformal Mapping)


	SINC-GALERKIN METODU
	Sinc Bazı
	Konform Dönüsüm
	Yakınsaklık Analizi
	Ayrık Sistem
	Hata Yaklasımı


	SAYISAL UYGULAMALAR
	Örnek 1
	Örnek 2
	Örnek 3
	Örnek 4

	SONUÇ VE ÖNERILER
	KAYNAKÇA
	MAPLE KODLARI
	TEZDEN ÜRETILMIS YAYINLAR



