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OZET

FiZIKTE BAZI SPEKTRAL UYGULAMALAR

Is1l Pakize ILGAZ

Fizik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Orhan ICELLI
Es Danigman: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bu tezde, Beer-Lambert yasasinin ifade eden [ = Ipe #t denklemi ile matematiksel
uygulamalarda spektral teori arasinda bir korelasyon kurmaya calistik. Spektral teori tig
kistmda incelenir. Nokta (point) spektrum, siireklilik (continuous) spektrum ve
background (residual) spektrum. Beer-Lambert yasasi kullanilarak sonlu boyuttaki
uzayda yapilan hesaplamalardaki sifira ulagtigimiz yerdeki karsiligini point spektrum
olarak gozlemledik.

Spektral teori sonsuz boyuttaki ifadelerin hesaplanmasinda kullanilir. Beer-Lambert
yasasinin bir diger uygulamasi olarak ifade edilen A = KC ifadesinde A; biyomateryale
ait kiitle sogurma katsayisidir. C; biyomateryaller igerisindeki elemente ait yiizde
konsantrasyonunu, K; ise; biyomateryaller igerisindeki elemente ait kiitle sogurma
katsayisidir. Bu iki denklem I = I,e ™t ve A = KC arasmda bir korelasyon kurmaya
calistik.

Metot deneysel olarak kullanilan Beer-Lambert yasasinin sonlu boyutlu lineer sistemlerde
nokta spektruma uygulamasini icermektedir. Spektral yaklasim lineer sistemin ¢oziimiin
olmadigi durumlar icin A = KC sisteminde kiitle sogurma katsayisina ait spektral
teorinin sagladigr yaklasimlar kullanilarak sistem yorumlanabilmektedir. Bu sistemi
literatiirde biyomateryaller i¢in deneysel olarak Olc¢lilmiis degerler kullanilarak bir
kiyaslama yapilmig ve metodun gegerliligi de tartigilmustir.



Anahtar Kelimeler: Beer-lambert yasasi, spektral teori, nokta spektrum, siirekli
spektrum, artik spektrum

YILDIZ TEKNIiK UNiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

SOME SPECTRAL APPLICATIONS IN PHYSICS

Isil Pakize ILGAZ

Department of Physics
MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Orhan ICELLI
Co-Advisor: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

In this MSc Thesis, we have searched to establish a correlations between Beer-
Lambert’s Equation and spectral theory of mathematical applications of. Spectral
theory has 3 parts: Point spectrum, continuous spectrum and background (or
residual) spectrum. Based on the beer lambert equation, finite space solutions are
observed as point spectrum. Spectral theory is used for solving the infinite
dimensional equations. The other application of beer lambert equation is is named as
mass attenuation coefficient of Biomaterials as seen A = KC. In this equation, C;
percent concentrate of elements in Biomaterials, K; mass attenuation coefficient of
elements in Biomaterials. We search for correlations between these two equations as
seenl = lpe * and A = KC.

The method includes the point spectrum applications of beer lambert equation,
which is used for experimental purposes, for linear systems with finite dimensions.

The spectral approach can be explained by linear system when there is no solution.
Based on the previous studies from literature, this linear equation system for
biomaterials measured experimentally in order to make a comparison. By doing this
we confirm the acceptability of the method.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Incelenen bir ¢alismada Compton sagilma fotonlarin1 kullanarak tiimorlii hiicre
degisimleri incelenmistir. insanlarda gdgiis dokusundaki elektron yogunlugunu 6lgmek
icin Compton sagilma fotonlar1 kullanilarak yapilan bir ¢alismada; belli bir agiyla alinan
dedektdr verileri uygun bir algoritmayla hesaplanmistir. Bu calismada yag, kotii huylu
tiimor, fibroadenom ve fibrokistik degisiklige ugramis (FCC) olmak tizere dort tip doku
kiyaslanmistir. Bu dokularin bir grubu olan malign hiicrelerin metabolizma
reaksiyonlarinda kullandiklar1 glikozun alimimindaki degisikliklerden otiirii yliksek
elektron yogunluguna sahip olduklar1 varsayilmaktadir. Biyomateryallerin molekiiler
yapilarin1 tanimlamadaki en etkili yol, X-11n1 fliioresans spektroskopisinde koherent ve
Compton sagilmalarinin olgtimleri olarak gosterilir. Yapilan bir calisma, sistemi
tyilestirmek icin sirasiyla yanlis tani oranini azaltmak ve gogiis kanseri tanisini
hizlandirarak biyopsi Orneklerinin tanimlanma siirecini iyilestirmesi beklenmektedir.
Bir klinik bolimiinde biyopsi veya Fine Needle Aspiration (FNA) ile incelenecek bir
doku patolojik Ornegi analiz sistemini iireterek belirsiz olan Orneklerin teshislerini
kolaylagtirmaktadir. Bu sistem ile doku parametrelerindeki farki 6lgen X-1sin1 teknikleri
kullanilarak 6rnegin incelenmesi ve hazirlanmasiyla ilgili sorunlarin en alt diizeye
gelmesi beklenir. Bu c¢alisma, X-isin1 fliioresans ile birlikte koherent sagilmayi
kullanarak normal doku ve elementel diizeydeki hastalikli doku arasindaki farki 6lgiip
goglis dokusunu gruplar halinde siiflandirir. Compton sagilmasinmi kullanarak saglikli
ve hastalikli doku arasindaki siniflandirmay ayirt etmek igin yapilan bir ¢alisma i¢in
konuyu kisaca Ozetlemek istersek; bu calismada sagilan Compton fotonlarindan

faydalanarak; gogiis dokusunun elektron yogunlugunu OJlgmek icin bir teknik



tamimlanir. 57,97 KeV enerjide bir X-1ism tiipiinden ¢ikan K, , tungsten bir hedefe
ulastiginda 30 derecelik agiyla X-1s1n1 sagilir. Bu agidaki Compton ve koherent foton
pikleri, enerji dagilim dedektdrii ve pik algoritmasi kullanilarak bulunur. Cesitli insan
dokulariyla yapilan ¢aligmalarda yag hiicreleri ve kotii huylu tiimorlii hiicreler arasinda
% 9’luk ve ayn1 zamanda yag hiicreleri ve fibrokistik degisiklikler arasinda % 12,7’lik
bir fark oldugu istatistiksel yontemler kullanilarak belirlenmistir. Yag hiicresi ve fibroz
glandiiler doku arasindaki degisiklik %2,2 ayn1 zamanda kot huylu timor ve
fibrokistik degisiklikler arasindaki fark % 3,4 tiir. Glikoz degisimiyle kotii huylu timor
hiicreleri bu dokularin elektron yogunluklarimi yiikselttigini ortaya koyar. Fibrokistik
degisikliklere maruz kalan fibrokistik yapilar, doku tipleri i¢inde Olgiilen en yiiksek
elektron yogunlugu degerini vermektedir. [1]

Bagka bir calisgmada ise; KBr disk tekniginden bahsedilmistir. KBr disk teknigi
kullanilarak protein (amid gruplar1) ve karbonhidrat (hidroksil gruplari) gibi kati
biyomateryallerin orta kizilotesi (mid-IR) analizleri tutulan su molekiillerinin
fazlahigiyla ilgili bir problem sergilemektedir. Bu yontemle kemometrik denklem
kullanilarak biyomolekiillerin emilen su miktarina bagli su sorunu ¢dziimlenmeye
calistlmistir. Bu yontem ile biyomolekiillerin denklem tabanli elektromanyetik dalga
spektrumlarinin diizeltmelerle nicel analiz ve yap1 tanimlamalarda giivenilir bir sekilde
kullanilabilecegi belirtilmistir. KBr yapisi i¢inde biyomateryallerin kimdenkleml
yapilarindaki degisiklikleri 6nlemek ve Beer-Lambert denkleminin gereksinim duydugu
kat1 ¢ozelti igin biyomateryal preslenerek pargacik boyutunun minimuma indirilmesiyle
nicel analiz i¢in 6nemli bir avantajin saglanacag belirtilmistir. Yeni yontemin sonuglari
ATR (azaltillmis toplam yansitma) spektrumlari ile karsilastirilarak ATR diizeltme
algoritmasi kullanilarak diizeltilmistir. Bu kemometrik yontem KBr diskinde emilen su
olusumunda kat1 biyomateryallerin FTIR spektrumlarini diizeltmek i¢in gelistirilmistir.
Yeni yontemde biyomateryallerden proteinlerin amid, karbonhidratlarin hidroksil
bolgelerindeki su gruplarinda serbest spektrumlarin egrilerinde diferansiyel ve yeni bir
matris algoritmasiyla diizeltme yapilmaktadir. Bir matris iginde Beer-Lambert
denklemiyle tutulan gruplarin R-matris oranlar1 ¢ok degiskenli bir denklem sistemi
olusturup, bilesenlerin sogrulamayan grup katsayilariyla kiyaslayip yeni bir algoritma
olusturmaktadir. Bunu yaparken KBr i¢inde minimum pargacik boyutu, sinir kapasitede
Olgiilen elektromanyetik dalga spektrumu profilleri tekrarlanabilmekte ve KBr disk

teknigiyle Biyomateryallerin ikincil-iiclinciil yap1 analizleri ATR spektrumlariyla



avantaj saglamakta ve boylece herhangi bir analitik yontemin hassasiyeti bu sayede

belirlenebilmektedir. [2]

Radyolojik teshiste dokulara esdeger sayilabilecek dozimetrik materyallerle ile ilgili

literatiire bakacak olursak;

Biyolojik ve medikal igerikte radyasyon dozunu hesaplamada gama 1s1mm1 fotonunun
etkilesimi etkili olup buna ilave olarak kemik, yumusak doku, kas ve deri gibi biyolojik
dokularca etkilesimli kiitle sogurma katsayisi, etkin atom numarasi gibi diger foton

etkilesme parametreleri bulunmaktadir. [3]

Kilo elektron volt (keV) mertebesindeki fotonlar, medikal teshis ve radyoterapi’nin yani
sira radyasyon biyolojisi i¢in 6nemlidir. Mega elektron volt (MeV) araligindaki fotonlar
ise; radyoterapi ve medikal goriintiileme igin ¢ok 6nemlidir. Etkin radyasyon dozunda
calismak icin iyonize radyasyona maruz kalan hasta dokusuna benzer olarak kullanilan
bazi materyaller kullanilmaktadir. Bunlar dokuya esdeger materyallerdir. Uluslararasi
Radyasyon Birimleri Komisyonu (ICRU, 1989) 1keV’den 50 MeV’e kadar olan
araliktaki toplam kiitle sogurma katsayist ve kiitle enerji sogurma katsayisi; insan

dokusuna ve dokuya esdeger bilesimlere esdeger oldugunu belirtmistir.

0.015 MeV - 15 MeV araligindaki fotonun enerjisi, fotonun madde ile olan etkilesimini
i sekilde agiklar. Bunlar; fotoelektrik olay, Compton sagilmasi ve ¢ift olusumdur.
Boylece, toplam kiitle sogurma katsayis1 ve kiitle enerji sogurma katsayisi belirtilen
siirece baghdir. Bu nicelikler foton enerjisi kullanilarak karigim kurali ve WinXCom
adli bilgisayar programi kullanilarak hesaplanir. Maddeye niifuz eden fotonun
dozimetrik madde davranisi, KERMA (birim kiitle basina serbest birakilan kinetik
enerji) ve kiitle enerji sogurma katsayisi ile arastirilir. Maddeye niifuz eden fotonun
sacilma etkisini arastirmak i¢in; ornek materyalin esdeger atom numaras1 faydali bir
parametredir. Dozimetrik maddenin esdeger atom numarasi, standart bir veri tabaninda
bulunmaz fakat radyolojik teshisteki bircok uygulama icin gereklidir. Giincel
calismalarda, insan dokulari ve dozimetrik materyallerin esdeger atom numarasini
hesaplamak igin interpolasyon metodu kullanilir. Esdeger atom numarasinda ortaya
cikan bilgi, 0.015 MeV ile 15 MeV arasindaki enerji araligindaki dokularla
karsilagtirilir.  Analitik yOntem, insan doku Ornekleri yerine segilen maddelerin

uygulamalar ve degerlendirilmeleri i¢in kullanilan uygun ve etkili bir yontemdir.



1.2 Tezin Amaci

Beer-Lambert denklemi kullanilarak spektral teoremin gegisleri araciligiyla biyolojik ve
biyolojik olmayan numunelerin ihtiva ettigi organik ve inorganik madde tayinini
yapmak suretiyle; Beer-Lambert denklemi geregi bir numune iizerine gelen isinin
madde ile etkilesimi sonucu agiga ¢ikan 1sinin matematik biliminde yer alan spektral
teori ad1 altinda incelenen nokta (point) spektrumu, siireklilik (continuous) spektrum ve
background (residual) spektruma fiziki terim olarak karsilik gelen terimleri bulmay1
hedeflemektir.

Patolojik ve patolojik olmayan biyomateryallerden nitel ve nicel analiz yapmak i¢in
numunelerden kiil firininda organiklerden arinmasi ve suyunu kaybetmesi nedeniyle
veri kayb1 olacaktir. Aslinda bu istenmeyen bir durumdur. Insan dokusunu kiil firininda
organiklerden ve Su’dan arinmasi ve sadece inorganiklerden miitesekkil bir numune
olmasi radyolojik ve teshis bakimindan dogru sonuglar verememektedir. Matematiksel
modelleme ve Spektral yaklagimla bir numunedeki kayip Su ve organik bilesenleri de

tayin ederek gergel oranlara yaklasmay1 amagliyoruz.

Kiil firina konulan biyolojik dokuya esdeger materyal 700 "C’de tutuldugunda islem
sonunda kalan inorganik ve organik madde iceriginin nitel ve nicel tayinlerin yapilmasi
onemlidir. Bu sicaklik derecesinde organiklerin ve suyun zarar gérmesi beklendiginden
bagil su oraninin matematiksel bir modellemeyle, organik bilesen icerigi ise uygun bir
yontemle hesaplanip kiyaslama yapilmasi deneysel hesaplamalarda zaman kaybinin

Ontine gegilebilecek ve deneysel hata oran1 azalabilecektir.

1.3 Hipotez

Spektral teori Beer-Lambert denklemine lineer denklem sistemi olarak bakar. Lineer
denklem sisteminin ¢Oziimii lineer denklemi olusturan katsayr matrisinin
determinantinin sifirdan farkli olmasi ile miimkiindiir. Determinant1 sifir olan bdlge
Spektral teoride nokta spektrumuna karsilik gelir. Ana hipotez determinant: sifir yapan
bolgenin Beer-Lambert’te karsiligi; madde ile etkilesen elektromanyetik dalga
spektrumunun maddeden disar1 ¢ikamamasi durumudur. Bu durum Matematigin
Spektral ~ teoreminde  nokta  spektrumuna  karsihk  geldigi  hipotezimizi

kuvvetlendirmektedir.



Kuru gidalarda da 1simnlama yapmadan dnce ve sonra bu analizler yapilarak kanserojen
elementlerin miktar tayini yapilabilir. XRF (X-1sinlar fliloresans veya emisyon) teknigi
kullanarak kuru gidalarda isimlama yapilmasi sinir doz degerlerini astiginda sagliga
zararli olabilmektedir. Bu ylizden X-isinlarina maruz birakilmadan analitik ve

matematiksel yontemlerle nitel ve nicel analiz yapilmasi bir diger hipotezimizdir.



BOLUM 2

GENEL BIiLGILER

2.1 Spektral Teoremde Genel Yaklasimlar

2.1.1 Esas Eksen Teoremi

Bu teorem 20.yiizyilin baslarinda 6nemi sonradan fark edilmistir. Modern spektral
teorinin Onclisii olan analitik geometri esas eksen teoreminde mevcuttur. Analitik
geometrinin kurucularindan olan Pierre de Fermat (1601-1665) ve Rene Descartes
(1596-1650) bu basit teoremin igerigindeki yazilar bizim igin bir siirpriz degildir. Bu
teorem, oklit diizlemimdeki R? igin, esas eksenin normal formuyla yeni koordinat
ekseninin birbirine denk geldigi yerde, kuadratik formun (ax? + 2bx + cy?) eksenin
donmesiyle normal forma (ax? + By?) doniismesini sdyler. Bu teoremin asil icerigi,
cebirsel kisaltmalarin normal formunun esas eksen lizerindeki geometrik doniisiimiine
karsilik gelmesi Descartes'in La Geometrié kitabinda yer alir [4]. Aym1 zamanda
Fermat’in 6liimiinden sonra yayimlandi [5]. Esas eksen terimi; Leonhard Euler (1707-
1783) tarafindan donen cisimlerin mekanigi arastirilirken taninmistir [6]. Euler; iki ve

ti¢ boyutlu kuadratik yapilarin sadelestirilmeleri hakkinda s6z etmistir [7].
Esas eksen teoreminin genel formu, hi¢bir simetrik kuadratik formun R"™ {izerinde

(Ax,x) = Ya;x; X; yazilmasi, ¥ A;x? normal formdaki ortogonal déniisiimiinii ifade

ettigini T: R™ — R iddia eder.

Bu teoremin cebirsel kismmin R3 'ten R™ 'e genellestirilmesi (1736-1813) Joseph Louis
Lagrange tarafindan fonksiyondaki minimum ve maksimum degisiklikleri belirtilerek

yapilmistir [8]. 1827'de Carl Gustav J. Jacobi (1804-1851) temel eksenlerin gesitli
6



kuadratik yiizeylerini arastirmustir [9]. Augustin-Lois Cauchy (1789-1867) A;
katsayisinin normal formunun simetrik kuadratik formunun gergel oldugunu
gostermistir. [10-11] James Joseph Sylvester ve Arthur Cayley'in n-boyutlu uzayn
cebirsel taniminin matris olarak gosterimini kullanarak; esas eksen teoreminin genel
formu 19. vyiizyilin ikinci yarisina kadar yukaridaki gosterim kullanilarak

gerceklesmistir. Sylvester A; katsayisinin polinom determinanti olan

det(AI — A) = 0 Kkarakteristigini, (Ax,x) normal formun kokleri olarak agik¢a
gostermistir [12]. 1858'de Cayley sadelestirilmis normal formun A matrisinin diyagonal
haline denk gelmesiyle matrislerin hesaplanmasi baslamistir. Ozellikle matris dilinde
esas eksen teoremi, her simetrik gergel A matrisi (ortogonal) dikey olarak diyagonal D
matrisine denk gelir [13]. Baska bir deyisle baz1 ortogonal T matrisleriicin D = T~ AT
've diyagonal formu denir. Diyagonal olan D'ler A'larin Ozdegeridir. Bu Ozdegerde
polinom esitlik olan det(Al — A) = 0’in kokleridir [14].

2.1.2 Sonsuz Boyutlu Lineer Denklem Sistemleri

Modern spektral teorideki esas gergek, sonsuz boyutlu uzaydaki belirli lineer islemciler
diyagonal formdadir. Boylece spektral teorinin ikinci tarihsel kokii sonlu boyuttan
sonsuz boyutlu teoriye dogru gelisir. Bu gelisim, lineer denklem sistemlerinin sonucu
ilk cebiri meydana getirir. Lineer denklemlerin sonlu sistemleri 18. ve 19. yiizyillar
boyunca eliminasyon (ayirma, yok etme) metodu kullanilarak ¢ozilmistiir. Lineer
denklemlerin sonlu sistemleri 1770 ve 1779'da Euler ve Etienne Bezout tarafindan

¢ozlilmistiir [15-17].

Joseph Fourier (1768-1830), her fonksiyonun trigonometrik terimlerin sonsuz lineer
kombinasyonu oldugunu gosterdiginde; sonsuz sistemlerin denklemleri tizerindeki
problemi tetikledi [18]. Bunun gibi lineer kombinasyonlardaki bilinmeyen katsayilarin
belirlenmesindeki problem, sonsuz sistemdeki dogrusal esitliklerin ¢éziimiindeki genel
probleme neden olmasiydi. Fourier yaklagimi ilk olarak nxn sistemlerin ¢oziimiinii

n — oo anlatir [19].

Fourier'in trigonometrik serilerdeki rastgele fonksiyonlarin genislemesi hakkindaki
iddias1 integrasyon teorisi lizerindeki yogun caligmayi tesvik etmesine ragmen, sonsuz
sistemdeki dogrusal (lineer) denklemlerin ¢6ziim metodu hemen hemen yok sayildi.

Theodor Kaotteritzsch, Saxony Cramer'in sonsuz simetriler hakkindaki kuralini

7



genisletmeye tesebbiis ettiginde bu arastirmayi tekrardan agmis oldu. Yedi yil sonra
Amerikan bir astronot olan George William Hill yalnizca sonlu boyuttaki sistemler i¢in
basarili bir uygulama olan determinant teorisinin sonsuz boyuttaki durumunu konu alan

bir makaleyi Cambridge'te ve Massachusetts'te yayimladi [20].

Hill'in ilk gorevi bunu Avrupa'da yaymak oldu. Mittag-Leffler Acta Mathematica
kitabin1 Fransa'da yeni baski yaptiginda Paul Appell Principe Des Reduites adli
kitabinda eliptik fonksiyonlarin giiclii seri genislemelerindeki katsayilari belirliyordu

[21].

Bu noktada Henri Poincare, Hill ve Appell'in ¢alismalarini agiga ¢ikarmak igin (sonsuz
determinantlar hakkinda olan ¢alismalar) sert tanimlamalar1 destekleyen bu tartigmaya
girmistir. Bu ¢aligma Paris'te Poincare tarafindan baslatildi. Helge Von Koch tarafindan
Stokholm'de devam etti.1890 ve 1910 arasinda yaygin bir teori olan sonsuz determinant

teorisi gelistirildi [22-27].

2.1.3 David Hilbert

Von Koch veya Fredholm'un ikisinden birinin modern spektral teoremin atalarindan biri
olmasina ragmen, bizler bu gelismeyi matematiksel ve tarihsel olarak iki ana baglikta

inceleriz.

20.ytlizyildaki sonsuz boyuttaki spektral teorinin gelisimi, sonlu boyuttaki spektral
teorinin gelisiminden daha basittir. Bu durum, 19. yiizyilda lineer denklem ve
determinant teorisinin sonludan sonsuz boyutta, sonsuzdan da devamliya gittigini
ongortir. Fakat bu kadar bilgi de bile, Fredholm'un diisiinceleri David Hilbert'in 1900-
1901 yillar1 arasinda Gottingen'de verdigi seminerde Hermann Weyl'in “6nce atesi
yakala” sozleriyle baglamistir [28]. Oniindeki on yil i¢in Hilbert (1862-1943) onun
etkileyici matematik yetenegi istiinde yogunlasti ve 1904-1910 yillar1 arasinda
Gottingen Nachrichten'de serilerle ilgili alti sayfalik bir makale yayinladi [29]. Bu
makalede esas tanimlari, Hilbert uzay teorisini ve isim babasi olan spektral teoriyi ana

hatlariyla ifade etmistir.

Bu siiregte, mekanizmanin diizenlenmesi problemin ¢oziilmesini gerektirir. Hilbert;
stirekli spektrumu nokta spektrumundan ayirarak k kuadratik formdaki spektrumu

tanimlar. Ayrica bu yapilardan ayrilmis olan karmasik spektrumu da tanimli saf nokta



spektrumunu ayirarak, stirekliligini tamamlamis olan yapiy1 tanimlar. Fakat bu 6zetteki

en 6nemli nokta, spektral teoriyi hem kanitlamis oldu hem de formiile etti.

Hilbert integral denklemini ¢dzme konusunda endiseliydi. Hilbert asla elde ettigi

sonuglart matrislere veya operatorlere uygulamazdi.

2.1.4 Hilbert-Schmidt Spektral Teorisi

Hilbert en basta sonlu boyuttaki uzay igin eksen teorisini tanimlamistir [30].

A < 4, <+ £ A, seklinde bir ifade tanimlanirsa bu ifade igin n degeri nxn K
simetrik matrisinin gercel Ozdegeridir. Ayrica @, ... @, degerleri de dzvektorlerle ilgili
ortanormallerdir. Boylece 1 <i <n icin K¢; = A; ¢; ifadesi olur. K degeri ise;
diyagonal matris olan L'nin asil diyagonali olan A; ile alakalidir. T matrisi ise; ¢4 ... ¢,
vektorleriyle temel vektorlere doniisiir. Boylece; L= T 1K T gosterimi T 'nin
ortogonal doniisimii ile K'y1 kdsegen matris yapar. L matrisi Y./, A;P; olarak yazilir.

P;, bir boyutlu alt uzay1 olan ¢; nin izdiigimiidiir.

Bu teoremi ilk olarak Hilbert gelistirmistir. K spektrumunu o (K) olarak gostermistir.
Al — K dontisimii tersinir  degildir. Hilbert I — AK ifadesini, Schmidt ise Al — K
ifadesini  kullanmistir. o(K) mm altkiimesi A y1 icerir. K¢ = A esitliginde
degiskenlerden en az biri sifira esit oldugu i¢in K'ya nokta spektrumu denir. o(K)
nokta spektrumunun olusmasi sonucu siirekli spektrum elde edilir [31]. Hilbert'in
calismalarinda da K ve o(K) spektrumu arasindaki doniisiimden s6z ediliyor. Hilbert
bu spektrumu kesfettiginde K'nin sinirli durumda oldugunu soyler. S = { || Kx ||: ||x || }
kiimesi smirli, 12 normudur. K simetrik oldugunda S'nin alt simr1 ||K || olarak gosterilir.
{A: 1 € o (K) } gosterimi alt sinir1 ile aynidir. Buna da spektral yarigap teoremi olarak
adlandirilir. Hilbert'ten dolay: 12 iizerindeki smirli dogrusal déniisiim diger noktadan
daha oOnemlidir. Hilbert'e gore ||lx, —x|| = 0 ifadesi i¢in |[Kx, —Kx| =0
ifadesindeki gibi giiclii bir yakinsamayr muhafaza etmek; kesin bir sekilde siirekli

dogrusal bir degisimdir.

Hilbert eksen teoremini simetrik sinirli dogrusal doniisiime dogru genisletmistir.
Dontisiimlerdeki spektra gergel eksendeki sinirli alt kiimedir. K gosterimi p(K) nokta
spektrumundaki A, K@, = A ¢, ifadesini destekler nitelikte olup, ¢, Ozvektoriiyle

alakal1 olan ortanormal durum s6z konusudur. Eger P,, ¢, tarafindan meydana gelen alt
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uzayi belirtiyorsa; A'nin p(K) nokta spektrumunda oldugu alanda L = YAP; diyagonal

doniisiimii gosteririz.

L'deki doniisiim alt uzaydaki K'da meydana gelen olaylar1 tam olarak yansitir. Bunlarda
@, 6zvektorii tarafindan meydana gelir fakat bu alt uzay (2 den daha kiigiiktiir. Siirekli

spektrumu dahil etmedigimiz durumlarda K ve L'de ayni degisimler goriiliir.

Stirekli spektruma katkisini ifade ederken, Hilbert bir integral tanimlamastir.

2 F(0) dg(x) 2.1)

Hilbert*in spektral teoremi 2 iizerindeki her simetrik smirli dogrusal degisim diyagonal

form (ortogonal degisim) olarak tanimlanir.

1
Toto A Pr+ [y AdEs (2.2)

Hilbert bunu tamamen siirekli olarak tanimlamistir. Schmidt ise zayif yakinsamadan
giiclii yakinsamaya dogru olan ozellikleri eslestiriyor. K'daki lineer degisim tamamen

stirekli oldugunda;
|[Kx, — Kx || = 0 heryigin y,x, = (¥, x) oldugu durumda

Tamamlanmis ortogonal sistemde; {¢,,} , siirekli fonksiyon [0,1] araligindadir veya [?
dizi uzayindaki vektordiir. Ortogonal iliski (¢, ¢,,) = 0 ; n # m oldugunda ¢ Fourier

uzayinda oldugu gibi su sekilde tanimlanir; ¢ =} a, @,

2.1.5 Spektral Teoremlere Kuantum Mekanik Bakis

Gottingen'de 1925-1926 yillar1 arasinda Werner Heisenberg ve Erwin Schrodinger
kuantum mekanigi teorisini bulmuslardir. Heisenberg'in teorisine gore fiziksel
gerceklikteki atomik arastirmalar matematiksel islemlerdeki gibi es zamanli olarak
degismez. Matris cebirinin degismezlik 6zelligi; Heisenberg'in Max Born ve Pascal
Jordan'la birlikte hazirladigi her fiziksel nicelik (sonlu veya sonsuz) matristir ki bu da
dontisim olarak tanimlanir.[32-33] Miimkiin degerlerin bulundugu fiziksel niceliklerin

oldugu kiime spektrum doniisiimii olarak adlandirilir.

Schrodinger buna kargin, Ortodoks geleneklerine karsi olan teoriyi referans alarak kendi

kismi dalga fonksiyonunu gelistirmistir. Schrédinger’in  dalga mekanigi ve
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Heisenberg'in matris mekanigi; bu iki teori ciddi hipotezler ortaya atarak bazi sonuglara
yol agmistir. Schrodinger, Heisenberg'in matrisiyle ilgili olan Schrodinger’in dalga
denkleminde tamimli olan farkli operatériin Ozdegerini gostererek bu iki yaklasimi

birbirine baglar.

Benzer sonuglar es zamanli olarak Ingiliz fizik¢i Paul A. M. Dirac tarafindan da elde

edilmistir. [34-35] Boylece spektral teori daha yogun bir hale gelmistir.

Hilbert, kendi tanimlamis oldugu kuadratik formdaki spektrasinin atomik spektra olarak
degerlendirilmesini saskinlikla karsilamistir. Kendisi su sekilde bir agiklama yapmustir:
Kendi teorimini sonsuz degiskenli matematiksel terimlerle gelistirecegini belirtmis ve
daha sonradan fizikteki spektrumun uygulamalarini bularak bu teoreme spektral analiz
adm1 vermistir. [36] Hilbert'in spektral teorisi matematiksel temeller i¢in uygun hale
geldiginden bu teorem daha da netlesmistir. Sonlu ve sonsuz matrislerin Hilbert
uzayindaki doniisiimleri yorumlanmustir ve fiziksel nicelikler bu déntisiimler tarafindan
sunulmustur. Kuantum mekaniginin matematiksel mekanizmasi spektral analizi
meydana getirir. Aurel Winter tarafindan yayimlanan ilk kitap spektral teoriye
atfedilmistir. [37]

Hilbert'in orjinal spektral teorisi siirlt ve simetrik olan kuadratik formlara uygulanir.
Bu teorem siirli kompleks matrise kadar hizli bir sekilde genisledi ve Hermityen adini
aldi. Fransiz matematik¢i Charles Hermite gercel Ozdegerleri gelistirmistir. [38] Hem
simetrik hem de hermityen formu her x,y i¢in (Ax,y) = (x, Ay) bagintis1 yerine
karakterize edilebilir. Simetrik matrisler gibi, Hermityen doniisiimiiniin gergel bir
spektrast vardir ve genellikle cebirsel doniisiimlerdeki gercel sayilar i¢in dnemli bir rol
oynar. Mucizevi bir sekilde, mekanikle nitelendirilmis olan hermityen doniisiimii
tamamen fiziksel bir nicelikle gosterilir. Gergel sayilar tarafindan Olgiilen fiziksel
nicelikler olarak adlandirilan hermityen donisiimii, gercel sayilar gibi davranan
dontigiimler tarafindan acikga gosterilir. Muhtemelen zorlayici bir savunma ile bu
hipotez, matematiksel fizigin doniisiimii olan hermityen tarafindan fizigin temel yasasi

oldugu iddia edilir.

Eger A hermityen ise; dalga fonksiyonu @ = A @ enerji korunumunu ifade eder. Klasik

mekanigin temel yasasi ve Schrodinger denkleminin ¢6ziimii olan @=iA@® kuantum

mekanigini temel varsayimi olan siirekli bir modelidir.
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Her gozlemlenebilen seyin hermityen doniisimii tarafindan yeni mekanikte
gosterilmesine ragmen; gozlemlenen her donlisim mutlaka dogru degildir. Dirac;
gbzlemlenebilen hermityen doniisiimiine 6nemli bir hipotez eklemistir. Eklenen ifade
Ozvektordiir ve tamamlanmis ortogonal sisteme eklenmistir. [39] Verilen ifadelerin
ozvektorlerinin lineer kombinasyonlar (sonsuz olacak) tarafindan ifade edilen kuantum

mekaniksel durumdaki her vektdr; bu hipotezi ifade eder.

Hilbert-Schmidt spektral teorisinin bir pargast olan bu 0zellik doniisim olarak
tanimlanir fakat bu teori sadece bir kisma cevap verebilir. Tamamen siirekli olan bunun
gibi hermityen doniistimlerinin 6zdeger kiimesi vardir. Bu teorem kuantum mekaniksel

doniistimleri tamamen siirekli olmadigindan beri Dirac'in hipotezini saglamiyor.

Hilbert'ten sonra, 6nemli bir ¢alisma olan bagimsiz (sinirsiz) doniisiimler 1923 yilinda
Isvigre'de Torsten Carleman tarafindan yaymlanmistir. Bu konuda Carleman Fredholm
ve Hilbert'in bircok sonuglarinin bagimsiz ve zayif bir hipotez oldugunu gostermistir.
Fakat spektral teorinin bakis agisi, 25 yasindaki Macaristanli John Von Neumann'nin
Hilbert uzayindaki dogrusal operatorler alanindaki c¢aligmalariyla spektral teoriye
yaptig1 girisle bu alanindaki ¢alismalara 1927-1929 yillari arasinda devrimsel bir bulus
yapmistir.

1927 yilinda Neumann Hilbert uzayindaki operatorler agisindan kuantum mekaniginin

doniisiim teorisini ifade etmistir.
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2.2 Kullanilan Diger Yontemler

Spektrofotometrik veya diger analitik cihazlardan elde edilen 6lgiim verilerinden olusan
lineer denklem sistemlerinin Beer-Lambert denklemine uygulanmasiyla ilgili bazi
kemometrik yontemlerden bahsedecegiz. Asagida bahsedecegimiz bu yontemler kendi
calismamizda kullanmadigimiz ancak biyomateryal analizlerinde kullanilabilecek olan
yontemlerdir. Bu yontemlerin avantajlar1 oldugu gibi dezavantajlart da vardir. Cok
degiskenli kalibrasyon algoritmalar1 i¢in kullanilan yontemler asagida alt basliklar

halinde agiklanmustir.

2.2.1 Cok Degiskenli Kalibrasyon Algoritmalarinda Kullanilan Yontemler

2.2.1.1 Klasik En Kiiciik Kareler Yontemi

Klasik en kiigiik kareler kalibrasyon yontemi, spektrofotometrik veya diger analitik
cihazlardan elde edilen ol¢iim verilerinden olusan lineer denklem sistemlerinin, Beer—
Lambert denklemine uygulanmasidir. Burada agiklamalar spektrofotometrik ¢aligmalar
i¢in yapilmaktadir. [40]

A =KxC (2.3)

(Beer—Lambert denklemine gore)’dir.

Bu denklem lineer denklem sistemleri ile ifade edilecek olursa;

Al = Kll Cl+ K12 C2++ ch CC (24)
AW = le C1+ sz C2++ KWC CC (25)
Burada;

A= olciilen sinyal,
K= 6l¢tim i¢in segilen noktalardaki katsayilar,

C= analiz edilen materyali olusturan elementlerin yiizdelik miktarlar
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Y 6ntemin basit algoritmast:

Apxq = Kpxj * Cjxg (2.6)
K = (Agx;Cixq) X ( Cqx; Cax )™ (2.7)
K* = (K% q Kpx)) ™" K (2.8)
Cixp = K* * Agrnex (2.9)

2.2.1.2 Klasik En Kiiciik Kareler Yontemi Avantajlar:

1) Hesaplamalar hizlidr.
2) Kalibrasyonlarda dalga boyu sec¢imi gerektirmez.
3) Dalga boylarmnin sayisi1 bilesenlerin sayisindan fazla olsa da kullanilabilir.

4) Genis bir spektral alanda ¢ok sayida dalga boyunun sogurma dlgiimleri kalibrasyonda

kullanilabilir.

5) PCR (Principal Component Regression) ve PLS (Partial Least Squares)’ye gore basit
bir matematige sahiptir. [40]

2.2.1.3 Klasik En Kii¢iik Kareler Yontemi Dezavantajlari

1) Bu kalibrasyonda kalibrasyon karigimlarinin her bilesen i¢in tam olarak

kompozisyonunun bilinmesi gerekir.

2) Spektrofotometride grafik yontemlerin uygulanmasinda oldugu gibi CLS kalibrasyon
icin de birbiriyle etkilesen bilesenlerin bulundugu karisimlarin analizi i¢in de uygun

degildir. [40]
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2.2.1.4 Ters Kiiciik Kareler (P-Matris) Yontemi

ILS yontemi, lineer denklemler sisteminin spektroskopide Beer-Lambert denkleminin

ters ifadesinin lineer denklem sistemine uygulanmasini igerir:

C=PxA (2.10)
C1=P11A1+ P12A2 + -+ PlWAW (211)
C2=P21A1+ P22A2+"'+ PZWAW (212)
CC - P61A1+ PCZ A2++ PCWAW (212)

Yukaridaki denklemlerde A; dl¢iilen sogurma degerini, P kalibrasyon katsayisini, C ise;

bilesenin konsantrasyonunu ifade eder. [40]

Yontemin basit algoritmast;

Ckxq = kap Apxq (2.13)
P = Ck><qAT(Apqugxp)_1 (2.14)
Cornek = Prxp * Apxq (2.15)

2.2.1.5 Ters Kiiciik Kareler (P-Matris) Yontemi Avantajlari

1) Numune i¢in Olgililen sogurma degerleri, formiilde yerine koyuldugu zaman dogrudan
konsantrasyonu hesaplamak miimkiindiir, bu da hesaplamalarda zaman kaybini ortadan

kaldirmaktadir.

2) Analiz edilen bilesiklerin bilinmesi sartiyla bu kalibrasyon modeli ¢ok kompleks

karisimlarin analizine olanak tanir. [40]
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2.2.1.6 Ters Kii¢iik Kareler (P-Matris) Yontemi Dezavantajlar

1) Kalibrasyon i¢in kullanilan dalga boyunun se¢imi zor ve zaman alic1 olabilir

2) Dalga boylarinin sayist kalibrasyon numunelerinin sayist ile sinirlanan modeller

kullanilir.

3) Genelde ¢ok sayida numune kullanilmasi dogru bir kalibrasyon igin gereklidir.
Katsay1 matrisinin hesaplanmasinda matris determinant degerinin sifir ¢gikmasi sonsuz
¢Ozlim gerekmesi nedeniyle sakinca dogurur, bunu asmak i¢in de kalibrasyon setindeki

seri sayisin1 artirmak gerekir.

4) Kalibrasyon numunelerinin hazirlanmasi ve bir 6n kalibrasyon vasitasiyla dl¢tim son

derece zor ve sikintilidir. [40]

2.2.1.7 Temel Bilesen Regresyon Yontemi

Kemometrik kalibrasyon yontemlerden birisi olan temel bilesen regresyon yontemi,
konsantrasyon seti i¢in 6lgiilen sogurma verilerinin dekompozisyonu ile birbirine dik
dogrular elde edilmesi esasina dayanir. Bu elde edilen dogrular kurulacak kalibrasyonun

koordinat sistemidir.

Burada agiklanan PCR algoritmasi Martens ve Naes tarafindan verilen semaya gore

aciklanmaktadir. PCR kalibrasyonu kurulumundaki asamalar su sekildedir:

Analiz edilecek maddenin konsantrasyon ve sogurma verilerinin varyans-kovaryansi
bulunur. Varyans-kovaryans sa¢ilma matrislerinin 6zvektor ve 6zdegerleri hesaplanir.

Segilen 6zdegere karsilik gelen 6zvektor kalibrasyonun lineer bilesenidir.
PCR algoritmasinda genel lineer regresyon denklemi su sekildedir:

C=a+b'A (2.16)

Burada C analiz edilecek maddenin konsantrasyonudur, a sabit bir sayidir, b ise temel

bilesenlerin ve C-matrisinin (q) ¢arpimindan elde edilir:

b=P=xgq (2.17)

Burada P 6zvektdrlerin matrisidir. Ozvektdrler kolon matrisi en uygun 6zvektdre ya da

0zdegerlere karsilik gelmektedir.
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Burada q vektorii C -loadings olarak adlandirilir ve T (say1 matrisi) tizerinden C 'nin

regresyonu ile tayin edilir:

q=D=*TT %Y, (2.18)

Burada D diyagonal matris olup her bir 6zdegerin tersine esittir. t; sayr matrisi su

esitlikten elde edilir:

t = Ay P, (2.19)

Ortalanmis sogurma ve konsantrasyon, A, ve C, ile gosterilir. Burada a sabiti genel

lineer regresyon denklemi kullanilarak su sekilde hesaplanir:

a=Cy— AT *b (2.20)

Bu denklemler kullanilarak bilinmeyen konsantrasyon hesaplanabilir. [40]

2.2.1.8 Temel Bilesen Regresyon Yontemi Avantajlari

1) Dalga boyu sec¢imi gerektirmez; genellikle biitiin spektral alan ya da bu spektral

alanin genis bir bolgesi kullanilabilir.
2) Cok bilesen analiz i¢in kullanilabilir.

3) PCR veri iglemleri i¢in ve kalibrasyondaki katsayilarin hesaplanmasinda ILS

regresyon isleminin kullanilmasina olanak tanir.

4) Analiz edilecek bilesenlerin bilinmesi sartiyla cok karmagsik karigimlar igin

kullanilabilir.

5) Bazen orijinal kalibrasyon karigimlarinda bulunan fakat numunede bulunmayan

bilesenli numunelerin miktar tayininde kullanilabilir.

6) Kalibrasyon i¢in Olciilen sogurmalarin dekompozisyon isleminden sonra uygun
o0zvektorlere karsilik secilen 6zdegerlerin deneysel ortamdan ve Olgiim aletlerinden

gelen giiriiltiiniin minimuma indirilmesine olanak tanir. [40]
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2.2.1.9 Temel Bilesen Regresyon Yontemi Dezavantajlari
1) Hesaplamalar klasik yontemlere gore daha yavastir.

2) Yontemin optimizasyonu temel kalibrasyon bilesenlerinin bazilarinin bilinmesini

gerektirir.

3) Kalibrasyon i¢in temel alinan vektorler analiz edilecek bilesenlere karsilik

gelmeyebilir.

4) Genellikle ¢ok sayida kalibrasyon numunesinin kullanilmasi dogru bir kalibrasyon

i¢in gereklidir.

5) Kalibrasyon numunelerinin hazirlanmasi bilesenlerin  konsantrasyonlar1 ile

lineerlikten uzaklagmalari nedeniyle zordur. [40]

2.2.1.10 Kismi En Kiiciik Kareler Yontemi

Kemometrik kalibrasyonlardan en yaygin ve popiiler olan1 PLS yontemidir. PLS
yonteminde kalibrasyonun kurulmasi i¢in kullanilan PLS algoritmalarma gore,
ortogonalize edilimis PLS algoritmasi ve ortogonalize olmayan PLS algoritmasi gibi
sekilleri vardir. [40]

2.2.1.11 Kismi En Kiiciik Kareler Yontemi Avantajlari

1) PLS kalibrasyon islemi CLS ve ILS hesap tekniklerini kapsamaktadir.

2) Tek asamali bir dekompozisyon ve regresyon islemi gerektirir, kalibrasyonda
kullanilan 6zvektorler analiz edilen bilesenler ile en genis ortak spektral degisimin

oldugu bolgede dogrudan iliskilidir.

3) Kalibrasyonlar genellikle, kalibrasyon setinin bilinmeyen numunelerden beklenen

degisik konsantrasyonlarini yansitmasi daha fazla giivenirlik saglayacaktir.

4) Yalnizca analiz edilecek bilesenlerin bilinmesi sartiyla karmasik karisimlar igin

kullanilabilir.

5) Bazi1 durumlar orijinal kalibrasyon karigimlarinda bulunan fakat numunede olmayan

bilesenli numunelerin miktar tayininde kullanilabilir.
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6) Bu tekniklerin hepsi spektral nicel analiz igin uygulanirken literatiirdeki sebepler
genellikle PLS'min tahmin giiciiniin yliksek oldugunu goéstermektedir. Bir¢cok durumda
PLS metodlar1 PCR’den daha iyi sonuglar verir. [40]

2.2.1.12 Kismi En Kiiciik Kareler Yontemi Dezavantajlari

1) PLS hesaplamalari klasik metotlardan daha yavastir.
2) PLS modellerinin anlasilmasi ve yorumlanmasi zor olup son derece soyuttur.
3) Genellikle ¢ok sayida numune i¢in dogru bir kalibrasyon gereklidir.

4) Kalibrasyon numunelerinin hazirlanmasi bilesenlerin  konsantrasyonlar1 ile

lineerlikten uzaklagmalari nedeniyle zordur. [40]
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BOLUM 3

BEER-LAMBERT DENKLEMI

3.1 Beer-Lambert Denklemine Genel Bir Bakis

Beer-Lambert denkleminin isim babalar1 August Beer, Johann Heinrich Lambert ve
Pierre Bouguer'dir. Bu denklem 1s1k boyunca hareket eden maddenin 1siktaki sogurma
durumuyla ilgili 6zellikleri inceler. Madde tarafindan sogurulan 151k ve transmisyona
ugrayan 1s1k arasindaki logaritmik baglhilikla ilgilidir. & burda absorbsiyon katsayisi
olup, I’de 15181 madde igindeki kat ettigi yoldur. Kimyacilar bu denklemi sivilar i¢in

kullanir. Su sekilde formiile edilir;

I

T=10"% =10"°¢ = . (3.1)
T = i — @~ OWN (3.2)
fd G =—lyacdx (3.3)
Inly —Inly = —acl (3.4)
lni—g—a’cl;—g= e~acl (3.5)
Ir = Iye™ @ (3.6)

20



3.2 Metot

Beer-Lambert denklemi

Skon Cam = Avm (37)

Lineer denklem sistemi seklinde yazilabilir. Burada k karisimdaki her bir bilesigin kiitle
sogurma katsayilaridir. C karisimi olusturan bilesiklerin konsantrasyonu, A ise
karisimin kiitle sogurma katsayisidir. Buradaki v indisi numune {izerine gelen fotonun

enerjisini, m karisimi ve n ise m inci karisimdaki bilesikleri belirlemektedir.

Secilen bir karisim ic¢in 0rnegin birinci karigim i¢in m = 1 alinabilir. Bu durumda C,,;
ve A, birer siitun matrisidirler. k,,, ise karesel bir matristir. Bu su anlama gelmektedir.
Numune tizerine karisimdaki bilesiklerin sayis1 kadar farkli enerjili foton igin kiitle

sogurma katsayilar1 bilinmelidir.

Denklem (3.7) ile verilen Beer-Lambert denklemi matris bigiminde daha agik olarak

k11 k12 k13 I(14 """ k1n Cll All

21 k22 23 P2 k2n C21 A21
k3l k32 k33 k34 """ kSn C31 — ASl
knl kn2 . : ' knn Cnl Anl

seklinde yazilabilir. Yazim kolaylig1 agisindan bu esitligi K C = A bigiminde yazalim.
Eger bu denklemden C,; konsantrasyonlarinin lineer bagimsiz bir setini elde etmek

istersek det K # 0 olmasi gerekir.

Bu tezimizin ana iskeletini olusturan durum; K matrisinin determinantin1 sifir yapan

Ozdegerlerin bizi nokta spektruma gotiirebilmesidir.

detK # 0 olmak sartiyla K matrisinin tersini, yani K=, hesaplamak miimkiindiir.
K C = A denkleminin her iki tarafin1 K~1 ile ¢arpar ve K K™ = K~ K = I sartim
kullanirsak;
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KlA=C (3.8)

denklemi elde edilir. Belli bir karisim igin, yani belli bir Cmatrisi i¢in bu denklem
coziilerek s6z konusu karisimin igin kiitle sogurma matrisinin elemanlarini elde etmek

mumkin olur.

3.3 Literatiirdeki 6rnek uygulamanin ¢éziim bekleyen yanlari

Gordon vd. 2010 tarafindan kullanilan KBr disk tekniginde planlanan islemler
yapilamamis eksik kalmistir. Bu metot yapmak istediklerimizi tam anlamiyla
gerceklestirememistir. Ornek uygulama ’da testler oran tahminlerinin, su iginde
sogurulan KBr disklerinin son derece kii¢iik olduklarindan dolay1 dogru ve giivenirlilik
araliginda degildir. Bu nedenle, k;, Ve k,, sogurma katsayilarin1 standart ekleme
metoduyla belirlemekte yeterli basar1 saglamamistir. Deneysel olarak elektromanyetik
dalga spektrumunun kizildtesi 1sininin aktif olmadigi bolgede suyun KBr tarafindan
sogurulmasi, suyun miktarini dogru bir sekilde tahmin edilmesini zorlastirmaktadir. Bu

durum ayrica sogurma katsayilarinin ’da degerinin tahmin edilmesini zorlastiracaktir.

R -matris model ve Spektral Egri Fit ¢oziimii biyomateryallerin spektrometrik
analizlerinde onemli bir kilometre tasi olmasina ragmen gercek bagil su oranlarina

heniiz yaklasilmamasi arastirmacilar1 yeni model ve yeni ¢oziimler arayisina itmektedir.
Bu tezde ortaya konan ¢6zlim Gnerisi;

Mevcut tezimizde biz her numune, bilesik, karigim, alasim, biyomateryal, doku gibi ¢ok
genis bir materyal araliginda numune sinirliligini olmadan Fiziksel olarak Beer-Lambert
denklemi ve Matematiksel olarak Spektral Teori arasinda bir korelasyon kurulmaya
calisilmasinin 6nemli bir merhale oldugunu diisliniiyoruz. Spektral teorideki nokta
spektruma karsilik gelen noktalar fizikte Beer-Lambert denklemindeki sogurmaya
tekabiil eder.

Matematik kisminda ise; determinanti sifir yapan boliimler point (nokta) spektrumuna
karsilik gelir. Bir maddeye niifuz eden 1s1n kars1 tarafa gegemez ve madde iginde kalir.

Yani 1s1na maruz kalan madde 1gmin tamamini sogurur.
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BOLUM 4

METOT VE YONTEM

4.1 Beer-Lambert ve Spektral Teoremin bilesimi icin 6rnek bir uygulamasi

Bu galismada (Kulwinder vd., 2011); calismasinda verilen Biyomateryal numunelerin
kalitatif ve kantitatif degerleri kullanilmistir. Biyomateryal’de var olan suyun

cikarilmasi islemi matematiksel metotlar kullanilarak gerceklestirilecektir.

Oncelikle su hususu belirtmek gerekir; Beer-Lambert denklemi karisimdaki bilesenin
elektromanyetik dalga spektrumlarinin toplamsal oldugunu kabul eder. Ayrica spektral
sogurulmayla bilesen miktarlari arasindaki iliskinin lineer oldugunu ifade eder.

Bu veriler 1s18inda Beer-Lambert denkleminin matematiksel formu;

Zkvncnm =Aym (4-1)

seklindedir.

Denklem (4.1) deki lineer denklemin modelinde degiskenlerin bilesene gore anlamlari

asagida verildigi gibidir.

k: Bilinen konsantrasyonun her birinin sogurma katsayisi
c: Konsantrasyon

v: Frekans

n: Bilesen

m: Karigim
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Bu bilinenler 1s1ginda bilesenin kendi verdigi su veya suyuyla elde edilecek karigima
tabi tutularak olusacak toplam karisim miktarin1 karigim ve su olarak ayiralim. Bu
karisimda oncelikle saf madde miktarmi kullanacagiz ve baslangigtaki su miktarini
bilinmez kabul edecegiz. Beer-Lambert denklemi altinda birinci karisim igin
elektromanyetik dalga sogurulma katsayisi ile birlikte uygulayalim. Karisimin saf
madde miktarini ¢; ; Ve bilinmeyen su miktarini ¢, 5, ile gosterelim. Birinci karigim i¢in

C11 Ve ¢1 5 ‘Nin sogurulma katsayilari sirasiyla k; ; ve k; , ile gosterelim.

Lineer bilesen miktarindan faydalanarak ilk frekansta elektromanyetik dalga sogurulma

katsay1 denklemi;

ki1c11+ k12612 =414 (4.2)

seklinde gosterilir. Ayni frekansta diger bir su ile elde edilmis karisimda saf madde
miktarini ¢; , ve bilinmeyen su miktarini ise ¢, , ile gosterelim. Frekans degismedigi

icin elektromanyetik dalga sogurulma denklemi

ki1c12+ k1012 =45, (4.3)

olarak yazilabilir.
Eger materyalin miktarinin tiimii biliniyor ama suyun miktar1 bilinmiyorsa; her

frekansta sogurulma katsayist hesaplanabilir.

Beer-Lambert denklemine uygun olarak bir biyomateryaldeki suyun tespiti i¢in izlenen
yol;

Herhangi bir su ile karistmin madde miktar: biliniyor ancak su miktar1 bilinmiyorsa;
farkli iki frekansa tabi tutularak iki farkli elektromanyetik dalga sogurulma katsayisi
hesaplanir.

Daha sonra bu iki frekans sabit olmak iizere karisimin miktar1 degistirilerek yeni
karisimin elektromanyetik dalga sogurulma denklemi olusturulur. Bu elektromanyetik
dalga sogurulma denklemlerinin katsayilartyla olusturulan determinant hesaplanir.
Farkli frekanslardaki sogurulma katsayilarindan mevcut sistemin spektrumu elde edilir.

Lineer denklem sistemi uygun tarzda c¢ekilen karisimdaki su miktart hesaplanir.
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Simdi bu bilinenler altinda elimizdeki dokuyu bu siirece tabi tutalim.

1.Asama: Dozimetrik malzeme ve su ile bir karisim olusturalim. Bu karisimda
dozimetrik materyal miktarini ¢; ; ve bu materyalin i¢erdigi suyun miktarini ¢, ile
gosterelim. Bu karigimin etkilestigi frekanst dozimetrik materyal i¢in k4 ; ve igerdigi
suyun ise; k; , ile gosterelim. Bu frekans diizeyinde dozimetrik materyal ve icerdigi su

ile birlikte elektromanyetik dalga sogurulma denklemi:

kiic11+ k12612 =41 (4.4)

Madde ayn1 kalmak iizere (su+malzeme) ikinci bir frekansta olusacak elektromanyetik

dalga sogurulma denklemi:

kyi1c11+ kypc12 =434 (4.5)

olarak elde edilir.

2. Asama: Yeni bir karisim hazirlanir ve bu karisimda dozimetrik materyal miktari ¢, ,
ve igerdigi su miktar1 ¢, , olarak belirlenir.

[k frekans igin elektromanyetik dalga sogurulma denklemi

ki1c12+ k1262 =41, (4.6)

ikinci frekans igin elektromanyetik dalga sogurulma denklemi

ky1C12+ ky2c2, =As, (4.7)

olarak belirlenir. Yukaridaki denklemlerde c;; = c¢;, dozimetrik materyal miktar
Cy1 # C2, bilinmeyen suyun miktaridir. Simdi 4.4 ve 4.6 denklemlerinden
elektromanyetik dalga sogurulma denklemlerindeki sogurulma katsayilarinin oranlarimni

yazalim.
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k
21 = ﬁ (4.8)

k
T2 2 = ﬁ (49)

Bu agamadan sonra 4.4 ve 4.5 esitliklerini ve 4.8 ve 4.9 esitlikleri kullanarak yeniden

diizenleyelim. Bu takdirde asagidaki yeni esitlikler elde edilmis olur.

ki1¢11+ k12601 =414 (4.10)
ry1ky1C11 +1o2k2621 = A2 (4.11)
ki1€12 4+ k12612 =41, (4.12)
Ty1ky1C12 +1a2ky 2622 = Azy (4.13)

Yukarida verilen lineer denklem sistemlerini matris formunda yazalim.

1 1 ] [k1 1 G 1] Aq 1]
— 4.14
[7”21 Ta2llkis ¢4 Azq ( )
1 1][k11 & 2] [A1 2]
= 4.15
[Tz 1 N 2] [k1 2 (22 Az y ( )

r kokli bant sogurulmalarin ( yani sogurulma katsayilart orani1 ) 2x2 matrisinde her iki
su seviyesinde sistemin sogurulma katsay1 oranlari aynidir. Bu r-kokli kare matrisin

determinanti asagidaki gibi gosterilir.

R = [ 11 ] (4.16)
21 T22
1 1
der() = |, (4.17)
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Eger analitik frekanslar r-band matrislerinin determinantlar1 esit degilse, bu nokta
spektrumunun araligi disindadir. Yani 151k madde tarafindan sogurulmamustir.

r-band matrislerinin determinantlar1 sifirsa bu 15181 madde tarafindan soguruldugu
anlamina gelir. Bu durum spektral teoride nokta spektruma karsilik gelir.
Elektromanyetik dalga sogurulmalar1 secilirse iki bilinmeyen 4.14 ve 4.15 deki iki

esitlik sistemi asagidaki gibi Cramer metoduyla ¢oziilebilir.

A11 1|
21 _T22

kiic11 = A1—1 (4.18)

21 T22

ki1€12 =417 (4.19)

21 T22

_ 121 Aza
k12012—_|1 1|

21 T22

(4.20)

21 Az
’1 1‘
21 T22

kl 2022 = (421)

Yukaridaki sistemde bilinmeyen elektromanyetik dalga sogurulma katsayisi k y1 yok
etmek icin ilk su seviyesindeki ¢oziime boliinerek yok edilir. Ik ve ikinci frekansta ve

suyun miktarinin istenen kokleri asagidaki gibidir.

a1 _Azim7aAn g (4.22)

C12 Az 2—T22412

Bu kokleri elde etmek igin 4.18 ve 4.21 esitlik sistemlerini kullanarak belirli ¢6ziimleri

asagidaki gibi elde edecegiz. 4.18 ve 4.19 esitliklerini birlikte ¢ozelim.
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A11—T224A
k11C11 — 11 22421 (4.23)
T22— 7121

__Aq1m2— Az,
ki1cip, =—/——= (4.24)
T22— 7121

Yukarida bahsedildigi gibi 4.23 esitligi 4.24 esitligine oranlanir ve ¢; ; = ¢, , (ayn1 kati

miktart) géz oniine alinarak

A11722- 412

ki1c14 T22-T21

= 4.25
kigeip ALZZZTf22 (4.25)
1= €11 _ A11722— 421 (426)

C12 A12722— 42>

elde edilir. Benzer olusumu nedeniyle 4.20 ve 4.21 sistemlerinin k y1 yok etmek i¢in

__Ax1—T21411
kyzcq =—7"— (4.27)
22— 721
__Azp—121412
kypcpp =—"""— (4.28)
22— 721

4.27 ifadesi (4.28)’de elde edilen degere boliinerek;

A21-7121411

ki2¢21 _ _1p3-124

kypcp, A22-7T21412 (429)
T22-T21

C21 _ A21— 721414 (4.30)

C22 Azp—T21412

denklemi elde edilir. 4.29 ve 4.30 denklemlerinden uygun islemlerle elektromanyetik

dalga sogurulma kokleri asagidaki gibi elde edilir.

Ajiryy — Ay = (Z_:) Ajaryy — Ay 2(2_: (4.31)
22 (A11 - (:_:)I‘h 2) =A;1 — Ay 2(:_: (4.32)

28



€11
A21- 422 (55) 41— 40

= T =
A11—A12(—C1; A11—A12

22

T31411 —Azq =7’211412(621)_Azz(CZ:L

C22 C22

C22

r21(A11—A12(Z_:)> =‘421_‘422(621

c
Az1—Az2 (_ng)
= T
A11—A12(—c§;)

21

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

MatI’IS cebiri kullanilarak kl 2C21 kz 2C21 , k1 2C2 2 , kl 2C2 2 ve k2 2C2 2 Sogurma

degerlerinden r, ; ve r, , elde edilir. [40]

4.2. Metodun Uygulanmasinda Yazilan Algoritma

Kiitle sogurma katsayisi WinXCOM adli bilgisayar programi kullanilarak yapildi.

Czelge’de icerdigi elementel dagilimi verilen biyolojik dokularm yiizdelik miktarlari

Kulwinder vd., 2011 den alinmustir.
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Cizelge 4.1 Segilmis enerji degerlerinde elementlere karsilik gelen toplam kiitle
sogurma katsayilari

ELEMENTEL TOPLAMKUTLE SOGURMA KATSAYILARI
Yiizde konsantrasyon Enerji (kel)
Element | Deri | Kas | Kemilk | Yook 10 i1} Ell] 40 50 60 a0 100 150 2 | 30 | 400
Doku
H 10 10,2 3,4 10,5 0,385 | 0,360 | 0,357 | 0,346 | 0,336 | 0,326 | 0,300 ( 0,204 | 0,265 | 0,243 | 0,211 | 0,180
C 0.4 | 143 155 125 2370 ( 0,442 | 0,256 | 0,208 | 0,187 | 0,175 | 0,161 | ©O,151 | 0,135 | 0,123 | 0,107 | 0,005
N 42 | 3,4 |42 16 3,880 | 0,681 | 0,307 | 0,220 | 0,198 | 0,182 | 0,164 | 0,153 | 0,135 | 0,123 | 0,107 | 0,005
L] 845 ( 71 43,3 71,5 5950 0,865 | 0,378 | 0,250 | 0213 | 0,191 | 0,148 | 0,135 | 0,136 | 0,124 | 0,107 | 0,005
Bia 0z | Ol |0l 0.2 15,60 | 2,060 | 0,720 0,397 | 0,280 | 0,227 | 0,180 | 0,152 | 0,134 | 0,120 | 0,103 | 0,001
Mg ] ] 0,2 1] 21,10 2,760 | 0,930 | 0,488 | 0320 0,257 | 0,195 ( 0,160 | 0,139 | 0,124 | 0,106 | 0,004
P 01 (02 | 103 0.2 40,40 | 5,350 | 1,700 | 0,810 | 0492 | 0,340 | 0,232 0,187 | 0,143 | 0,125 | 0,105 | 0,003
5 02 (03 |03 0,18 50,10 6,710 2,110 0,987 | 0,585 | 0,405 | 0,259 0,202 | 0,151 | 0,130 | 0,109 | 0,006
1 03 (o1 |0 0,22 57,30 7,740 | 2,430 1,120 | 0648 | 0,439 | 0,270 ( 0,205 | 0,148 | 0,127 | 0,105 | 0,003
K 01 (04 |0 0,21 7010 10,90 | 3,410 1,540 | O.BSE | 0,568 | 0,325 0,234 | 0,158 | 0,132 0,108 | 0,004
Ca L] L] 215 0,01 3,40 15,10 4,08 | 1,85 | 1,02 | 0,658 | 0366 | 0257 | Q167 | 0,138 | 0,112 | 0,007
Fe ] ] ] 0,01 171 15,70 | 8,180 3,630 | 1,960 | 1,200 | 0595 | 0,372 | 0,196 0,146 0,110 | 0,094
I ] ] ] 0,01 163 154 | B.580( 22,10| 123 | 7,580 | 3,510 1,040 | 0,608 | 0,366 | 0,177 | 0,122

Yukaridaki ¢izelgede yer alan ve her bir biyolojik dokuya karsilik gelen sayisal veriler
WinXCOM adli program kullanilarak hesaplanmistir. Yukaridaki tablo referans alinarak
her bir Biyomateryal i¢in Mathematica adli programi kullanarak hesapladigimiz enerji
degeri, igerdigi organik veya inorganik elemente karsilik gelir. Yani; tabloya baktigimiz
zaman deri, kas ve kemik i¢in hesaplanabilir dokuz adet organik veya inorganik element
bulunur. Buna karsilik dokuz element i¢in de Mathematica’da dokuz tane enerji degeri
hesaplandi. Ancak yumusak doku i¢in durum farklidir. Diger Biyomateryaller i¢in
dokuz enerji degeri hesaplanirken yumusak doku icerisinde hesaplanabilir on iki

element bulunur. Buna karsin her bir elemente karsilik on iki tane enerji hesaplanmaistir.
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Cizelge 4.2 Segilmis enerji degerinde her bir biyomateryale karsilik gelen kiitle
sogurma katsayilari

HER EiR ENERJI DESERINE KARSILIE GELEN A DEGERI
EITOIRTERTAL Eneri (hed)
10 0 0 0 Efi] 0 [ ] 150 Zo0 I00 00
TERT 0,1 0,208 | 0,082 | 0,645 | 0,002 | 0,001 | 0,002 | 0,008 | 0,000 | - = =
FEFIK 28,5155 | %,0121 | 1,2311 | O, €658 | 0,%282 | 0,21%8 | 0,2230 | 0,1852 | 0,1478 | - = =
T 5,255 | O,0222 | 0,2783 | 0,26€60 | 0,261 | 0,204% | 0,122 | 0,1€51 | 0,1481 | - = =
TUFMUSAK DORU | 5,2478 | 0,B207 | 0,2785 | 0,271 | 0,2277 | U, 2062 | 0, 1833 | 0, 1655 | 0,1257 | O, 1263 | 0,116 | 0,109

Cizelgedeki A degerleri deri, kas, kemik ve yumusak dokuya ait toplam kiitle sogurma
katsayisina tekabiil etmektedir.

Bu degerler;

x kynCnm =Avm (4-37)

Denklemindeki A degerine karsilik gelmektedir.

Yukarida olusturdugumuz cizelgede dort adet biyolojik doku kullanilmistir.
Kullandigimiz ~ Biyomateryallerin  deri, kas, kemik ve yumusak dokudur.
Hesaplamalarda numuneler igerisindeki organik ve inorganik element yiizde miktarlar
icin Kulwinder vd., 2011in degerleri kullanilmistir. WinXCOM adli yazilim programi
ile mevcut Biyomateryallerin icerdigi elementlerin kiitle sogurma katsayilari
hesaplanmistir. On iki enerji degeri secildi. Matris olusturabilmek igin her bir
Biyomateryal igerisinde bulunan organik ve inorganik element sayisinca enerji degeri

secilmistir. Daha sonra mathematica adli programda A degerleri hesaplanmustir.
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Cizelge 4.3 Materyallerin igerisinde bulunan organik ve inorganik element
konsantrasyonlari tayini

Yiizde konsantrasyon
Element Bee-wax Bolus | Modelling | Nylon | Paraffin | Pitch PMMA
clay
H 1,88 0,50 19,76 5,96 0,61 0,19 2,35
C 75,2 82,22 0,86 56,3 81,74 42,18 92,94
N 8,42 0,78 75,83 4,11 0,74 0,42 4,61
(0] 14,31 16,41 3,55 29,89 16,81 56,75 0,10
S 0,19 0,09 0 3,75 0,10 0,46 0

Bu ¢izelgede biyolojik olmayan materyallerin WinXCOM adli programda tabloda
goriilen elementlerin % konsantrasyon degerleri verilmistir. Her bir numune igerisinde
bulunan elementlerin oranlar1 kullanilarak ve ¢izelge 4.4 ‘te elde edilecek degerler ile
birlikte ilgili hesaplamalar (A = K C ) yapilarak ¢izelge 4.5 ‘teki degerler elde

edilecektir. Her bir numune igerisinde organik ve organik olmayan elementler vardir.
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Cizelge 4.4 Materyallerin igerisinde bulunan elementlerin bazi enerji degerlerine
karsilik gelen toplam kiitle sogurma katsayilari

ELEMENTEL TOPLAM KUTLE SOGURMA
KATSAYILARI
Enerji (keV)
Element 20 30 40 50 60
H 0,369 0,357 0,346 0,336 0,326
C 0,442 0,256 0,208 0,187 0,175
N 0,681 0,307 0,229 0,198 0,182
O 0,865 0,378 0,259 0,213 0,191
S 6,710 2,110 0,987 0,485 0,405

Bu c¢izelgede ise; Biyomateryal olmayan bazi maddeler igerisindeki organik ve
inorganik element tayini yapilmistir. Segilen belirli enerji degerlerinde madde igeriginde
bulunan element sayisinca enerji degerine karsilik gelen degerler WinXCOM adli
programda hesaplanmistir. Her bir enerji degeri altinda bulunan deger karsisindaki
elemente aittir. Mesela 20 keV enerji degeri altinda bulunan 0,369 Hidrojen elementinin
WinXCOM’da hesaplanan toplam kiitle sogurma katsay1 degeridir. Bu sekilde segilmis
bes enerji degerindeki her bir elementin degeri Cizelge 4.4’de gorildigh gibi

hesaplanmustir.
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Cizelge 4.5 Materyallerde secilmis enerji degerine karsilik gelen kiitle sogurma

katsayilar1

Her bir enerji (keV) degerine karsilik gelen A degeri

20 30 40 50 60
Bee-wax 0,533192 0,283174 0,221141 0,195014 0,181155
Bolus 0,518555 0,278592 0,217924 0,192366 0,178642
Modelling clay | 0,623825 0,318962 0,253004 0,225707 0,210714
Nylon 0,809001 0,370132 0,261565 0,215298 0,197712
Paraffin 0,520698 0,279356 0,218349 0,192659 0,178893
Pitch 0,71175 0,33417 0,240876 0,203455 0,185454
PMMA 0,451725 0,260847 0,212262 0,191035 0,178887

Bu c¢izelgede ise; biyolojik olmayan maddelerde bulunan element adedince segilen
enerji degerlerine karsilik gelen A degerleri Mathematica adli programda
hesaplanmistir. Burada her bir biyolojik olmayan madde i¢in; Cizelge 4.5’de belirtilen
madde igerisinde bulunan organik ve inorganik elementlerin % madde miktar1 ve madde
icerisinde bulunan organik ve inorganik elementlerin her bir enerji degerine karsilik
bulunmus ve WinXCOM’da hesaplanan toplam kiitle sogurma katsayilar1 kullanilarak

A = KC denklemi prensibine gore hesaplanmig A degerleri bulunmaktadir.
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4.3 Bu Metoda Getirilen Farkh Yaklasimlar

Gordon vd., 2010 (KBr makalesi) adli ¢calisma elektromanyetik dalga spektrumunun
sadece Infrared bolgesini dikkate almaktadir. Ancak bizim ortaya koydugumuz 6ngorii
keV ile MeV enerji skalalarmna genisleterek neredeyse tiim elektromanyetik dalga

spektrumunu dikkate almaktadir.

Beer-Lambert denkleminin matematikte karsiligi olan spektral teoremde nokta
spektrumun uygulamasi olarak;

KC = A denklemi Beer-Lambert’in lineer denklem sitemindeki Kkarsiligi olan

denklemdi. Bu denklemin ayrica K'A=C scklinde yazilabilmesi bize aslinda
dogrudan ylizde konsantrasyon tayinini de yapmamiza imkan vermistir. Bu aslinda
Biyomateryallerde olduk¢a problemli olan su tayini i¢in dnemli bir kilometre tasi

olmaya adaydir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

5.1 Sonug¢

Beer-Lambert denklemine Spektral teori lineer denklem sistemi olarak bakar. Lineer
denklem sisteminin ¢Oziimii lineer denklemi olusturan katsayr matrisinin
determinantinin  sifirdan farkli olmasi ile mimkiindiir. Karakteristik matrisin
determinantin1 sifir olan bolge Spektral teoride nokta spektrumuna karsilik gelir. Ana
hipotezimizde belirttigimiz gibi karakteristik matrisin determinantin1 sifir yapan
bolgenin aslinda matematik bakimindan lineer denklem sistemi olan Beer-Lambert’te
karsiligit madde ile etkilesen elektromanyetik dalga spektrumunun maddeden disari
¢ikamamast durumudur. Bu durumun Spektral teoremde nokta spektrumuna karsilik
geldigini teyit etmis olduk. Determinanti sifirdan farkli ise bu duruma Beer-Lambert
madde lizerine gelen 15181 madde ile etkilestigini ve bir kisminin maddeden gectigini
sOyler.

Bu metotta herhangi bir sinirlama s6z konusu degildir. Metot deneysel olarak kullanilan
Beer-Lambert denkleminin sonlu boyutlu lineer sistemlerde nokta spektruma
uygulamasin1 igermektedir. Spektral yaklasim lineer sistemin ¢6ziimiin olmadigi
durumlar i¢in A = KC sisteminde kiitle sogurma katsayisina ait spektral teorinin

sagladig1 yaklagimlar kullanilarak sistem yorumlanabilmektedir.
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5.2 Oneriler

Bu metot karigim, bilesik ya da alasim ayrica igineki bilesenlerin oranlari bilinmeyen
doku, dokuya esdeger materyaller ve 6zetle tiim biyomateryallere uygulanabilir. Bu tez
caligmasinin ¢iktisi olarak literatiirde var olan dozimetrik ve dokuya esdeger materyaller

tizerinde yazilan ve gelistirilen algoritma ile hesaplamalar yapilmasi planlanmaktadir.

Spektral teoremde nokta (point) spektrum sonlu boyutlu uzaylarda gecerlidir. Bu
bakimdan lineer denklem sitemine uyan Beer-Lambert denkleminin yine Spektral
teoremde sonsuz boyutlu uzaylarda gegerliliginin tartisilmasi spektral teoremin
uygulamalar1 acgisindan ¢ok Onemlidir. Spektral teoremde sonsuz boyutu siirekli
(continous) spektrum ve artik (rezidual) spektrum temsil eder. Sonsuz boyutlu uzaylarda
stirekli spektrum uzayin normundan kiiciik bir bolgedir. Bu bolgenin smirlart artik

spektrumdur. Bolgenin igindeki noktalar nokta spektrumdur.

Sonug olarak biz bu tez ¢aligmasinda sonlu boyutta ¢alisan nokta spektrumunun aslinda

Beer-Lambert denkleminin bir uygulamasi oldugunu teyit ettik.

Bu tez calismasinin devami olarak sonsuz boyutlarda calisan siirekli (continous)
spektrum ve artik (rezidual) spektrumlarin Beer-Lambert denklemine uyumlu olup

olmadigini ve uygulama alan1 olup olmadig1 ilging bir arastirma konusu olabilir.
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