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SİMGE LİSTESİ 

 
RG  R  halkası ile G  grubunun oluşturduğu grup halkası 
FG  F  cismi ile G  grubunun oluşturduğu grup cebiri 

 nM R  elemanları R  halkasından olan n n  tipindeki matrislerin 
kümesi 

nC  mertebesi n  olan çarpımsal devirli grup 

 ZD R  R  halkasının sıfır bölenlerinin kümesi 

 U R  R  halkasının birimsel elemanlarının kümesi 

 ,M RG   RG   ye karşılık gelen matris 
Tu  u RG  nin transpozesi 
,u z  ,u z RG  nin standart iç çarpımı 

 ,ebob a b  a  ile b  tam sayılarının en büyük ortak böleni 

 
1

q
n n

xR
x




  
bölüm halkası 

. .
n

a v qC    C , n
q  nin alt vektör uzayıdır 

C  C  lineer kodunun duali 
C  C  lineer kodunun eleman sayısı 

 boy C  C  lineer kodunun alt vektör uzayı olarak boyutu 

 Sboy C  ,C  4  lineer kodunun alt modül olarak serbest boyutu 

 Sboy C  ,C  4  lineer kodunun alt modül olarak serbest olmayan 
boyutu 

G  C  lineer kodunun üreteç matrisi 
H  C  lineer kodunun kontrol matrisi 
 d C  C  kodunun minimum Hamming uzaklığı 

  evrensel niceleyici her 
  der f x   f x  polinomunun derecesi 

*
q   0q   
*
n  n  halkasının birimsel elemanlarının kümesi 
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 ,
q

n M  q  alfabesi üzerinde n uzunluklu, M  elemanlı kod 

 , ,
q

n k d  q  alfabesi üzerinde n uzunluklu, kq  elemanlı lineer kod 

 , ,
q

n k d    nq  Hilbert uzayının kq  boyutlu alt uzayı 
n
q  q  cismi üzerinde n boyutlu vektör uzayı 

1nx    q x  polinom halkasında 1nx   polinomunun ürettiği ideal 

,x y  x  ile y  vektörlerinin iç çarpımı 

 ,Hd x y  x  ile y  vektörleri arasındaki Hamming uzaklığı 

 Hw x  x  vektörünün Hamming ağırlığı 

a b  a  sayısı b  sayısını tam böler 

 n  n  den küçük ve n  ile aralarında asal olan sayıların sayısı 

.    alt tam değer fonksiyonu 

 supp   RG   elemanının supportu 

 w M  M  alt modülünün minimum uzaklığı 

C C  C  ile dualinin direkt toplamı 
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ÖZET 

 

BAZI GRUP HALKALARINDA KODLARIN YAPISI 

 

Mehmet Emin KÖROĞLU 

 

Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY 

 

Dijital iletişimin öneminin artmasıyla birlikte cebirsel kodlama teorisi bilim alanı yaygın 
ve hızlı bir şekilde gelişmektedir. Bu anlamda kodlar için yeni inşa yöntemleri, yeni 
parametreler bulmak veya kodların minimum uzaklığı ya da boyutları üzerinde bazı 
sınırlar bulmak büyük önem arz etmektedir. 

Grup halkası kavramı ilk olarak Arthur Cayley tarafından (bkz. [1]) tanıtıldı. Grup 
halkaları birimsel elemanlar ve sıfır bölenlerce zengin olduklarından yeni kod 
parametreleri elde etmek için oldukça elverişli cebirsel yapılardır. Kodların birçok 
özelliği grup halkalarının kavramları yardımıyla çok rahat bir şekilde ifade edilebilir (bkz. 
[2], [3]). Grup halkaları üzerinde kodların yapısını incelediğimiz bu çalışma aşağıdaki 
şekilde düzenlenmiştir. 

Birinci bölüm literatür özeti, tezin amacı ve hipoteze ayrılmıştır. İkinci ve üçüncü 
bölümlerde tezin devamı için gerekli olan grup halkaları ve cebirsel kodlama teorisi 
hakkındaki kavram ve notasyonlar bir araya getirilmiştir. Dördüncü bölümde devresel 
sıfır bölen kodların yapısı bir grup halkası ailesinde çalışılmıştır. Ayrıca elde edilen bu 
kodların eleman sayıları ile dual kodları verilmiştir.  
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Beşinci bölümde literatürde bir ilk olarak sabit devirli kodlar ile grup cebirleri arasında 
ilişki kurulmuş ve bu kodların yapısı çalışılmıştır. Ayrıca grup cebirlerindeki sıfır bölenler 
kullanılarak sabit devirli kodlar için bir inşa yöntemi verilmiştir. Bunlara ek olarak 
önerilen inşa metodu yardımıyla sabit devirli kodlar için bazı iyi kod parametreleri 
tablolar halinde verilmiştir. Daha sonra bu kodlar içinde kendine dik ve kendine dual 
olan kodlar belirlenmiştir. Bu kodlara bağlı olarak kuantum hata düzelten kodlar için 
bazı iyi kod parametreleri elde edilmiştir.  

Buna ek olarak  q q Gv   grup halkasındaki sabit devirli kodlardan kendine dik ve 

kendine dual olan kodlar belirlenmiştir. Belirlenen bu kodlar için uygun bir Gray 
dönüşümü tanımlanarak q  sonlu cismi üzerinde birçok kuantum hata düzelten kod 
parametresi elde edilmiştir. 

Altıncı bölümde grup halkaları üzerinde LCD (dualleri ile kesişimi sıfır vektörü olan lineer 
kodlar) kodlar için bazı gerek ve yeter koşullar belirlenmiştir. Son bölüm ise sonuç ve 
önerilere ayrılmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler: Grup halkaları, lineer kodlar, devresel kodlar, sabit devresel kodlar, 
LCD kodlar 
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ABSTRACT 

 

THE STRUCTURE OF CODES OVER GRUP RINGS 

 

Mehmet Emin KÖROĞLU 

 

Department of Mathematics 

PhD. Thesis 

 

Advisor: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY 

 

Due to the increasing importance of digital communications, the area of research in 
algebraic coding theory is broad and fast developing. In this sense, finding new 
construction methods, new parameters for codes or finding bounds on minimum 
distance or dimension of codes have a great importance. 

The notion of group rings was introduced by Arthur Cayley (see [1]) for the first time. 
Since group rings are rich in units and zero divisors, they are quite suitable algebraic 
structures to obtain new code parameters. Many code properties may more easily be 
expressed in terms of group ring properties (see [2], [3]). This work, in which we study 
the structure of codes over group rings, is organized as the following. 

The first section is devoted to the literature review, aim of the thesis and the 
hypothesis. Section 2 and Section 3 collects the notions and notations needed in the 
rest of the dissertation about group rings and algebraic coding theory. In Section 4 we 
study the structure of cyclic zero divisor codes over a family of group rings. In addition, 
we determine the number of elements of these codes and we introduced the dual 
codes.  
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In Section 5 for the first time in the literature, we establish a relation between 
constacyclic codes and group algebras and study their algebraic structures. Further, we 
give a method for constructing constacyclic codes by using zero-divisors in group 
algebras. Some good parameters for constacyclic codes which are derived from the 
proposed construction are also listed. Then, we determine self-dual and self-orthogonal 
codes arising from constacyclic codes over group algebras. Also, based on these codes 
we obtained some good parameters for quantum error-correcting codes. Moreover, we 
determine self-dual and self-orthogonal codes arising from negacyclic codes over the 
group ring   .q q Gv   By taking gray image of these codes we obtained many 

parameters for quantum error-correcting codes over the finite field q . 

In Section 6 we derive some necessary and sufficient conditions for LCD codes (linear 
codes with complementary duals) from group rings. The last section is reserved for the 
conclusions and future research directions. 

 

Keywords: Group rings, linear codes, cyclic codes, constacyclic codes, LCD codes 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1  Literatür Özeti 

Grup halkaları üzerinde kodların araştırılması temelde iki esasa dayanmaktadır. Bunlardan 

birincisi grup halkalarının ilkel idempotentler (primitive idempotents) yardımıyla ayrıştırılarak 

ayrışımın basit (simple) parçalarına karşılık gelen en küçük kodların (minimal codes) elde 

edilmesidir. Bu yaklaşım da kendi içinde farklı cebirsel metotlar kullanmaktadır. Kimi 

çalışmalar RG  grup halkasının üzerine inşa edildiği grubun karakterleri yardımıyla ilkel 

idempotenleri bulurken, kimi çalışmalar söz konusu grubun alt grupları yardımıyla istenen 

ilkel idempotentleri bulmaktadır. Bu yaklaşıma örnek olarak şu çalışmaları sıralayabiliriz: 

Berman [4]’te abelyan kodların yapısını, [5]’de ise yarı basit (semisimple) devirli ve abelian 

kodları çalışmıştır. MacWilliams [6]’da grup cebirleri üzerinde kodlar ve ideallerin yapısını ve 

[7]’de ise değişmeli (abelian) bir grup üzerine inşa edilen cebirin ideali olan ikili kodların 

(binary codes) yapısını irdelemiştir. Miller [8]’de belli kısıtlamalar altında 2G  (G  değişmeli 

bir grup) grup cebirinde iki minimal kodun aynı Hamming ağırlık dağılımına (weight 

distrubution) sahip olduğunu göstermiştir. Drensky ve Lakatos [9]’da grup cebirlerinin 

radikallerini araştırmışlardır. Sabin [10] ve [11]’de grup halkaları üzerinde yarı devirli (quasi 

cyclic) kodların cebirsel yapısını araştırmıştır. Forney ve Trott [12]’de abelian grup kodları ve 

dual kodlarını ele almışlardır. Aynı yazarlar [13]’te grup kodların kafes yapısı (trellis structure) 

ve minimal kodlama yapılarını ele almışlardır. Biglieri ve Elia [14]’te grup blok kodların yapısını 

incelemişlerdir. Pruthi ve Arora [15]’te ilkel idempotentlerini hesaplamak suretiyle grup 

halkalarında uzunluğu bir asalın kuvveti olan minimal kodları ve [16]’da de uzunluğu 2 np  olan 
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devirli kodları (cyclic codes) belirlemişlerdir. Bakshi v.d. [17] ve [18]’de sırasıyla uzunluğu 2n  

ve np q  olan minimal devirli kodları belirlemişlerdir. Dutra v.d. [19]’da FG  grup halkasında 

ilkel idempotentleri (primitive idempotents) G  grubunun alt grupları yardımıyla hesaplayarak 

minimal kodlar elde etmişlerdir. Ayrıca elde edilen bu minimal kodların boyut ve ağırlıkları da 

hesaplanmıştır. Ferraz ve Milies [20]’de yarı basit değişmeli bir grup cebirinin basit 

bileşenlerinin (simple components) sayısını hesaplayarak minimal abelian kodlar elde 

etmişlerdir. Pıllado v.d. [21]’de bazı özel durumlar için grup kodların abelian olmaları için 

gerek ve yeter koşulları vermişlerdir. Milies v.d. [22]’de grup halkaları üzerindeki np  

uzunluklu devirli kodların minimum ağırlık ve boyutunu hesaplamışlardır. Chalom v.d. [23]’te 

grup halkaları üzerinde ikili minimal kodların üreteç idempotentlerini hesaplamışlardır. 

Schäfer [24]’te iki taraflı abelian grup halkası kodların yapısını çalışmıştır. Ranjeet ve Pruthi 

[25]’te n mp q  uzunluklu indirgenemez devirli quadratik kalan (quadratic residue) kodların 

yapısını çalışmışlardır.  

İkinci yaklaşımda ise grup halkasının elemanlarını sol öteleme (left translation) temsili 

(representation) yardımıyla matrislerle eşleyip, matrislerin rankı yardımıyla sıfır bölen ve 

birimsel elemanlar tespit edildikten sonra bu elemanlar kullanılarak kodlar elde edilmektedir. 

Bu yaklaşım Ted Hurley ve arkadaşları tarafından ortaya konmuştur. Bu yaklaşımın literatürü 

aşağıdaki gibidir: 

Hurley tarafından [26]’da mertebesi n  olan bir G  grubu üzerinde inşa edilen grup halkasının 

elemanları ile n n  tipinde girdileri R  halkasından olan matrisler halkası  nM R ’nin bir alt 

kümesi arasında bire-bir bir eşleme kurularak matrislerin rankı yardımıyla RG  grup 

halkasının birimsel elemanları ve sıfır bölenlerinin tespit edilmesi kolaylaştırılmıştır. Paul 

Hurley ve Ted Hurley [2] ve [3]’te grup halkalarının sıfır bölen ve birimsel elemanları 

yardımıyla yeni bir kodlama yöntemi geliştirmişlerdir. Geliştirilen bu yöntem yardımıyla grup 

halkalarının sıfır bölen ve birimsel elemanları yardımıyla yeni kodlar elde etmek mümkündür. 

Ted Hurley [27] ve [28]’de grup halkalarındaki birimsel elemanların matris temsilleri 

yardımıyla konvolüsyon kodlar (convolutional codes) için genel bir inşa yöntemi vermiştir. Bu 

yöntem [29]’da daha detaylı olarak ele alınmıştır. OShaughnessy tarafından [30]’da grup 

halkaları üzerinde konvolüsyon kodları için bir inşa yöntemi verilmiştir. Fu ve Feng [31]’de 
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bazı grup halkaları üzerindeki kendine dik (self orthogonal) kodların yapısını araştırmışlardır. 

McLoughlin, [32]’de düzgün n -genin simetri grubu (dihedral group) üzerine inşa ettiği grup 

halkası üzerinde [3] çalışmasındaki yöntemi kullanarak  248, 24,12  parametrelerine sahip 

kendine dik kodu grup halkaları yardımıyla yeniden elde etmiştir. Barry Hurley ve Ted Hurley 

[33]’te birimsel ve idempotent elemanlar yardımıyla MDS (maximum distance separable) kod 

elde etmek için bir yöntem vermişlerdir. 

1.2 Tezin Amacı 

Bu tezde, ilk olarak p nC  grup halkaları üzerinde tanımlanan sıfır bölen kod (bkz. [3]) kavramı 

4 nC  grup halkalarına genelleştirilecektir. Ayrıca grup halkaları üzerinde henüz tanımı 

yapılmayan sabit devirli (constacyclic) kodlar için bir inşa yöntemi verilecektir. Bu inşa 

yöntemi yardımıyla elde edilmesi mümkün olan sabit devirli kodların parametreleri 

araştırılacaktır. Daha sonra elde edilen bu sabit devirli kodlardan kuantum kod parametreleri 

elde etmek için kendine dik ve kendine dual olma şartları araştırılacaktır. Ayrıca iki kullanıcılı 

ikili kanallar için en uygun (optimal) dekodlama yeteneğine sahip olan LCD (dual kodu ile 

arakesiti sıfır vektörü olan lineer kod) kodların bazı özel grup halkaları üzerinde varlık koşulları 

belirlenecektir. 

1.3 Hipotez 

Grup halkalarının grup, halka, cisim gibi cebirsel yapılar ile karşılaştırıldığında daha genel 

cebirsel yapılar oldukları görülecektir. Dolayısıyla bu yapılar üzerinde farklı özellik ve 

parametrelere sahip kodların araştırılması daha anlamlı hale gelmektedir. Ayrıca grup 

halkaları sıfır bölenleri çok olan cebirsel yapılardır. Bu özellik aşikâr olmayan yeni kodların 

elde edilmesi için oldukça elverişlidir. 
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BÖLÜM 2 

HATA DÜZELTEN KODLAR 

Bu bölümde hata düzelten kodlar hakkında gerekli önbilgiler verilecektir. Hata düzelten 

kodlarla ilgili bilgiler “The theory of error correcting codes” (1977) [34], “Coding Theory: A 

First Course” (2004) [35], “The Art of Error Correcting Coding” (2006) [36] ve “Quaternary 

codes” (1997) [37]  isimli kitaplardan yararlanılarak hazırlanmıştır.  

2.1 Hata Düzelten Kodlar 

Tanım 2.1 ,q  q  (burada q  asal bir sayının kuvveti) elemanlı sonlu bir cisim olmak üzere, q  

üzerinde n -uzunluğunda ve eleman sayısı M  olan bir C  kodu, n
q  uzayının bir alt kümesidir. 

Böyle bir kod  ,
q

n M  parametreleriyle gösterilir. 

Tanım 2.2 (Lineer Kod) q  üzerinde n -uzunluğunda ve boyutu k  olan bir C  lineer kodu, n
q  

vektör uzayının bir alt uzayıdır. Böyle bir kod  ,
q

n k  parametreleriyle gösterilir. 

Özel olarak 2q   için alfabesi 2  olan bir koda ikili (binary) kod, 3q   için alfabesi 3  olan bir 

koda üçlü (ternary) kod denir. 
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Tanım 2.3 C alfabesi, q  olan bir lineer kod olsun. 

i)  C  lineer kodunun dual kodu C   ile gösterilir ve  : , 0,n
qC x x c c C       

şeklinde tanımlanır. Burada ,x c  ile x  ve c  vektörlerinin iç çarpımı gösterilmektedir. 

ii)  C  lineer kodunun boyutu, C ’nin vektör uzayı olarak boyutudur ve  boy C  ile 

gösterilir. 

Teorem 2.1 C , q  üzerinde n -uzunluğunda ve boyutu k  olan bir lineer kod olsun. Bu 

durumda; 

i)   boy CC q  yani kM q  dır. 

ii)  C   bir lineer koddur ve    boy C boy C n   dir. 

iii)   C C
   dir. 

Tanım 2.4 C , q  cismi üzerinde bir lineer kod olsun. Eğer C C  ise C ’ye kendine dik 

kod, eğer C C  ise C ’ye kendine dual kod denir. 

2.1.1 Üreteç ve Kontrol Matrisleri 

Tanım 2.5  , ,
q

C n k  parametrelerine sahip lineer kodun bir alt vektör uzayı olduğunu ve bu 

alt vektör uzayının  1 2, , , kc c c  şeklinde bir tabana sahip olduğunu daha önce söylemiştik. 

Tabandaki vektörleri satır kabul eden G  matrisine, C  lineer kodun üreteç matrisi denir. Yani  

1

2

k k n

c
c

G

c


  
   
 
 
  



 

matrisine  ,
q

n k  parametrelerine sahip C  lineer kodunun üreteç matrisi denir. 
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Bir C  lineer kodunun kendine dik olduğunu göstermek için üreteç matrisindeki satırların 

ikişerli birbirlerine dik olduğunu göstermek yeterlidir. 

Tanım 2.6 Bir C  lineer kodunun parite kontrol matrisi C  dual kodun üreteç matrisidir ve 

genellikle H  ile gösterilir. Yani  0n T
qC x Hx    dir. 

Tanım 2.7  , qn k  parametreli C  lineer kodun üreteç matrisi ' kG I A     olsun. Bu 

durumda 'G ’nin standart formda olduğu söylenir. Burada ,kI k k  tipinde birim matris, A  

ise  k n k   tipinde bir matristir. 

Teorem 2.2 Bir  , qn k  parametreli C  lineer kodunun üreteç matrisi standart formda 

verilmişse |T
n kH A I      matrisi,C  için bir kontrol matrisidir. 

 , qC n k  lineer kodunun üreteç ve kontrol matrisleri sırasıyla aşağıdaki gibi olsun. 

1

2

k k n

c
c

G

c


  
   
 
 
  


, 

 

1

2

n k n k n

h
h

H

h   

  
   
 
 
  


 

Bu durumda 0TGH   dır. Burada 0 ,  k n k   tipinde sıfır matristir. 

2.1.2 Hamming Uzaklık ve Hamming Ağırlık 

Tanım 2.8 (Hamming Uzaklığı)    1 2 1 2, ,..., , , ,..., n
n n qx x x x y y y y    olsun. 

: n n
q qd    ,    , : , 1, 2,...,H i id x y i x y i n    şeklinde tanımlanan fonksiyona 

Hamming uzaklığı denir. 

Teorem 2.3 : n n
q qd    ,    , : , 1, 2,...,H i id x y i x y i n    şeklinde tanımlanan 

fonksiyon n
q  vektör uzayı üzerinde bir metriktir. 

 
 

Tanım 2.9 Bir C  kodunun minimum Hamming uzaklığı C ’nin birbirinden farklı mümkün tüm 

kod söz çiftleri arasındaki en küçük Hamming uzaklığıdır ve  d C  ile gösterilir. Yani 
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    min , : , ,Hd C d x y x y x y C    olarak tanımlanır. Minimum uzaklığı d  olan bir 

 , qn k  lineer kod  , , qn k d  parametreleri ile gösterilir. 

Tanım 2.10 (Hamming Ağırlığı) Bir n
qx  vektörünün Hamming ağırlığı  Hw x  ile 

gösterilir ve x  vektörünün sıfırdan farklı koordinatlarının sayısı olarak tanımlanır. Yani 

    1 2: 0, , , , .n
H i n qw x i x x x x x      Bir C  kodunun minimum Hamming ağırlığı 

    1 2min : 0, , , ,i nw x i x x x x x C     dir. 

Teorem 2.4 , n
qx y  için    ,H Hd x y w x y   dir. 

Teorem 2.5 Eğer n
qC    bir lineer kod ise    .d C w C  

Teorem 2.6 C  lineer kodunun minimum uzaklığının d  olabilmesi için gerek ve yeter şart 

C ’nin kontrol matrisinin en az d  tane sütununun lineer bağımlı ve herhangi  1d   tane 

sütununun lineer bağımsız olmasıdır. 

2.1.3 Lineer Kodlarda Kodlama 

Tanım 2.11 C   , ,
q

n k d  parametrelerine sahip bir lineer kod ve 

1

2

k

c
c

G

c

  
   
 
 
  


 C ’nin üreteç 

matrisi olsun. Bu durumda bir  1 2, , , k
k qu u u u    için n

quG c C     şeklindeki 

ifadeye bir u  sözünün kodlanması ve c C  vektörüne de bir kod söz denir. 

 
 
 

2.1.4 Devirli Kodlar 

Tanım 2.12 n
qC    bir lineer kod olsun. Eğer  0 1 2 1, , ,..., nc c c c c C   iken 

 1 0 1 2, , ,...,n nc c c c c C    oluyorsa C ’ye bir devirli kod denir. 
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2.1.4.1 Devirli Kodun Polinom ile Temsili 

n
qC    bir devirli kod olmak üzere; 

 :
1

q
nn

xC R
x

  


 ,       1
0 1 1 0 1 1, ,..., ... n

n nc c c c c c x c x  
                    (2.1) 

şeklindeki dönüşüm her devirli koda bir polinom karşılık getirir. Burada  
1

q
nn

x R
x




  

bölüm halkası ve 1nx   ise  q x  polinom halkasının bir idealidir. 

Her devirli kodun   altındaki görüntüsü bir ideal oluşturur ve her ideale karşılık bir devirli kod 

gelir. 

Teorem 2.7  C ,  
1

q
nn

x R
x




  bölüm halkasının sıfırdan farklı bir ideali olsun. Bu 

durumda bir en küçük dereceli monik    g x C  polinomu vardır ve    1ng x x   dir. 

Tanım 2.13 Teorem 3.7‘de verilen    g x C  polinomuna  C ’nin ve dolayısıyla C  

devirli kodun üreteç polinomu denir ve  C g x  şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.14   ,C   
1

q
nn

x R
x




  bölüm halkasının sıfırdan farklı bir ideali ve 

 C g x ,   der g x r  olmak üzere, 

 
 

   
1n r

n r n

g x
xg x

G

x g x 

 

 
 
   
  
 


 ile verilen matrise C  devirli 

kodunun üreteç matrisi denir. 
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2.1.5 Singleton Sınırı ve MDS Kodlar 

Tanım 2.15 (Lineer kodlar için Singleton sınırı) ,C  q  cismi üzerinde  , , qn k d  

parametrelenine sahip lineer bir kod olsun. Bu durumda 1k n d    eşitsizliği sağlanır. Bu 

eşitsizliğe lineer kodlar için Singleton sınırı denir. 

Tanım 2.16 (MDS Kodlar) ,C  q  cismi üzerinde  , , qn k d  parametrelenine sahip lineer bir 

kod olsun. Eğer 1k d n    oluyorsa C  lineer koduna MDS (maximum distance separable 

code) kod denir. 

2.1.6 4  Lineer Kodlar 

Tanım 2.17  4 0,1,2,3  modülo 4  kalan sınıflarının kümesi ve n  pozitif tam sayı olmak 

üzere   4 1 2 4, , ,n
n ia a a a    olsun. 4

nC     alt kümesine 4 -kod denir. Özel 

olarak, eğer C  devirli ise 4 -devirli kod ve ,C  4
n  nin bir alt grubu ise 4 -lineer kod denir. 

Teorem 2.8 Herhangi bir ,C  4 -lineer kodu 1

2
0 2 2
k

k

I A B
G

I D
 

   
 

 matrisi tarafından üretilen 

koda permütasyon denktir.  

Teorem 2.8’deki 1k  tam sayısına C  kodunun serbest boyutu ve 2k  tam sayısına daC  

kodunun serbest olmayan boyutu denir. Dolayısıyla C  kodunun eleman sayısı 1 24 2k kC   dir. 

Bir ,C  4 -lineer kodun serbest boyutunu  dims C  ve serbest olmayan boyutunu da 

 dims C  ile göstereceğiz. 
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BÖLÜM 3 

GRUP HALKALARI 

Bu başlık altında grup halkaları hakkında verilen ön bilgiler “An introduction to group rings” 

([38]) ve “The algebraic structure of group rings” ([39]) isimli kitapları esas almaktadır. 

3.1 Grup Halkaları 

 1 2, , , nG g g g   sonlu bir grup ve R  halka olmak üzere; RG  grup halkası 

 
1

, ,
n

i i i i
i
a g a R g G



    şeklindeki tüm elemanların kümesidir. Toplama ve çarpma 

işlemleri aşağıdaki gibi tanımlanırsa; 

 
1 1 1

n n n

i i i i i i i
i i i
a g b g a b g 

  

                                                                                  

(3.1) 

1 1 1 1

n n n n

i i j j i j i j
i j i j

a g b g a b g g
   

  
   
  
                                                                           

(3.2) 

RG  bir halka olur. Eğer R  ve G  değişmeli ise RG  değişmeli ve eğer R  birimli ise RG  

birimli olur. Ayrıca bir R  için skaler ile çarpım  
1 1

.
n n

i i i i
i i
a g a g  

 

 
  

 
   ile 

tanımlıdır. RG  bir R  modül olarak da düşünülebilir [33,34]. 
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Örnek 3.1:  2 1,C g g   mertebesi 2  olan çarpımsal devirli grup ve  3 0,1, 2  

karakteristiği 3  olan sonlu cisim olmak üzere, 

   3 2 0 1 0 1 3, 0,1, 2, , 2 ,1 , 2 ,1 2 , 2 2C a a g a a g g g g g g          

9  elemanlı, değişmeli bir grup halkasıdır. Bu grup halkasının işlem tabloları Çizelge 3.1 ve 

Çizelge 3.2’de verilmiştir. 

Çizelge 3. 1 3 2C  grup halkası için toplama işlemi 

+ 0 1 2 g 2g 1+g 1+2
g 2+g 2+2

g 
0 0 1 2 g 2g 1+g 1+2g 2+g 2+2g 

1 1 2 0 1+g 1+2
g 2+g 2+2g g 2g 

2 2 0 1 2+g 2+2
g g 2g 1+g 1+2g 

g g 1+g 2+g 2g 0 1+2
g 1 2+2

g 2 

2g 2g 1+2
g 

2+2
g 0 g 1 1+g 2 2+g 

1+g 1+g 2+g g 1+2
g 1 2+2

g 2 2g 0 

1+2
g 

1+2
g 

2+2
g 2g 1 1+g 2 2+g 0 g 

2+g 2+g g 1+g 2+2
g 2 2g 0 1+2

g 1 

2+2
g 

2+2
g 2g 1+2

g 2 2+g 0 g 1 1+g 

 

Çizelge 3. 2 3 2C  grup halkası için çarpma işlemi  

x 0 1 2 g 2g 1+g 1+2
g 2+g 2+2

g 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 g 2g 1+g 1+2g 2+g 2+2g 

2 0 2 1 2g g 2+2
g 2+g 1+2

g 1+g 

g 0 g 2g 1 2 1+g 2+g 1+2
g 2+2g 

2g 0 2g g 2 1 2+2
g 1+2g 2+g 1+g 

1+g 0 1+g 2+2
g 1+g 2+2

g 
2+2

g 0 0 1+g 

1+2
g 0 1+2

g 2+g 2+g 1+2
g 0 1+g 1+2

g 0 

2+g 0 2+g 1+2 1+2 2+g 0 1+2g 2+g 0 
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g g 
2+2

g 0 2+2
g 1+g 2+2

g 1+g 1+g 0 0 2+2g 

 

Tanım 3.1 R  değişmeli bir halka ve 0 ,a b R   olsun. 0ab   oluyorsa a  ve b  elemanlarına 

R  halkasında sıfır bölendir denir. Bir halkanın sıfır bölenlerinin kümesi  ZD R  ile gösterilir. 

Örnek 3.2 Örnek 3.1’de verilen 3 2C  grup halkasının sıfır bölenleri 

   3 2 1 , 2 ,1 2 , 2 2ZD C g g g g      dir. 

Tanım 3.2 R  birimli, değişmeli bir halka ve 0 ,a b R   olsun. 1ab   oluyorsa a  ve b  

elemanlarına R  halkasında birimseldir denir. Bir halkanın birimsel elemanlarının kümesi 

 U R  ile gösterilir. 

Örnek 3.3 Örnek 3.1’de verilen 3 2C  grup halkasının birimsel elemanları 

   3 2 1, 2, , 2U C g g  dir. 

Sonlu bir grup halkasında      0RG ZD R U R    olur. Ayrıca RG , RG  grup 

halkasının eleman sayısını göstermek üzere 
GRG R  şeklindedir. Örneğin; 

2 2
3 2 3 3 9.CC      

3.2 Grup Halkaları ve Matrisler 

 1 2, , , ng g g  mertebesi n  olan bir G  grubunun elemanlarının sıralı bir listesi olsun. 

1

n

i i
i

u a g RG


   elemanı bir temsil yardımıyla  nM R  nin bir elemanına karşılık getirilebilir. 

 ,M RG u  veya U  ile göstereceğimiz bu matris aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

1 1 1
1 1 1 2 1

1 1 1
2 1 2 2 2

1 1 1
1 2

.

n

n

n n n n

g g g g g g

g g g g g g

g g g g g g

a a a

a a a

a a a

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 





   

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Bu temsil RG  grup halkasının elemanları ile girdileri R  halkasından olan n n  tipindeki 

matrisler halkasının bir alt kümesi arasında birebir bir eşlemeyi mümkün kılar [26]. 

Ayrıca  1 2
1

: , , , ,
n

n
i i n

i
RG R a g a a a 



 
  

 
   dönüşümü ile RG ’nin elemanları ve nR  

nin elemanları arasında bir bire-bir eşleme kurulabilir. 

Örnek 3.4 3 2C  grup halkasında 1 2u g   elemanına karşılık gelen matris 
1 2
2 1

U
 

  
 

 dir.  

Eğer G  grubu devirli ise bir RG   için  ,M RG   devresel (circulant) bir matris olur. 

Tanım 3.3 g
g G
a g RG



   elemanın transpozu 1T
g

g G
a g RG 



   dir. 

Örnek 3.5 3 2C  grup halkasında 1 2g    elemanın transpozu 1 2T g   olur. 

3.3 Grup Halkası Kodlaması ile Elde Edilen Kodlar 

Bu alt başlık altında verilen önbilgiler [2] ve [3] numaralı kaynaklardan alınmıştır. 

,RG  G  grubunun R  halkası üzerindeki grup halkası olsun.  1 2, , , ,nG g g g   G  grubunun 

elemanlarının sıralı bir listesi olsun. W RG  alt modül ve u RG  olsun.  

Tanım 3.4 Grup halkası kodlaması  : ,f W RG f x xu   (ya da  f x ux ) kuralı ile 

verilen bir dönüşümdür. İlk durum sol kodlama, ikinci durum ise sağ kodlama olarak 

adlandırılır. Eğer G  grubu değişmeli ise sol ve sağ kodlama birbirine eşittir.  

Dolayısıyla seçilen bir u RG  için grup halkası kodlamasından elde edilen bir C  kodu 

 C ux x W   veya  C xu x W   kümelerinden birisidir. W  alt modülünün boyutu r  

olsun. r n  dir. 
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Tanım 3.5 u RG  sıfır bölen olsun. Yani en az bir 0 v RG   için 0uv   olsun. ,W  RG  

grup halkasının bir S G  alt kümesi tarafından üretilen alt modülü olsun.  C ux x W   

veya  C xu x W   kümelerine sıfır bölen kod denir.  

Dolayısıyla C  kodunun inşası u RG  sıfır böleni, W  alt modülü ve RG  grup halkasının 

değişmeli olup olmamasına bağlıdır. u RG  elemanına C Wu  kodunun W  alt modülüne 

göre üreteci denir. 

 Bu çalışmada kullanılan grup halkaları değişmeli olduğundan 

   C ux x W xu x W     olacaktır. 

Tanım 3.6 T RG  olmak üzere  0 ,x x
x T
a x a R x T



    iken 0xa   oluyorsa T  

kümesine lineer bağımsızdır denir. Aksi halde T  kümesi lineer bağımlıdır denir. 

T  kümesinin lineer bağımsız elemanlarının maksimum sayısına T ’nin rankı denir ve 

 rank T  ile gösterilir.  

,W  RG  grup halkasının bir S G  alt kümesi tarafından üretilen alt modülü olsun. Dikkat 

edilirse u RG  sıfır böleni tarafından üretilen C Wu  kodu g
g S
a gu


  şeklindeki bütün 

elemanların kümesidir. Dolayısıyla bu alt modülün boyutu  rank Su  olur. 

Örnek 3.6  2 2 2 2
2 3  0,1,  ,  ,1 ,1 ,  ,  1C g g g g g g g g       grup halkasında 1u g   ve 

21v g g    alalım. Ayrıca ,W  RG  grup halkasının  1,S g  alt kümesi tarafından üretilen 

alt modülü olsun. Yani  0,1, ,1W g g   olsun.       21, 1 1 ,Su g g g g g      

buradan   2rank Su   olur. Ayrıca  2 20,1 ,1 ,C Wu g g g g      olmak üzere  C  bir 

 23, 2, 2 lineer kod belirler. 
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Tanım 3.7  1 2, , , ng g g  mertebesi n  olan bir G  grubunun elemanlarının sıralı bir listesi 

olsun. u RG  sıfır bölen ve    rank U rank Gu k   olsun. Bir 0 v RG   için 0uv   ve 

   rank V rank Gv n k    oluyorsa u RG  sıfır bölenine esas sıfır bölen denir. 

Örnek 3.7 1u g   ve 2
2 31v g g C     elemanları esas sıfır bölen olurlar. Gerçekten de 

1 1 0
1 1 0

0 1 1
0 1 1

1 0 1
U

 
        

 

  ve  
1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1

V
 
   
 
 

  olup   2rank U   iken 

  3 2 1.rank V     

Teorem 3.1  C xu x W   olmak üzere  Su  lineer bağımsız ve  S rank U r   diyelim. 

Ayrıca 0uv   ve  rank V n r   olsun. y RG  nin kodsöz olması için gerek ve yeter şart 

0yv   olmasıdır. 

v RG  elemanına  C xu x W   kodunun kontrol elemanı denir. 

Örnek 3.8 2
2 31v g g C     Örnek 3.6’da verilen kodun kontrol elemanıdır.  

Teorem 3.2 u RG  ve  rank U t  olmak üzere S G  ve 1S t   olsun. Bu durumda 

 Su  lineer bağımlıdır. 

Örnek 3.9 2 3C  grup halkası için  21, ,S g g  ve 1u g   olarak alınırsa 

   2 21 , ,1Su g g g g     kümesi lineer bağımlı olur. Çünkü 

     2 21. 1 1. 1. 1 0g g g g       dır. 

Sonuç 3.1  C xu x W   kodunun tek kontrol elemanının olması için gerek ve yeter şart 

u RG  elemanının esas sıfır bölen olmasıdır. 

Tanım 3.8 g
g G

x a g


  ve g
g G

y b g RG


   olmak üzere , g gx y a b  ile tanımlanan 

toplama x  ve y  elemanlarının iç çarpımı denir. 
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Tanım 3.9  C xu x W   kodunun duali  , 0C y RG xu y x W       dir. 

Teorem 3.3 ,u v RG  esas sıfır bölenler olmak üzere ( )rank U r  ve ( )rank V n r   olsun. 

Ayrıca, S G  için W S  alt modülünün rankı r  olacak şekilde  Su  lineer bağımsız ve 

W G S    olsun. Bu durumda  C xu x W   kodunun duali 

 TC xv x W     0Ty RG yu   kümesidir.  

İspat: Tv  sıfır bölen ve ( )rank V n r   olduğundan W   alt modülü için 0Txv   olacak 

şekilde x W   yoktur. Dolayısıyla W   alt modülü ile  Txv x W   kümesi arasında bire-bir 

eşleme vardır. 

Şimdi  Txv x W   kümesinin  C xu x W   kümesine dik olduğunu gösterelim. Bunun 

için  0 Tz xv x W     olsun. Her x W  için , 0xu z   olduğunu göstermeliyiz. 

,x y RG  olmak üzere Tz yv  alalım.  1 2
1

: , , , ,
n

n
i i n

i
RG R a g a a a 



 
  

 
   iken 

   1 2, , , nx x x x    ve    1 2, , , ny y y y    alalım. O halde 

        , , 0
T TT Txu z xu yv x U y V x UV y        elde edilir.  

Tersine her x W  için , 0xu z   olsun. Genelliği bozmadan 1 W  alabiliriz. Bu durumda 

, 0u z   ise 0Tzu   demektir. ,Tu  Tv  tarafından üretilen kodun kontrol elemanı 

olduğundan en az bir tane Ty W  için Tz yv  olur. 

 

Örnek 3.10 72C  grup halkası ve  5 6
7, ,S g g g C   ile  2 3 4

71, , ,S g g g C    alt 

kümeleri verilsin. Ayrıca 0uv   ve ( ) ( ) 3 4 7rank u rank v     olacak şekilde 2 7,u v C  

aşağıdaki gibi verilsin. 

2 3 41u g g g    3 4 51Tu g g g    
2 31v g g    4 51Tv g g    
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Bu durumda Wu  ve  TW v  alt modülleri aşağıdaki gibi elde edilir. 
Alt Modül Eleman 

Sayısı 
2 3 4 2 5 3 4 5 2 3 6

4 6 3 5 6 2 4 5 6

0,1 ,1 , , ,
1 ,1 ,

g g g g g g g g g g g g g g
Wu

g g g g g g g g g g

               
          

 32  

 

3 2 4 2 3 4 2 5

2 3 5 4 5 3 4 5 2 6

2 3 6 4 6 3 4 6 5 6

3 5 6 2 4 5 6 2 3 4 5 6

0,1 , ,1 ,1 ,
,1 , ,1 ,

,1 , , ,
1 , ,1

T

g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g

W v
g g g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g g g



          
 

           
          

             

 42  

 
  dönüşümü yardımıyla  Wu C   ve   TW Cv    aşağıdaki gibi elde edilir. 

 0000000,1011100,1110010,0101110,0111001,1101010,10010110,0010111C   

0000000,1101000,0110100,1011100,1110010, 0011010,1000110,0101110,
.

1010001,0111001,1100101,0001101,0100011,1001011,0010111,1111111
C  

  
 
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BÖLÜM 4 

4 nC  DEVİRLİ KODLAR 

Bu bölümde [3] numaralı referansta verilen grup cebirleri üzerindeki sıfır bölen kod kavramı 

4 nC  grup halkalarına genişletildi. Elde edilen bu kodların eleman sayıları, dual kodları ve 

dual kodlarının eleman sayıları belirlendi. 

4.1 4 nC  Devirli Kodlar 

Tanım 4.1 nG C g   mertebesi n  olan devirli bir grup,  4 0,1, 2,3R    dört elemanlı 

halka, n  tek tam sayı ve 4 nu C�  bir sıfır bölen olsun. u� sıfır bölen elemanının rankını 

  4( ) S nrank u n boy C u    şeklinde tanımlansın. 

Örnek 4.1  2
3 1, ,C g g  olmak üzere 2

4 33u g g C    elemanının rankı aşağıdaki gibi 

bulabiliriz. 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2
4 3

2 2 2 2

0,3 , 2 2 ,1 3 ,3 , 2 ,1 2 ,
3 3 , 2 2 ,1 2 ,2 2 ,3 3 2 ,

1 3 , 3 ,3 2 3 , 2 3 3

g g g g g g g g
C g g g g g g g g g g g

g g g g g g g

        
 

         
       

  

kümesinin eleman sayısı    2 2
4 3 3 4C g g   olduğundan     2

4 3dim 3 2C g g   ve 

  4 3( ) 3 3 2 1Srank u boy C u      dir. 

 4 nC  grup halkasında sıfır bölen kodların dual kodlarını ve bu kodların eleman 

sayılarını kontrol edebilmek için aşağıdaki tanımlama ve kısıtlamalar verilmiştir. 
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 11, , , ,nG g g    G  grubunun elemanlarının sıralı bir listesi ve , ,u v w RG  için 0uvw   

olmak üzere ( ) ( ) ( )rank u rank v rank w n    şartı sağlansın. Ayrıca,   ,S uw   2S uv RG  

alt kümeleri lineer bağımsız olacak şekilde bir S G  alt kümesi için 

,W S W G S RG     alt modüllerini oluşturalım. 

Tanım 4.2 , ,u v w RG  elemanları için 0uvw   ve ( ) ( ) ( )rank u rank v rank w n    şartı 

sağlansın. Ayrıca 4, nW C  grup halkasının  S uw ve  2S uv  lineer bağımsız olacak şekilde 

bir nS C  alt kümesi tarafından üretilen alt modülü olsun. 

     2 2  ,C W uw W uv xuw y uv x y W      kümesine bir 4 nC -grup halkası kod denir. 

Teorem 4.1      2 2  ,C W uw W uv xuw y uv x y W      ile verilen 4 nC -grup halkası 

kodunun eleman sayısı ( ) ( )4 2rank v rank wC   dir. 

İspat: Dikkat edilirse    2C W uw W uv   ile verilen küme    2g g
g S g S
a g uw b g uv

 

   

şeklindeki lineer toplamlardan oluşmaktadır. Ayrıca        2 2 0W uw W uv W uvw    dir. 

Dolayısıyla bu kümenin eleman sayısı    2S uw S uv  dir. O halde 

        ( ) ( )2 2 4 2rank v rank wW uw W uv S uw S uvC    elde edilir.  

Teorem 4.2      2 2  ,C W uw W uv xuw y uv x y W      ile verilen 4 nC -grup halkası 

kodunun dual kodu         2 , 2T TT T T T T TC x v w y u v x y W v w W u vW         

şeklindedir. Ayrıca, C  kodunun eleman sayısı ( ) ( )4 2rank u rank wC   dir. 

İspat: Sıfır bölen kodun dualinin tanımından    T TWu W v w   yazılabilir.  W uw  ve 

   2W uv W u  olduğundan      2C W uw W uv W u    dir. Bu da   W u C
   

küme kapsamasını gerektirir. Bu yüzden   .T TW v w C   Benzer şekilde 

    2 ( )T T TW u v W v W uw
    olur. Ayrıca     2 2T TW u v W uv

   dir. Bu yüzden 
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       2 2 .T TW u v W uw W uv C
      Sonuç olarak    2T T T TW v w W u v C     

elde edilir. 

Diğer taraftan ( ) ( )4 2rank v rank wC   ve     ( ) ( )2 4 2rank uT ranT kT wTW v w W u v C      

olduğundan    2 .T T T TC W v w W u v     

Örnek 4.2 4R    halkası ve  2
3 1, ,G C g g g    mertebesi 3  olan devirli grup iken 

aşağıda verilen 4 3, ,u v w C�  sıfır bölen elemanlarını düşünelim. 

2 3u g g   23Tu g g   
2 1v g g    2 1Tv g g    

1w   1Tw   

Bu durumda aşağıda verilen elemanlar hesaplanabilir. 

2 3uw g g   22 3uw uv g g     
2 0uv    

2 1T Tv w g g    22 1T T T Tv w u v g g      
2 0T Tu v    

Bazı hesaplamalardan sonra 0uvw   ve ( ) ( ) ( ) 1 2 0 3rank u rank v rank w       olduğu 

görülür. Ayrıca,   31,S g C   için W S  alalım. Bu durumda 3W C S    olur. 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

0,3 , 2 2 ,1 3 ,3 ,2 ,1 2 ,3 ,2 2 ,
1 2 , 2 2 ,3 3 2 ,1 3 , 3 ,3 2 3 ,2 3 3

g g g g g g g g g g g
W uw

g g g g g g g g g g g g g

             
            

kü

mesi ( ) ( ) 24 2 4 16rank v rank w    elemanlıdır. 

Ayrıca,    2 2 20,1 , 2 2 2 ,3 3 3T TW v w g g g g g g         olarak bulunur. Dikkat edilirse 

 c W uw   ve  ' T Tc W v w   için , ' 0c c   ve   ( ) ( ) 14 2 4 4rank v ra wT nkTW v w    dir. 

Bu durumda  W uw  ve  T TW v w  kümeleri birbirlerini dik tümleyeni olurlar. Bu kümelerin 

her biri birer 4 3C -grup halkası kodu belirler. 
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Örnek 4.3 4R    ve  2 3 4 5 6
7 1, , , , , ,G C g g g g g g g    mertebesi 7  olan devirli grup 

iken aşağıda verilen 4 7, ,u v w C�  sıfır bölen elemanlarını düşünelim. 

2 3u g g   6 53Tu g g   
5 4 3 22 3v g g g g     5 4 3 23 2Tv g g g g     
6 5 4 33 2 3w g g g g     4 3 23 2 3Tw g g g g     

Bu durumda aşağıda verilen elemanlar ve alt modüller hesaplanabilir. 

4 5 62 3u g gw g g     3 4 5 622 3u g g gw gu gv        3 5 62 2 2 2 2gu g gv     
2 3 4 5 61T T g g gv gw g g       2 3 4 5 63 3 32 3T T T T g g g gv gw v gu        2 42 2 22 2T T gu v g g    

 
Alt Modül Boyut Alt Modül Boyut 

 W uw  34     2W uw W uv  3 34 2   2W uv  32  

 T TW v w  14     2T T T TW v w W u v   1 34 2   2 T TW u v  32  

Bazı aritmetik işlemlerden sonra 0uvw   ve ( ) ( ) ( ) 1 3 3 7rank u rank v rank w       

olarak hesaplanır. Ayrıca,  2
71, ,S g g C   için W S  olsun. Bu durumda 7W C S    

olur.    2W uw W uv  kümesi  

2 1 0 0 1 1 3 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 3 2 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 3 2 1 0 0 1 1 1 0 1
2 0 0 2 0 2 2 0 0 0 2 0 0 2
0 0 2 0 2 2 2 0 0 0 0 2 0 2
0 2 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 2 2

G

   
   
   
   

    
   
   
      
   

  

matrisi tarafından üretilen ( ) ( ) 3 34 2 4 2 512rank v rank w    elemanlı bir 4 -devirli lineer kod 

belirler. Ayrıca,    2T T T TW v w W u v   kümesi de 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 0 2 0 0 0 2 0 0 2 2 2
0 2 2 2 0 2 0 0 0 2 0 2 2 0
0 0 2 2 2 0 2 0 0 0 2 0 2 2

H

   
   
   
   
   
   

  

matrisi tarafından üretilen ( ) ( ) 1 34 2 4 2 32rank u rank w    elemanlı bir 4 -devirli lineer kod belirler. 

Dikkat edilirse    2c W uw W uv    ve    ' 2T T T Tc W v w W u v     için , ' 0c c   şartı 

sağlanır. Bu durumda    2W uw W uv  ve    2T T T TW v w W u v   kümeleri birbirlerinin 

dik tümleyeni olurlar. 
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BÖLÜM 5 

SABİT DEVİRLİ KODLAR 

Sabit devirli kodlar (constacyclic codes) verimli kodlama işlemleri sayesinde birçok 

mühendislik uygulamasında tercih edilir. Sabit devirli kodlar sınıfı devresel ve nega devresel 

kodları içerir. Bu bölümde grup halkalarının sıfır bölenleri yardımıyla grup cebirleri üzerinde 

sabit devresel kodlar için bir inşa yöntemi verildi. İnşa edilen bu yöntem ile şu ana kadar 

bilinen en iyi kod parametrelerinden bazıları doğrudan elde edildi. 

5.1 Sabit Devirli (Constacyclic) Kodlar 

Sabit devirli kodların cebirsel yapısı [40] numaralı referansta verilmiştir. Bu alt başlık altında 

devirli kodların tanımı verilecektir. 

Tanım 5.1 n  pozitif tam sayı ve 0 q   olsun. Ayrıca ,C  n -uzunluğunda bir q  lineer kod 

olsun. Her  0 1 1, , , nc c c C   için  1 0 1 2, , , ,n nc c c c C     oluyorsa C  lineer koduna  -

sabit devirli kod denir. 

5.2 Grup Halkalarında Sabit Devirli Kodların Yapısı 

Bu bölüm boyunca aşağıdaki gösterim ve kısıtlamalar vardır. 

p  tek asal sayı, 

,q  q  elemanlı sonlu cisim 
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 1 0,1 mod  kp q   ve  , 1ebob q n   olmak üzere 2 kn p  

Sabit devirli kodların grup halkaları üzerindeki yapısını vermeden önce bunu bir örnek ile 

açıklayalım. 

 10 0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9  modülo 10  kalan sınıflarının kümesi ve 

 *
10 102 2,4,6,8G      olsun. Bu durumda G  kümesi birimi 6  olan çarpımsal devirli bir 

grup belirler. Bu grubun işlem tablosu aşağıdaki gibidir. 

Çizelge 5. 1 G  grubu için işlem tablosu 

x 2 4 6 8 
2 4 8 2 6 
4 8 6 4 2 
6 2 4 6 8 
8 6 2 8 4 

Dolayısıyla, devirli grup tanımından en az bir g G  için 4g e  ve 1,2,3ig e i   dir. 7  

karakteristiği 7  olan sonlu cisim olsun. Bu durumda 7G  grup halkasının elemanları 

0,1, 2,3i   için 7ia   olmak üzere 
3

0

i
i

i
a g


  şeklindedir. 21 3u g g   , 

21 4v g g   7G  için 0uv   ve     4rank u rank v   şartı sağlanır. 

   7 7G u xu x G    kümesi 7G  nin vektör uzayı olarak 2  boyutlu bir alt uzayıdır. 

Dolayısıyla   7G u   de 4
7  vektör uzayının 2  boyutlu bir alt uzayı olur. Magma programı 

yardımıyla   7G u   kümesinin 
1 0 6 4
0 1 3 1

G
 

  
 

 matrisi tarafından üretilen ve  74, 2,3  

parametrelerine sahip bir 6 sabit devirli lineer kod olduğu görülür. Bu kodun dual kodu ise 

   7 7
T TG v xv x G    kümesi ile verilen 7G  grup halkasının iki taraflı idealidir. Aynı 

zamanda   7
TG v   kümesi de 

1 0 6 3
0 1 4 1

H
 

  
 

 matrisi tarafından üretilen ve  74, 2,3  

parametrelerine sahip bir sabit devirli lineer koddur. Bu kodların her ikisi de singleton sınırını 

eşitlik hali için sağladıklarından birer MDS kod belirler.  
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Yukarıda verilen örnekte görüldüğü gibi *2 nG    kümesinin ne zaman çarpımsal bir grup 

olduğu n  uzunluğundaki sabit devirli kodların varlığı için önem arz etmektedir. Aşağıda 

verilecek lemmalar dizisi yardımıyla 2 kn p  için *2 nG    kümesinin birim elemanı 

1ke p   olan devirli bir grup olduğu gösterilecektir. 

Lemma 5.1 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Bu durumda 

*2 nG    kümesi çarpma işlemi altında kapalıdır. 

İspat: p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. 2, 4, kn p  ve 2 kp  için 

Gauss Teoremi’den biliyoruz ki *
n  kümesi devirli bir gruptur. Buradan 2 kn p  için 

   2 1 mod 2
kp kg p
  şartını sağlayan bir *

ng  vardır. O halde *
ng    

  121, , , ,
kpg g g 

   yazarız. Ayrıca *2 nG    kümesini  *2 |n nG a p a     

     12, 2 2 2, 2 , 2 , , 2
kpk

na ebob a p g g g 
      şeklinde ifade edebiliriz. Keyfi 

*, 2 nx y G    alalım. Bu durumda  0 , 2 ki j p   olacak şekilde 2 ix g  ve 2 jy g  dir. 

Eğer *2 2 4 2ji ji
nxy g g g g G     ise 4 i jp g g  olur. Ancak  4, 1p   ve  4, 1jig g   

olduğundan bu bir çelişkidir. Sonuç olarak | 4 i jp g g  ve  0 2 kt p   şartını sağlayan bir t  

tam sayısı için *2 2t
nxy g    dir. Bu da *2 nG    kümesinin çarpma işlemi altında kapalı 

olduğunu gösterir. 

Lemma 5.2 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Bu durumda 

*2 nG    kümesinin çarpımsal birimi 1ke p   dir.  

İspat:      12, 2 2 2, 2 , 2 , , 2
kpk

nx G a ebob a p g g g 
       olsun. O halde 

 0 2 ki p   için 2 ix g  olduğundan    1 mo2 d2 2i k kix ge p pg    elde edilir. 

Buradan 1ke p   elemanının *2 nG    kümesinin çarpımsal birimi olduğu görülür. 



40 
 

Sonuç 5.1 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Ayrıca *2 nG    

kümesinin çarpımsal birimi 1ke p   olsun. Bu durumda  od1 me p  dir. 

Lemma 5.3 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Bu durumda 

 kr p  sayısı için  1 m2 2odr k kp p   denkliği sağlanır. 

İspat: Tanımdan dolayı 2 G  olur. Eğer 2  elemanı G  kümesinde ilkel ise 

   2 1 2mod
k

k kp p p
   olur. Diğer taraftan, eğer 2  elemanı G  kümesinde ilkel eleman 

değilse  kr p  için  1 m2 2odr k kp p   dir. 

Lemma 5.4 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Bu durumda 

*2 nG    kümesindeki her elemanın çarpımsal tersi vardır.  

İspat:   122,2 ,2 , ,2
kpG g g g 

   olduğunu biliyoruz. O halde G  kümesindeki her bir y  

elemanı  0 2 kj p   için 2 jy g  şeklindedir. G  kümesinin tüm elemanlarını 2 ix g  ile 

çarpalım. Bu durumda   122. , 2 . , 2 . , , 22 2 2 2.
k

i i pi ixG gg g g gg g 
   yazarız. G  kümesi 

çarpma işlemine göre kapalı olduğundan keyfi bir z xG  için 2 lz g   0 2 kl p   veya 

1kz p e    olur. Son durum *2 nG    kümesindeki her elemanın çarpımsal tersinin 

olduğunu gösterir. 

Sonuç 5.2 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Ayrıca 

 0 , 2 ki j p   olacak şekilde 2 ix g  ve 2 jy g  için  1 mod 2k kxy p p   olsun. Bu 

durumda 2 ix g  elemanının çarpımsal tersi  kr p  için  1 m2 2odr k kp p   olmak 

üzere  2 112
kp iry g    dir. 

Teorem 5.1 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Bu durmda 

*2 nG    kümesi birimi  1 mode p  olan devirli bir gruptur. 
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İspat: *2 nG    kümesinin birimi 1ke p   olan bir grup olduğunu yukarıda verilen lemmalar 

serisinde gösterdik. *2 nG    kümesinin bir üretecinin olduğunu göstermek yeterlidir. Gauss 

Teoremi’nden 2 kn p  için    2 1 mod 2
kp kg p
  şartını sağlayan bir *

ng  vardır. Yani 

*
ng      121, , , ,

kpg g g 
   dir. Ayrıca  2, 1p   aldığımızdan    2 1 mod

kp kp
  dır. 

Sonuç olarak bir *2 nh G    için *2 nh    olur. 

Sonuç 5.3 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2n p  olsun. Bu durumda *2 nG    

kümesi birimi  1 mode p  olan devirli bir gruptur. 

q  cismi üzerinde  2 kp  uzunluklu bir  1ke p  -sabit devirli kod *2 nG    olmak üzere 

qG  grup cebirinin bir ideali olarak görülebilir.  

Teorem 5.2 ,q  q  elemanlı sonlu cisim ve k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  iken *2 nG    

olsun. Ayrıca   , 1kq p   alalım. , qu v G  asal sıfır bölenler olmak üzere  qG u  

kümesi  2 kp  uzunluklu ve boyutu  rank u  olan bir  1ke p  -sabit devirli kod belirler. 

İspat: Teorem 5.1 ve sıfır bölen kodun tanımından rahatlıkla görülür. 

Sonuç 5.4 Teorem 5.2’de verilen kodun duali  2 kp  uzunluklu ve boyutu  rank v  olan bir 

   1
1 modkp q


 -sabit devirli kod belirler. 

Verilen her  2 kp  uzunluğu için  2 ks p  olacak şekilde q  üzerinde s -uzunluklu e -sabit 

devirli kodlar elde edilebilir. Burada  1 modke p q   dur. Aşağıdaki sonuç bu durumu ifade 

etmektedir. 

Sonuç 5.5 p  tek asal sayı ve bir k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olsun. Ayrıca   , 1kq p   

olacak şekilde ,q  q  elemanlı sonlu cisim alalım. Bu durumda  2 kp ’i bölen her s  için q  

üzerinde s -uzunluklu bir  1 modke p q  -sabit devirli kod vardır. 
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Örnek 5.1 3, 6p k   ve 7q   olsun. Bu durumda    2 k kp p   

  6 5729 3 3 486     ve  1 730 2 mod 7ke p     olduğundan 

1, 2,3,6,9,18, 27,54,81,162, 243, 486  uzunluklu 2 -sabit devirli kodlar vardır. 

Eğer 5, 5p k   ve 7q   olarak alırsak    2 k kp p    5 5 45 5 5 2500     ve 

 31261 4 mod 7ke p     olduğundan 1, 2, 4,5,10, 20, 25,50,100,125, 250,500,625,  

1250, 2500  uzunluklu 4 -sabit devirli kodlar vardır. 

5.3 Bazı Seçilmiş Örnekler 

Çizelge 5.1 ve Çizelge 5.2’de verilen parametrelerin çoğu Grassl’ın Kod Tablosu’nda (bkz. [41]) 

verilen ve şu ana kadar bilinen en iyi kod parametreleri ile aynıdır. Grassl’ın Kod Tablosu’nda 

birçok adımda verilen parametreler bizim verdiğimiz inşa yöntemiyle doğrudan elde 

edilmektedir. Bu bölümdeki bütün hesaplamalar MAGMA (bkz. [42]) ile yapılmıştır. 

Çizelgelerde "*"  ile işaretlenen parametrelere sahip kodlar MDS dir. 

Örnek 5.3 11  karakteristiği 11 olan sonlu cisim ve  *
10 102 2,4,6,8G      olsun. Ayrıca 

27 5 gu g   ve 27 6 gv g   11G  grup halkasında iki sıfır bölen olsun. Bu durumda 

    4rank u rank v   şartı sağlanır.    11 11G u xu x G    kümesi 11G  nin iki taraflı bir 

idealidir. Dolayısıyla   11G u   de 4
11  vektör uzayının 2  boyutlu bir alt vektör uzayı olur. 

Magma programı yardımıyla   11G u   kümesinin 
1 0 3 10
0 1 7 8

G
 

  
 

 matrisi tarafından 

üretilen ve  114, 2,3  parametrelerine sahip bir 6 -sabit devirli lineer kod olduğu görülebilir. 

Bu kodun dual kodu ise    11 11
T TG v xv x G    kümesi ile verilen 11G  grup halkasının iki 

taraflı idealidir. Aynı zamanda   11
TG v   kümesi de 

1 0 4 2
0 1 6 7

H
 

  
 

 matrisi tarafından 

üretilen ve  114, 2,3  parametrelerine sahip bir 2 -sabit devirli lineer koddur. Bu kodların her 

ikisi de Singleton sınırını eşitlik hali için sağladıklarından birer MDS kod belirler. 
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Çizelge 5. 2 11  cismi üzerinde 12 -uzunluklu bazı 3 -sabit devirli kodlar ve dual kodları  

u  v  C  C  
10 9 8 7 6

4 3 2

8 6 2 9
6 4 3 10
g g g g g
g g g g
   

    
 2 3 3g g    12, 2,10    16,10, 2  

9 8 7 6 5

4 3 2

9 5 6
6 9 6 6 2
g g g g g
g g g g
   

    
 3 22 10 4g g g     * 12,3,10    * 12,9, 4   

8 7 6 5

3 2

9 2 5
7 4 10 7
g g g g
g g g
  

   
 4 3 22 2 6 9g g g g      12,4,8    12,8,3   

8 7 6 5

3 2

6 8 8
9 5 3 7
g g g g
g g g
  

   
 4 3 25 6 4 9g g g g       16,4,6    16,8,4   

9 8 7 6

3 2

6 7
5 5 8 2
g g g g
g g g
  

   
 3 210 6 4g g g     12,3,8    12,9, 2   

8 7 6

2

8 3
6 4 7
g g g
g g
 

  
  4 3 23 6 9 9g g g g       12,4,6    12,8,2   

6 5 4

2

5 3
2 10 6
g g g
g g
 

  
  6 5 36 4 10 5g g g g       12,6, 4    12,6, 4   

7 6 5 4

3 2

9 9 8
4 8 2 8
g g g g
g g g
  

   
  5 4 3 22 6 8 8 1g g g g g        * 12,5,8    * 12,7,6   

6 5 4

2

2 10
3 4 6
g g g
g g
 

  
  

6 5 4

3 2

9 5
10 4 4 5
g g g
g g g
  

  
   12,6,6    12,6, 4   

Örnek 5.4 11  karakteristiği 11 olan sonlu cisim ve  *
14 142 2, 4,6,8,10,12G      olsun. 

Ayrıca 2 434 3 7 4g gu g g    ve 29 7 gv g   11G  grup halkasında iki sıfır bölen 

olsun. Bu durumda     6rank u rank v   şartı sağlanır.    11 11G u xu x G    kümesi 

11G  nin iki taraflı bir idealidir. Dolayısıyla   11G u   de 6
11  vektör uzayının 3  boyutlu bir 

alt vektör uzayı olur. Magma programı yardımıyla   11G u   kümesinin 

1 0 6 10 5 6
0 1 9 10 1 3

G
 

  
 

 matrisi tarafından üretilen ve  116, 2,5  parametrelerine sahip bir 

8 -sabit devirli lineer kod olduğu görülebilir. Bu kodun dual kodu ise 
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   11 11
T TG v xv x G    kümesi ile verilen 11G  grup halkasının iki taraflı idealidir. Aynı 

zamanda   11
TG v   kümesi de 

1 0 0 0 8 5
0 1 0 0 0 6
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 2 5

H

 
 
 
 
 
 

 matrisi tarafından üretilen ve 

 116, 4,3  parametrelerine sahip bir 7 -sabit devirli lineer koddur. Bu kodların her ikisi de 

Singleton sınırını eşitlik hali için sağladıklarından birer MDS kod belirler. 

Çizelge 5. 3 7  cismi üzerinde 16 -uzunluklu bazı 4 -sabit devirli kodlar ve dual kodları 

u  v  C  C  

2 2 5g g    

14 13 12 11 10

9 8 6 5

4 3 2

5 6 5 2
6 6 5 4
2 4 3 2 2

g g g g g
g g g g
g g g g

   

   

    

  16,14, 2   16, 2,14  

3 3 1g g    

13 11 10 9

8 7 6 5

4 2

4 6 2
6 2 2
2 6 5 3

g g g g
g g g g
g g g

  

   

   

  16,13,3   16,3,12  

4 33 6 3g g g    

12 11 10 9

8 7 6 5

4 3 2

4 2 2
2 5 2 4

5 4 5 1

g g g g
g g g g
g g g g

  

   

    

  16,12, 4   16,4,8  

5 4 3

2

4 3
6 5
g g g
g
 

 
 

11 10 9 8

7 6 5 4

3 2

3 6 3
2 5

3 6 2

g g g g
g g g g
g g

  

   

  

   16,11, 4    16,5,10  

6 4 3

2

5
2 2 6
g g g
g g
 

  
 

10 8 7

6 5 4

3 2

2 6
2 2
5 3 4

g g g
g g g
g g g

  

  

  

  16,10,5   16,6,8  

7 6 5

4 3

3
2 4

g g g
g g g

  

  
  

9 8 7

6 5 4

3 2

6 5
4 5
5 3 2 6

g g g
g g g
g g g

  

  

  

   16,9,6   16,7,8  

8 7 6

5 3

2

5
2 3

3 2 5

g g g
g g
g g

 

 

 

   

8 7 6

5 4 3

2

2 3
2 4 4

5 2 2

g g g
g g g
g g

  

 

  

   16,8,6   16,8,6  
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5.4 qG  Grup Cebirinde Kendine Dik ve Kendine Dual Sabit Devirli Kodların Yapısı 

Bu başlık altında qG  grup cebiri üzerinde tanımladığımız sabit devirli kodların kendine dik ve 

kendine dual olabilmesi için gerek ve yeter koşullar verilmiştir. 

Lemma 5.5   qC G u   Teorem 5.2’de verilen sabit devirli bir kod olsun. Eğer C  kodu 

kendine dual bir kod ise dual kodu   TqC G v    da bir  1kp  -sabit devirli koddur. 

İspat: Kendine dual kodun tanımının bir sonucudur. 

Teorem 5.3   qC G u   Teorem 5.2’de verilen  kp -uzunluğunda ve dual kodu 

  TqC G v    olan  1kp  -sabit devirli kod olsun. Bu durumda C  kendine dualdir 

ancak ve ancak  2 1  e mod q  ve Tu v  olmasıdır. 

İspat: Açık bir şekilde      Tq qC G u G v C       ise Tu v  ve  1  m qe e od  

olduğundan  2 1  e mod q  sağlanır.  

Tersine, eğer  2 1  e mod q  ve Tu v  ise      Tq qC G u G v C       dir. 

Sonuç 5.6   qC G u   Teorem 5.2’de verilen  kp -uzunluğunda ve dual kodu 

  TqC G v    olan  1kp  -sabit devirli kod olsun. Bu durumda  2  kp mod q   

denkliği sağlanır. 

İspat: Teorem 5.3’ten    2 21 2 1 1  k k kp p p mod q      dir. Buradan  0  kp mod q  

veya  2  kp mod q   yazılır. 
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Teorem 5.4   qC G u   Teorem 5.2’de verilen  kp -uzunluğunda ve dual kodu 

  TqC G v    olan  1kp  -sabit devirli kod olsun. Bu durumda C  kendine diktir ancak 

ve ancak  2 1  e mod q  ve en az bir qw G  için Tu wv  olmasıdır. 

İspat: Açık bir şekilde      Tq qC G u G v C       ise en az bir qw G  için 

Tu wv  ve  1  m qe e od  olduğundan  2 1  e mod q  sağlanır.  

Tersine, eğer  2 1  e mod q  ve en az bir qw G  için Tu wv  ise 

     Tq qC G u G v C       olduğundan   qC G u  kendine diktir. 

5.5 qG  Grup Cebirinde Kendine Dik ve Kendine Dual Sabit Devirli Kodlardan Elde Edilen 

Kuantum Kodlar 

2  cismi üzerindeki klasik kodlardan kuantum kodların elde edilmesi ilk olarak 1996 yılında 

Calderbank ve Shor [43] ve Steane [44] tarafından verilmiştir. Daha sonra bu yöntem Ketkar 

v.d. tarafından [45]’te q  cismine genelleştirilmiştir. 

Tanım 5.2 
nq  Hilbert uzayının kq  boyutlu alt uzayına  , ,

q
n k d    parametrelerine sahip bir 

Q  kuantum kod denir ve bu kod 
1

2
d  
  

 tane hata düzeltebilir. 

Lemma 5.6 (CSS Kod İnşası) [45] 1C  ve 2C  sırasıyla  1 1, ,
q

n k d  ve  2 2, ,
q

n k d  parametrelerine 

sahip lineer kodlar olsun. Ayrıca 2 1C C   olsun. Bu durumda 

1 2 2 1{ ( ) | ( \ ) ( \ )}d min wt c c C C C C     olacak şekilde  1 2, ,
q

n k k n d     parametrelerine 

sahip bir kuantum stabilizer kodu vardır. 

Sonuç 5.7 [45] Eğer  , , qn k d  parametrelerine sahip C  lineer kodu C C   şartını sağlıyorsa 

 , 2 ,
q

n k n d    parametrelerine sahip bir kuantum stabilizer kodu vardır. 



47 
 

Sonuç 5.7 yardımıyla Teorem 5.3 ve Teorem 5.4’te elde edilen kendine dual ve kendine dik 

kodlardan kuantum kod parametreleri elde edeceğiz. Hesaplamalar Magma ([42]) programı 

ile yapılmıştır. 

 

 

Çizelge 5. 4 5  cismi üzerindeki 12 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

u  Tv  C  C  Q  

6 5 3

2

2 4
2 4 3
g g g
g g
 

  
 

6 5 3

2

2 4
2 4 3
g g g
g g
 

  
  12,6,5   12,6,5   

5
12,0, 5    

8 7 6

5 4 3

2

4
2

4 2 1

g g g
g g g
g g

 

  

  

 4 33 1g g g     12,4,6   12,8,4   
5

12,4, 4    

10 9 8

7 6 4

3 2

3
4 4 3
4 3 2 2

g g g
g g g
g g g

  

  

  

 23 2 1g g    12, 2,10   12,10, 2   
5

12,8, 2    

Örnek 5.5 5  karakteristiği 5  olan sonlu cisim ve  

 *
26 262 2, 4,6,8,10,12,14,16,18,20,22, 24G      olsun.  

Ayrıca 8 7 6 5 4 3 22 4 2 4 1u g g g g g g g g          ve 4 3 3 1Tv g g g     5G  grup 

halkasında iki sıfır bölen olsun. Bu durumda   4rank u   ve   8rank v   şartı sağlanır. 

   5 5G u xu x G    kümesi 5G  nin iki taraflı bir idealidir. Dolayısıyla   5G u   da 12
5  

vektör uzayının 4  boyutlu bir alt vektör uzayı olur. Magma yardımıyla   5G u   kümesinin  

1 0 0 0 4 1 4 4 4 3 1 3
0 1 0 0 2 2 3 1 1 3 1 0
0 0 1 0 0 2 2 3 1 1 3 1
0 0 0 1 4 1 1 1 2 4 2 1

G

 
 
 
 
 
 
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matrisi tarafından üretilen ve  512, 4,6  parametrelerine sahip bir 4 -sabit devirli lineer kod 

olduğu görülebilir. Bu kodun dual kodu ise    5 5
T TG v xv x G    kümesi ile verilen 5G  

grup halkasının iki taraflı idealidir. Aynı zamanda   5
TG v   kümesi de 

 

1 0 0 0 0 0 0 0 4 2 0 4
0 1 0 0 0 0 0 0 1 2 2 1
0 0 1 0 0 0 0 0 4 3 2 1
0 0 0 1 0 0 0 0 4 1 3 1
0 0 0 0 1 0 0 0 4 1 1 2
0 0 0 0 0 1 0 0 3 3 1 4
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 3 2
0 0 0 0 0 0 0 1 3 0 1 1

H

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 

matrisi tarafından üretilen ve  512,8, 4  parametrelerine sahip bir 4 -sabit devirli lineer 

koddur.  

Çizelge 5. 5 5  cismi üzerindeki 22 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

u  Tv  C  C  Q  
11 10 9

8 7 6

5 4 3

2

3 3
4 4 2

4 2
3 3

g g g
g g g
g g g
g g

  

 

  

  

 

11 10 9

8 7 6

5 4 3

2

3 3
4 4 2

4 2
3 3

g g g
g g g
g g g
g g

  

 

  

  

  22,11,6   22,11,6   
5

22,0, 6    

16 15 14 13

12 11 10

9 8 7

6 5 2

2 3
3 4 2
4 3

2 3 1

g g g g
g g g
g g g
g g g

  

  

   

  

 
6 4

2

2
4 4 1
g g
g g
 

 
  22,6,12   22,16,4   

5
22,10, 4    

12 10 6

4 2

2 3
2 4 1
g g g
g g
 

  
 

10 8 6

4 2

4
4 3 1
g g g
g g
 

  
  22,10,6   22,12,5   

5
22, 2, 5    

17 16 14

13 12 11

6 5 3

2

2 2 4
3 3 3

2

g g g
g g g
g g g
g g

  

 

  

  

 
5 4 3

2

3 3
4 1

g g g
g g
 

  
  22,5,12   22,17, 2   

5
22,12, 2    
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Sonuç 5.7’den  
5

12,4, 4    parametrelerine sahip bir kuantum kod vardır. Bu kod kuantum 

MDS sınırına sadece 1 birim uzaklıktadır. 

 
 
 

Çizelge 5. 6 5  cismi üzerindeki 42 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

C  C  Q  

 52,26,14   52,26,14   
5

52,0, 14    

 52,24,14   52,28,10   
5

52,4, 10    

 52,22,18   52,30,12   
5

52,8, 12    

 52,20,18   52,32,10   
5

52,12, 10    

 52,18, 20   52,34,10   
5

52,16, 10    

 52,16, 22   52,36,8   
5

52,20, 8    

 52,14, 25   52,38,8   
5

52,24, 8    

 52,12, 26   52,40,7   
5

52, 28, 7    

 52,10, 26   52,42,6   
5

52,32, 6    

 

Çizelge 5. 7 7  cismi üzerindeki 18 -uzunluklu 6 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

u  Tv  C  C  Q  
10 8 6

4 2

5 4
2 3 1
g g g
g g
 

  
 8 6 24 2 1g g g     18,8,3   18,10,3   

7
18, 2, 3    

16 14 12 10

8 6 4 2

3 2 6
4 5 3 2
g g g g
g g g g
   

   
 24 1g    18, 2,9   18,16,2   

7
18,14, 2    

12 63 2g g   64 1g    18,6,3   18,12,2   
7

18,6, 2    
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Çizelge 5. 8 5  cismi üzerindeki 42 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

C  C  Q  

 42, 21,12   42, 21,12   
5

42, 21, 12    

 42, 20,12   42, 22,6   
5

42, 2, 6    

 42,19,12   42, 23,10   
5

42, 4, 10    

 42,18,12   42, 24,6   
5

42,6, 6    

 42,15,12   42, 27,8   
5

42,12, 8    

 42,14,12   42, 28,6   
5

42,14, 6    

 42,13,16   42, 29,6   
5

42,16, 6    

 42,12,12   42,30, 4   
5

42,18, 4    

 42,9, 22   42,33, 4   
5

42, 24, 4    

 42,8,12   42,34, 4   
5

42, 26, 4    

 42,7, 24   42, 25, 4   
5

42, 28, 4    

 42,6, 24   42,36, 2   
5

42,30, 2    

 42,3, 28   42,39, 2   
5

42,36, 2    

 42, 2, 28   42, 40,2   
5

42,38, 2    

 

Çizelge 5. 9 11  cismi üzerindeki 52 -uzunluklu 10 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

C  C  Q  

 52,26,10   52,26,10   
11

52,0, 10    

 52,24,10   52,28,8   
11

52,4, 8    

 52,14, 24   52,38,6   
11

52,24, 6    

 52,12, 24   52,40,3   
11

52,28, 3    

 52,2,39   52,50, 2   
11

52,48, 2    
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5.6  q qv G   Grup Halkası üzerinde Kuantum Kodlar 

Karakteristiği q  olan q qR v    değişmeli halkası 2v v  olacak şekilde  
2 

q v
v v


 

bölüm halkasına izomorftur. p  tek asal sayı ve k  pozitif tam sayısı için 2 kn p  olmak üzere 

2 nG    grubunun mertebesi 1k kp p   ve birim elemanı 1kp   olan devirli bir grup 

olduğunu Teorem 5.1’de göstermiştik. Bu başlık altında RG  grup halkasında elde edilen 

kendine dik ve kendine dual kodlar dikliği koruyan bir dönüşüm yardımıyla 
1k k

q
p p   sonlu 

cismine taşınarak elde edilen kodların minimum uzaklıkları iki katına çıkarılmıştır. 

g
g G

RGg 


   olmak üzere    0gsupp g G     kümesine   elemanının supportu 

denir.   elemanının Hamming ağırlığı    w supp   ile tanımlanır. RG  grup halkasının 

bir M  alt modülünün minimum ağırlığı  w M  ile gösterilir ve 

    min 0w M supp M     şeklinde tanımlanır. Lw  ve Hw  sırasıyla q qR v    

üzerindeki kodlar için minimum Lee ve Hamming ağırlığını göstersin ve 

   ,L Hw a bv w a a b    olsun. Bunun sonucu olarak    2  : ,  , qR a bv a a b      

olacak şekilde bir Gray dönüşümü tanımlanır. Bu şekilde tanımlanan dönüşüm R den 2 q  ye 

ağırlık koruyan bir dönüşümdür. Bu dönüşüm 0s   tam sayı olacak şekilde kolaylıkla 

 ss
q qR v    halkasına genelleştirilebilir. g

g G

x g


  ve g
g G

y g RG


   elemanlarının 

iç çarpımı , g g
g G

x y  


  olarak tanımlanır. 

1 1a b v  ve 2 2a b v R   elemanları için  

     1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0a b v a b v a a a b b a b b v        

1 2 1 2 1 2 1 20 ve 0.a a a b b a bb      
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Çizelge 5. 10 5  cismi üzerindeki 44 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 

kuantum kod parametreleri 

( )C   ( )C  Q  

[44,22,6]  [44,22,6]   
5

44,0,6    

[44,12,12]  [44,32,4]   
5

44, 20, 4    

[44, 20,6]  [44, 24,5]   
5

44, 4, 5    

[44,10,12]  [44,34, 2]   
5

44, 24, 2    

Dolayısıyla aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

   1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , 0.a a b a a b a a a a a b b a b b        

Bunun sonucu olarak   dönüşümü aynı zamanda dikliği de korur. 

 1 2
1

: ,  , , , 
n

n
i i n

i
RG R g     



 
   

 
  dönüşümünün bir izomorfizma olduğunu daha 

önce ifade etmiştik.  

Teorem 5.5    ,C RG u RG    1, ,k k
q

p p rank u d    parametrelerine sahip bir 

 1kp   sabit devirli kod ise  C  de q  üzerinde    12 ,2 ,k k

q
p p rank u d    

parametrelerine sahip bir  1kp  -sabit devirli kod belirler. 

İspat: Yukarıda tanımladığımız Gray dönüşümünün doğrudan sonucudur. 

Grup cebirleri üzerindeki kodlar için verilen kendine dik ve kendine duallik koşulları 

 q qv G   grup halkası için de sağlanır. Dolayısıyla CSS inşası yardımıyla kuantum kod 

parametreleri elde edebiliriz. 
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Çizelge 5. 11 7  cismi üzerindeki 36 -uzunluklu 6 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri 

( )C   ( )C  Q  

 36,16,3   36,20,3   
7

36,4, 3    

 36,4,9   36,32, 2   
7

36, 28, 2    

 36,12,3   36,24, 2   
7

36,12, 2    

Örnek 5.6 3 3R v    ve  

  502, 4,6,8,12,14,16,18,22,24,26,28,32,34,36,38,42,44,46,48G     

olsun. Ayrıca   2rank u   ve   18rank v   olacak şekilde 

18 17 16 14 13 12 10 9 8 6 5 4 22 2 2 2 2 2 2u g g g g g g g g g g g g g g                ve 

22 2 1Tv g g    esas sıfır bölen elemanlarını alalım. Bu durumda 

   RG u xu x RG RG    iki taraflı ideali  20, 2,15  parametrelerine sahip bir 2 -sabit 

devirli kod belirler. Dolayısıyla     ,RG u    340, 4,15  parametrelerine sahip bir 2 -sabit 

devirli koddur. Bu kodun duali de    T TRG v xv x RG RG    iki taraflı idealinin 

belirlediği  320,18, 2  parametrelerine sahip 2 -sabit devirli koddur. Benzer şekilde 

   TRG v   de  340,36,2  parametrelerine sahip 2 -sabit devirli kod olur. Sonuç 5.7’den 

 
3

40,32, 2    parametrelerine sahip bir kuantum kod vardır.  
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Çizelge 5.12 3  cismi üzerindeki 40 -uzunluklu 2 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazı 
kuantum kod parametreleri. 

( )C   ( )C  Q  

 40, 20,6   40, 20,6   
3

40,0, 6    

[40,16,6]   40, 24,4   
3

40,8, 4    

[40,12,9]  [40, 28, 4]   
3

40,16, 4    

[40,8,12]  [40,32,3]   
3

40, 24, 3    

[40, 4,15]  [40,36, 2]   
3

40,32, 2    
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BÖLÜM 6 

GRUP HALKALARINDA LCD KODLAR 

Bu bölümde grup halkaları üzerinde LCD kodların varlığı araştırılacaktır. Bunun için ilk olarak 

grup halkalarının bir direkt toplamı yardımıyla LCD kodlar elde edilecektir. Daha sonra grup 

halkalarında birimsel elemanlar tarafından üretilen kodların LCD olması için gerek ve yeter 

koşul verilecektir. 

LCD kod kavramı ilk olarak Massey tarafından [44]’te verilmiştir. LCD kodlar verimli bir şekilde 

dekodlanabildiklerinden iki kullanıcılı kanallar için uygun kodlardır. Bu bölümde grup 

halkalarında LCD kodların yapısı irdelenecektir. 

Tanım 6.1 ,C  q  üzerinde n -uzunluklu bir lineer kod olsun. Eğer  0C C   veya 

n
q C C   oluyorsa C  koduna tamamlayıcı duali olan lineer kod (linear code with 

complemantary dual) denir [46]. 

6.1 Grup Halkalarında LCD Kodların Yapısı 

Tanım 6.2 RG  grup halkası verilsin. g
g G

g 


  olmak üzere g
g G

g 


  elemanının 

involutü 1
g

g G
g  



  şeklinde tanımlanır. 
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Teorem 6.1 RG  grup halkası verilsin. g
g G

RG g    



     
  

  ve 

g
g G

RG g    



      
  

  kümelerini tanımlayalım. RG RG RG    ve 

 0 .RG RG    Ayrıca her x RG  ve her y RG  için , 0x y   dır. 

İspat: Her g
g G

g 


  ve g
g G

g RG  



   için               olduğundan 

RG     ve   RG          dir. Bu durumda RG  kümesi RG  nin bir alt 

halkası olur. 

Ayrıca, g
g G

g RG RG   



    ise        olur. Yani g g
g G g G

g g 
 

    

  .g g g G       Bu da ancak 0g
g G

g 


   ile mümkündür. O halde 

 0 .RG RG    

Buna ek olarak x RG  ve y RG  alalım. Bu durumda RG RG RG    ve 

 0RG RG    olduğundan , 0x y   elde ederiz. 

Sonuç 6.1 C RG  dual kodu C RG   olan bir LCD koddur. 

Örnek 6.1  3 0,1, 2R    üç elemanlı sonlu cisim ve g  elemanı tarafından üretilen 

 2
3 1, ,G C g g   devirli grubu iken 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0,1,2, , 2 , , 2 ,1 , 2 ,1 2 ,2 2 ,1 , 2 , ,
1 , 2 , 2 ,1 2 , 2 2 ,1 2 , 2 2 ,

2 ,1 2 , 2 2 ,2 2 ,1 2 2 , 2 2 2
.

g g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g g
R

g
G

      

          

         

 
 

  
 
 

 

Teorem 6.1’den aşağıda verilen  33, 2,1  parametrelerine sahip LCD kod elde edilir. 

 2 2 2 2 21 2 20, 2 1 2 2 2 21, 2, , , 2, ,g g g g g gR g g g gG           ve 

 2 22,0, 2gR g gG g    dir.  
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   
   

000,100, 200,111, 211,02 122 222

000,021 01

,

, 2

2 ,

.

RG

RG












 

6.2 Birimsel Elemanlardan Elde Edilen Kodlar 

Bu alt başlık altında [2]’de verilen grup halkasının birimsel elemanları ile kod elde etme 

metodu hatırlatıldıktan sonra bu kodların LCD olması için gerek ve yeter şartlar verilecektir. 

R  bir halka ve  1 2, , , nG g g g   iken u RG  birim eleman olsun. Bu durumda 1 1uu   

olacak şekilde 1u RG   vardır. O halde,  : nRG M R   matris temsili için 

   1
nu u I     dir.  

A
u U

B


 
   

 
 ve    1 1u U E D     olsun. Burada , , ,A B E D  

sırasıyla  , ,r n n r n n r     ve  n n r   tipinde matrislerdir.    1
nu u I     

olduğundan   n

A AE AD
E D I

B BE BD
   

    
   

 dir. Buradan 0AD   ve 0BE   elde edilir. A  

matrisi tarafından üretilen r  boyutlu C  koduna u RG  birimsel elemanı tarafından üretilen 

lineer kod diyeceğiz. Dolayısıyla ,C  TD  tarafından üretilen  n r  boyutlu bir lineer 

koddur. 

Birim eleman tarafından üretilen kodları aşağıdaki şekilde de tanımlayabiliriz: 

Tanım 6.2 [2] S G  olmak üzere ,W S  RG  grup halkasının bir R  alt modülü ve 

u RG  birim eleman olsun.  C ux x W   kümesine u  birimsel elemanı tarafından 

üretilen grup halkası kod denir. C  kodunun duali ise   1 T
C u y y W     şeklindedir. 

Burada W G S    dir.  

Örnek 6.2  2 3
4 1, , ,C g g g g   mertebesi 4  olan devirli grup ve  2 0,1  ikili sonlu 

cisim iken  
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2 3 2 2 2 3 3

3 2 3 2 22 3 3 34 2

0,1, , , 1 ,1 , ,1 ,1 ,
1

,
,

,
, ,1 ,1

g g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g g

C
        
 
         




   

dir. 2 4C  grup cebirinin birimsel elemanlarının kümesi  2 4U C  olmak üzere 

   2 3 2 3 2 3 3
4

2
2 1, , , 1 ,1 ,1 ,,g g g g g g g gU g gC g g         olarak bulunur. 

2
1 1u g g    olarak alırsak 1u  elemanının tersi ve tersinin transpozu sırasıyla 

1 2 3
1 1u g g    ve  1 2

1 1
T

u g g     olarak hesaplanır. Bu durumda  

1

1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

U

 
 
 
 
 
 

 ve 1
1

1 0 1 1
1 1 0 1

.
1 1 1 0
0 1 1 1

U 

 
 
 
 
 
 

1 1
1 1 1 0 0 1

.
0 1 1 1 1 0

1 1

A D

 
          
 
 

 

 0000,1110,0111,1001C A   bir  24, 2,2  koddur. Bu kodun duali ise 

 0000,1011,1101,0110TC D    bir  24, 2,2  koddur. 

Ayrıca    1 1,g 0,1, ,1W g g    olarak alınırsa 

   2 2 3 3
1 1 0,1 , ,1C u x x W g g g g g g         ve    0000,1110,0111,1001C   

olarak bulunur. 

   2 3 2 3 2 3
1 , 0, , ,W g g g g g g     olmak üzere 

    1 2 3 3 2
1 1 0,1 ,1 ,

T
C u x x W g g g g g g           ve 

   0000,1011,1101,0110 .C    

6.3 Birimsel Elemanlardan Elde Edilen Kodların LCD Olmasının Şartı 

Bu başlık altında grup halkalarının birimsel elemanlarından üretilen lineer kodların LCD 

koşulunu sağlaması için gerek ve yeter şartlar verilecektir. Grup halkalarının birimsel 
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elemanlarından üretilen lineer kodların LCD koşulunu vermeden önce bunu örnekler üzerinde 

görelim. 

Örnek 6.3  2 3 4 5
6 1, , , , ,C g g g g g g   mertebesi 6  olan devirli grup ve  2 0,1  ikili 

sonlu cisim iken 2 6C ’nın birimsel elemanları aşağıdaki gibidir. 

 

2 3 3 2 3 2 3

2 2 2 3

2 3 2 3 4 2 4 2 4

3

4 5 4 4 4

3 4 3 4 5 5 5

2 6 5 5 5 5 5

4 2 4 3 535 45 2

1, , , 1 ,1 ,1, , , , ,
,1 ,

, 1
1 , ,1 ,

,1 , , ,1 ,
1 ,1 ,

g g g g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g g g g g g g
g g g g g g g g g g g g

g
g

U

g

g

C


          


         


             

           


 .




 


 
 
 

31u g g    olarak alırsak, 3 5 ,1T gu g   541 g gu g    ve   21 5T
u g g g     

şeklindedir.    2 4 2 2 4 4 2 4 2 40,1, ,1 ,1, ,1 ,, , 1g g g g g gg g gW g        olsun. Bu 

durumda 

 
3 2 4 2 3 4

2 5 2 3 5 4 5 3 4 5

0,1 ,1 , ,
1 , , ,1

g g g g g
C ux x W

g g g
g g g g g g g g g g g g

        
 
         

  


 

   000000,110100,101010,011110,111001,001101,010011,100111C   

 26,3,3  parametrelerine sahip bir lineer koddur. Ayrıca, 

   3 3 5 5 3 5 3 53 5 0, , , , , ,, , ,W g g g g g g g g g g g g g gg       dir. Bu durumda  

  
2 3 4 2 3 4

2 5 3 5 2 4 5 3 4
1

5

0,1 ,1 , ,
1 , , ,1

T g g g g g g g g
g g g g g g g g g

C u W
g

x
g g

x  
        
 
          

 


  

   000000,101100,110010,011110,111001,010101,001011,100111C    

 26,3,3  parametrelerine sahip bir lineer koddur. Dikkat edilirse  

 
 

2 3 4 2 5 3 4 50, ,1 ,1

000000,011110,111001,100111 .

g g g g g g g g gC gC       



  
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Örnek 6.4  2 3 4 5
6 1, , , , ,C g g g g g g   mertebesi 6  olan devirli grup ve  2 0,1  ikili 

sonlu cisim iken 4 5
2 6

21 g g gu g C       olarak alırsak, 1Tu u u   olur. 

   2 4 2 2 4 4 2 4 2 40,1, ,1 ,1, ,1 ,, , 1g g g g g gg g gW g        alalım. Bu durumda 

 
3 2 4 2 3 4 5

3 5 2 4 5 2 3 4 5

0, ,1 ,1 , ,
,1 ,1

g g g g g g g g g g
g g g g g g g g

x
g

x
g

C u W
         
 

      


 
 


 

   000000,010100,101010,111110,010001,000101,111011,101111C   

 26,3, 2  parametrelerine sahip bir lineer koddur. Ayrıca, 

   3 3 5 5 3 5 3 53 5 0, , , , , ,, , ,W g g g g g g g g g g g g g gg       dir. Bu durumda  

  
2 4 2 4 3 5 2 3 5

3 4 5 2 3 4 5
1 0,1 ,1 , , ,1 ,

1 ,
T g g g g g g g g g g g

g
C u

g g g g g g g
x W

g
x  

         
    

 
         

 

   000000,101000,100010,010010,010101,111101,110111,011111C    

 26,3, 2  parametrelerine sahip bir lineer koddur. 

Dikkat edilirse  000000 .C C   Dolayısıyla C  kodu LCD şartını sağlar. 

Teorem 6.2 R  bir halka,  1 2, , , nG g g g   bir grup ve S G  olmak üzere ,W S  

,W G S   RG  grup halkasının R  alt modülleri olsun. u RG  birim elemanı için 

 C ux x W   ve   1 T
C u y y W     kodlarını tanımlayalım.  0C C   ancak ve 

ancak 1 .Tu u   

İspat:    1 Tu u   olsun.  0C C   olduğunu kabul edelim. Bu durumda en az bir 

0 z C C    vardır. Öyle ki  1 T
z ux u y   dir. 1 Tu u   olduğundan 

 TTz ux u y ux uy     olur. Buradan 0 x y   elde ederiz.  0W W    olduğundan 

bu bir çelişkidir. 
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    0C C   ve 0 ,x W  0 y W    için ux C  ve  1 T
u y C   olsun. Eğer 

 1,
T

ux u y C C    ise  1 0
T

ux u y   dır. O halde 0uxy   ve  1 0
T

u xy   yazabiliriz. 

Bu durumda     1 1 0
T T

uxy u xy xy u u      olur. Sonuç olarak  1 0
T

u u   ve 

buradan 1 .Tu u   
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BÖLÜM 7 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Dördüncü bölümde devresel sıfır bölen kodların yapısı bir grup halkası ailesinde çalışıldı. 

Ayrıca elde edilen bu kodların eleman sayıları ile dual kodları verildi.  

Beşinci bölümde literatürde bir ilk olarak sabit devirli kodlar ile grup cebirleri arasında ilişki 

kuruldu ve bu kodların yapısı çalışıldı. Ayrıca grup cebirlerindeki sıfır bölenler kullanılarak sabit 

devirli kodlar için bir inşa yöntemi verildi. Bunlara ek olarak önerilen inşa metodu yardımıyla 

sabit devirli kodlar için bazı iyi kod parametreleri tablolar halinde verildi. Daha sonra bu 

kodlar içinde kendine dik ve kendine dual olan kodlar belirlendi. Bu kodlara bağlı olarak 

kuantum hata düzelten kodlar için bazı güzel kod parametreleri elde edildi. Buna ek olarak 

 q qv G   grup halkasındaki sabit devirli kodlardan kendine dik ve kendine dual olan 

kodlar belirlendi. Belirlenen bu kodlar için uygun bir Gray dönüşümü tanımlanarak q  

üzerinde birçok kuantum hata düzelten kod parametresi elde edildi. 

Altıncı bölümde grup halkaları üzerinde LCD kodlar için bazı koşullar belirlendi. Son bölüm ise 

sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 

Bu çalışmada elde edilen kod parametreleri değişmeli grup halkalarından elde edilmiştir. 

Değişmeli olmayan gruplar üzerine inşa edilen grup halkaları vasıtasıyla daha ilginç sonuçların 

elde edilebileceğini öngörmekteyiz. 
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