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OZET

Yari eksende (x20)

dyk( ) 7 Z ci(x)y;(0) = Aby(x) k=1,2,3

adi diferansiyel denklemler sistemini gézoniine alalim.

Burada cp(x) katsayidan, cu(x)=0 ve
|lex(e)| < cexp(—ex) , k,j=1,23,

sartlarint saglayan kompleks degerli fonksiyonlardir.

Yukaridaki denklemler sistemi igin verilmig iki problem birlikte ele alinarak, yart
eksende S()) matris fonksiyonu, bu matris fonksiyonu ve tersinin elemanlarmin
yardimuyla ise sagilma verileri tanimlanmugtur.

Tiim eksende tammlanmis ve x <0 oldugunda katsayilann sifir olmasi halinde
sagilma matrisi ile, sagilma verileri arasinda onemli iligkiler oldugu belirlenmistir.

Coziimiin analitik temsilleri kullamlarak, Riemann Probleminin ¢ozilebilirligi sart:
dahilinde, verilen denklemler sisteminin katsayilanimin, bu verilerin yardim ile tek tirla
tamimlandif1 gosterilmigtir.



ABSTRACT

Let us consider the system of differential equations given on a semi-axis

dy"( D) | Z cyX),(x) = Apyi(x) k=1,2,3,

where ¢y(x) 's are complex-valued functions satisfying cgfx) =0 and
lew@)| <cexplex) ,  kj=123.

Two problems given for the above mentioned equations are considered
simultaneously and matrix function S(A) is defined on the semi-axis. It is also scattering
data are defined by means of that matrix function and the elements of its inverse.

Relationships between scattering matrix and scattering data are determined when
the problem is given on the whole axis and coefficients are zero in case of x < 0. By
using analytic representation of the solution it is shown that the coefficient of the system

of equations is defined uniquely under the solvability condition of Riemann Problem.



BOLUMI. GIRIS

"Spektral analizin ve sagilma teorisinin ters problemleri” denildiginde, spektral
ozelliklere ve sagilma verilerine gore, lineer operatoriin bulunmast anlagihir. Nonlineer
denklemlerin ters problemlerle yogun iligkisi @grenildikten sonra, ters problemlere olan

ilgi daha da artmugtir.

Bu tiir denklemlere Korteweg-de Vries, Nonlineer Schrodinger, Sin-Gordon wvs.

nonlineer denklemlerini 6rnek olarak gésterebiliriz.

1967 yilinda Gardner G., Green J., Kruskal M., Miura R., tiim eksende verilmis

lineer Sturm-Liouville

V' gy =,
denkleminin yardimi ile

U — Ul + Uy =0,

nonlineer Korteweg-de Vries denklemi igin ¢6ziim yontemi geligtirmigtir (Gardner et.al,

1967). Bu yonteme literatiirde "ters sagilma” veya "solitonlar yontemi" denir.
Fourier yontemi lineer diferansiyel denklemler igin ne kadar 6nemli ise, "ters
sagilma" yonteminin de nonlineer denklemler igin o kadar 6nemli oldugunu stylemek

mismkiindiir.

Son yillarda "ters saglma® yonteminin, Korteweg-de Vries denklemlerine

uygulanmasimn tesadiif olmadig gosterilmistir.

Zakharov ve Shabat 1971 yilinda "ters sagilma" yontemini



iqe=qu+%q|q* x>0 ,

Shoridinger denklemine uygulamustir (Zakharov et.al, 1971). Burada yardimci lineer
denklem olarak Dirak denklemler sistemi

‘M" B | oy, N =i, A) |

(01 (360, M) (P 0W
B_(—l o)’y"‘”‘)‘(yz(x,x)J’Q(")"(Q(x) —P(x))

gozoniine alinmistir,

M.J. Ablowitz, D.J. Kaup, A.C. Newel ve H. Segur ise aym Dirak denklemler

sistemi ' nin yardimuyla ters sagilma yontemini
Uy =SINU
Sin-Gordon denklemine uygulamistir (Ablowitz et.al, 1973).

Sturm-Liouville operatdrii igin spektral verilere goére ters problem, sistematik
olarak ilk defa Borg G. (1946) tarafindan Ogrenilmigtir. Borg G., Sturm-Liocuville
operatori i¢in genellikle bir spektruma gore operatériin tanimlanamadigini ispatlamugtir.
Borg G., Sturm-Liouville operatoriiniin iki spektrumu i¢in  (farkli sinir sartlan igin)
operatoriin tek tirlii tanimlandigini gdstermistir . Borg G. asagidaki teoremi ispatlamigtir.

Teorem : q(x) sirekli fonksiyon olsun. Ag <A; <Az <...sayilariile,
v’ +q(x)y=2y (0<x<mn) , (1.1)

denkleminin,



YO -m0)=0 ,
V(1) + Hy(z) = 0

sinir sartlan igin 6zdegerlerini; go <pi1 <i2 <... sayilanyla ise, (1.1) denkleminin,

Y'©)-m(0)=0 ,
V(@) +H (%) =0

siir sartlart igin &zdegerlerini gosterelim. Burada 4, H, H) reel sonlu sayilar ve H,

sayist ' danfarkhidir.

O zaman {4}y ve {un}, dizleri q(x) katsayisint ve &, H, Hy sayilarnt tek
tiirlit tammlamaktadir.

G. Borg ' un bu 6nemli sonuglanndan sonra ters problemler teorisinde Levinson
(1949,1953) ¢ok 6nemli aragtirmalar yapmugtir. Levinson ' un ilk ¢aligmalar1 G. Borg ' un
verdigi ispatlarin daha da basitlegtirilmesi, sonraki galigmalar ise "ters kuantum sagilma

teorisi" ile ilgili olmustur.

Ters sagiima problemlerinde Sturm-Liouville denklemi ile ilgili yapilan daha
sonraki dnemli gahismalar L.A. Cudov (1949), V.A. Marchenko (1977), M.G. Kreyn
(1951), JM. Berezanskii (1958), HM. Gelfand ve BM. Levitan (1951), L.D. Faddaev
(1964), P. Deift ve E. Trubovitz (1979) ve bagka wnlad matematikgiler tarafindan
yapilmugtir.

1973 yilinda Zakharov V.E. ve Manakov S.V. ii¢ denklemden olusan birinci

mertebeden adi lineer diferansiyel denklemler sistemi ile

dyk(X) 4 Zc/q(x)yz(x) ), k=123 (1.2)



nonlineer yansiyan ve birbirini etkilemeyen ii¢ dalga,

Qu+c1Qu=inQi03% ,

QO +0202: = iy20105% |

Qs +¢30s: = iy30105
denklemi arasinda yoBun iligki oldugunu gdstermigtir (Zakharov et.al, 1973).
(Burada y1y2y3=~1 ve y;=%1 dir)

Dirak sistemi ve birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemi igin
spektral analizin ve sagilma teorisinin ters problemleri M.G. Gasymov (1966, 1968), L.P.
Nizhnik (1974), A.B. Shabat (1980), D.J. Kaup (1976), R.Beals ve RR. Coufman
(1984), PJ. Coudrey (1983) wvs. tarafindan, birinci mertebeden olan nonstasyoner
hiperbolik denklemler sistemi igin ise biitiin eksende ve yari eksende diiz ve ters sagilma
problemleri L.P. Nizhnik (1973, 1974, 1988), G. Anger (1990), L.P. Nizhnik ve V.G.
Tarasov (1977, 1981), L. P. Nizhnik ve N.§ . Iskenderov (1990), N.S. Iskenderov
(19885, 1988) vs. tarafindan incelenmistir.

Bu ¢aligmadaki amacimiz  (1.2) denklemler sistemi i¢in yar1 eksende (x>0)
diz ve ters sagilma problemini incelemektir. (1.2) denklemler sistemi igin yar1 eksendeki
problem, x <0 oldugunda katsayilan sifir olan tiim eksendeki probleme getirilir. Onun
igin ¢aligmamuzin ikinci bolimii olan biitiin eksende sagilma problemi temel sonuglart
igeren Uglincl bolim igin, yardimer bir rol oynamaktadir. Burada katsayilarn x <0
oldugunda sifir olmasi, genel haldekinden farkli olarak tiim eksendeki S fonksiyonu ve
bu fonksiyonun daha gok elemanlannin iyi 6zelliklere sahip olmasim saglamaktadir. Bu
ozellikler, yar1 eksendeki ters sagilma problemi ile, tiim eksendeki ters sagilma problemi
arasinda yogun iligki kurmaya imkan vermektedir. Bundan dolayi, yar1 eksende ters
problemin ¢grenilmesinde analitik fonksiyonlar i¢in Riemann problemi ¢ok onemli rol
oynamaktadir. Bu nedenle, tezin ek kisminda Riemann probleminin grenilmesine de yer

verilmigtir.



BOLUM II. BUTUN EKSENDE SACILMA PROBLEMI

2.1. Diiz sagilma problemi

Bu boliimde birinci mertebeden olan asagidaki ii¢ adi diferansiyel denklemler

sistemi igin
a 3
_i%("hzc,q(x)yj(x):xgkyk(x), k=1,2,3 -w<x<w @1
I

butiin eksende sagilma problemi incelenmistir. Burada kompleks degerli czi(x)
fonksiyonlan cu(x)=0 (*%=1,2,3) ve

ley()| < cexp(—elx]) , k,/=1,2,3 ,€>0 (¢ ve c sabitlerdir) (2.2)

sartin1 sagliyorlar. A  spektral parametre, £;,€2, &3 ' ler ise, &1 >&2>0>&; sartint
saglayan sabitlerdir.

Tleride (2.1) sistemi igin yari eksende 63renecegimiz ters sagilma problemini x<0

oldugunda
cy®) =0, &j=1,2,3 2.3)

hali igin biitiin eksendeki probleme indirgeyecegimizden asagida (2.1) sistemi igin her

zaman sadece bu hali gozéniine alacafiz. O zaman (2.2) sart1 yerine

[ey()] < cexp(-ex), x>0 229
yazabiliriz.

Denklemin katsayilart keyfi x € (—o, ®) igin sifir oldufunda (2.1) sistemi

_i__“ﬁ’;ix) “AE) k=1,2,3



sekline gelir, Bu denklemler sisteminin genel ¢6ziimii

yi(x) =crexp(iéiix) |

Y2(¥) =y exp(i24x) (24)

y3®) =csexp(&shx)

olur. Burada ¢, ¢2,¢3 ' ler x ' den bagimsiz sabitlerdir. (2.3) ' e gore x<O0

oldugunda (6zel halde x -+ —c igin) (2.1) sisteminin ¢dziimii
y1(x) =y1(0) exp(i€14x) ,
Y2(x) = y2(0) exp(i2Ax) , (2:5)
y3(0) =y3(0) exp(iCs dx) ,

seklindedir, Denklemin katsayilart (2.2) sartiu sagladifindan x —+oo halinde de

denklemler sisteminin ¢oziminin (2.4) ¢bziimiine yakin oldugunu beklemek

mimkindiir . Bagka bir deyisle asagidaki lemma dogrudur .

Lemma 2.1. cg(x) (k,7=1,2,3) katsayilariuin (2.2) sartit sagladigim farzedelim .
O zaman / reel oldugunda keyfi siurlt y(x) = (31 (%), y2(x), ¥3(x))? ¢oziinui asagidaki
asimptota,

yilxy =4, exp(iC1ix) +o(1) ,

y2(x) = Az exp(ié24x) +o(1 , X > +oo (2.6)

y3(x) = Bexp(i& i) +o(1
sahip olur.



Ispat . Asagidaki yardimer fonksiyonlara
x® 3
i) =y —i | 2; (W) exp(iEid(e~xNDdx’ |, k=1,2,3. @.7
x =

bakalim. Kolayca gorildiigii gibi
Vi) =iAEwie(x) , k=123,

olur. Buradan anlagildig1 gibi, x ' den bagimsiz 6yle A1, 42, B sabitleri vardir ki, bu

denklemler sisteminin ¢Gzimii
vi{x) =Aiexp@tix)
va(x) =4z exp(ié2ix)
v3(x) = Bexp(idsdx) |

seklindedir.
Bu ¢6ziimleri (2.7) ' de yerine yazarsak,

© 3
109 = A1 exp(i€0) +1 | 2 oy i) expliEidle—x Db’

® 3
ya(x) = Az exp(i&24x) +i IZ; cy(x"W(x") exp(iE2A(x — x Y)ax' (2.8)

® 3
y3(x) = Bexp(i€s i) +i | g;csf(x')y;(x') exp(i€sA(r~xdx'

integral denklemler sistemi elde edilir.



Bu integral denklemler sisteminin ¢ziimiiniin varhg: ve tekligini ispatlayalim.

(2.8) integral denklemler sistemini asagidaki yekilde diizenleyip

yi(exp(—i€1hx) =41 +i J g ey, (" Yexp(—it  Ax")dx’
YaERD(-E D) = Ag + IFZ ey Nexp(—E Y |

Y3()exp(-i&3Ax) = B +i Tg ey (e Yy Yexp(-i&s A )dx’

ve
z1(¥) = y1()exp(-i€1A%),  z2(x) = y2(¥)exp(-i&ahx),  z3(x) = y3(x)exp(—it sAx)

doniigiimlerini yaparsak

2@ =41 +i [ 231: ey(") z;(x Yexp(AE, — E1)x" )’ ,
x =
22 = Az i | g e 2,0 Yexp(ME; — Ex)e' Y |

23() =B +i T il c3(") z, (e exp(ME — Ea)x! Y’
x =



Z1 (x)
olur. Bu denklemin z(x) = { z5(x) J ¢ozimiint ardigik tekrar yonteminin yardimiyla
Z3 (x)
2= 5. 299 @9)
=0
seklinde arayalim. Burada
#7() 4
P@=| P [, OW=|4. |,
0 B
w o craexp(iME2 - E1)x") crzexp(iMEs —&1)x')
z® =i _f caexp(iME; —E2)x") 0 cuexp(iMEs — E2)x') | z2¢Dax’
*\ cajexp(iME1 —E3)x’) c3zexp(iMEz —E3)x)) 0

k=1,2,3  (2.10)
dir.

(2.9) serisinin yakinsakhigim gostermek i¢in go lz}k) (x)l serisinin yakimsakligim

gostermek yeterlidir.
) =41,
2@ =42,
H@=8,

max(|4:], [42],1B) =4,
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olsun. O zaman (2.10) ' a gére,

060 =1 [ 3 oo ~E N =129

x

dir. (2.2 ) sartina gére, (j=1,2,3)

Izj(.l) (x)l <24c _[ exp(—ex/)dx’ = % exp(—£x)

b

Iz](z) (x) | <

H 8

24c¢ . s ot 22AC?EXP(=26%) _  2cn 1
e exp(—ex’)2c exp(-ex)dy’ = 5= =2 =A%) o1 exp(—2ex) ,

T 0242 34c3
|26 < [ 225 exp(-2ex)2c exp(-ex'ya = A< exp(3ex)

= AGD5; exp(-369)

olur. Timevanim yontemi ile VA>3 igin,
® | < 428V L exn(—kex
(70| < 4Gy explhex)

oldugunu gosterebiliriz.

Sk expltz)

majorant serisi Vx >0 i¢in yakinsak oldugundan (2.9) serisi de diizgiin yakinsaktir.
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Cozim sinirlt fonksiyonlar siifinda arandigindan dolayi, Syle M sabiti vardir ki,
bt <M (k=1,2,3)

dir. O zaman, (2.2) sartin1 ve A 'nin reel oldugunu gozoniine alarak biyiik pozitif x ' ler
igin (2.8) ' den

i)~ rexpada)] = |1 3 v D YorplEane -0
<3 leu b llsotennts-lar’ <h 3 eyl
sMc;ZI Iexp(-ax')abc' = M exp(ex)

elde edilir. Buradan, € >0 oldugundan x — +o igin

y1(x) -4 1exp(i€1Ax) > 0

olur. Yani,

yi()=Atexp(&iax)+o(l), X =+
asimptotu dogrudur.

Benzer olarak (2.8) denklemler sisteminin ikinci ve tigiinct egitliginden (2.6) ' nin
diger esitliklerini de ispatlayabiliriz.

Tanun : (2.1) denklemler sisteminin x —» +00  daki ¢Oziiming x —> —o  daki
coziimiine dontgtiiren matris fonksiyona biitiin eksende sagilma matrisi denir.
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Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi verilen baglangig
y1(0), ¥2(0), y3(0) Cauchy verilerine gére (2.1) denklemler sisteminin ¢oziimii var ve
bu ¢dziim tektir. Lemma 2.1 ' e gore ise her bir ¢6ziim igin (2.6) asimptotik formiilii

dogrudur.

(2.1) denklemler sisteminin katsayilari (2.2) sartim sagladigindan, bu halde biitiin
eksende sagilma matrisi

(A1exp(i€12x),, A2exp(iEax), Bexp(iEsix))’ =
diag( exp(i€1Ax), exp(i&2Ax), exp(ifshx))(d:,42,B)"

vektoriini,

(¥1(0)exp(it1A%), y2(0)exp(iE2Ax) , y3(O)exp(iEsrxn))| =
diag( exp(i& 1), exp(iE2Ax), exp(iE3Ax))(1(0), ¥2(0),y3(0))”

vektoriine doniigtiiren bir matris olur. Bu matrisi §"  ile gosterirsek

Azexp(iG2Ax) Y2(0)exp(i€ 2Ax)

{Alexp(iglxx)] [ yl(O)exp(iﬁl)\,x)}
Sf‘l =
Bexp(it;hx) y3(0)exp(¥32x)

veya

exp(i€ 1 Ax) 0 0 A
N 0 exp(it 2\x) 0 4z | =
0 0 exp(i€3Ax) B

exp(i&1Ax) 0 0 » ()
0 exp(i&2Ax) 0 y2(0)
0 0 exp(i€3ix) /\ y3(0)
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olur. Buradan ise

exp(—i&1 ix) 0 0 exp(i&14x) 0 0
0 exp(—if2x) 0 Sh 0 exp(i&24x) 0
0 0 exp(—i¢3Ax) 0 0 exp(i&six)
8! 1)
Az | =| »2(00) @2.11)
B »3(0)

elde edilir. (2.11) ' de x=0 yazilirsa, %  sagilma matris fonksiyonunun,

(100), y2(0), y3(0))” vektoriinit (A1, A2, B)" vektorine doniistirdiigi goriilir.

2.2. Coziimiin integral temsilleri

(2.1) sisteminin ¢dziminiin integral temsili denildiginde’ homojen denklemin
(cy(x) =0, £,j=1,2,3) ¢oziiminii  homojen olmayan denklemin ¢6ziimiine
doniistiiren ve sonsuzluktaki asimptotlan homojen denklemin ¢oziim ile aym olan matris

fonksiyonlar anlagilir. Bu integral temsilleri, homojen denklemin ¢6ziimii olan agagidaki

alt1 vektorii

hl(x, 2) = (1(0) exp(i&1 Ax), y2(0) exp(i&2x), y3(0) exp(if3x)) ,

h(x, ) = (A1 exp(&14x),  y2(0) exp(ilalx), y3(0) exp(ilsix))

h(x,2) = (4 exp(i¢14x), Arexp(iéAx), y3(0)exp(i&six)) ,

R (x,A) = (A exp(i€1/x), Azexp(i€2Ax), Bexp(i€six)) ,
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P3(x, 1) = (1(0)exp(E€1Ax), Arexp(i€20x),  Bexp(itshx))
(2.12)
ho@x, 3) = (1(0)exp(i&13x) , y2(O)exp(i€2Ax), Bexp(i€shx))

(2.1) sisteminin ¢oziimiine déndgtirir.
Yukanda goriildiigii gibi,

h*(x, 1) = (A1exp(i€1Ax) , A2exp(iEarx), Bexp(itshx))

asimptotuna (x—> o igin siir sartina ) sahip olan ¢6zim (2.8) denklemini sagliyor.
Buna benzer olarak, h'(x,A), A(x, ), A*(x,A), A°(x, 1), AS(x,A) swur sartlarina sahip
coziimlerin sagladig integral denklemler sistemlerini agagidaki gibi yazmak miimkiindiir.

Al(x,A) igin,

Y109 =31 @expEnd) 1 | 3 ey expleats - )
12

329 =32 Oexp(ata) -1 [ 3, cx@y exp(Eah e =3 N
0=

y3(x) =y3(0)exp(i€srx) —i .f 231: ey (e )y (xexp(EsA(x — x))dx’ |
0~
H%(x,\) igin,

Y16 =41 exp(E1A) +4 [ 3 ey eplEnh e e
x
7209 =y O)exp(aha) =1 | 3 e exp(iEants —x ek
12

y3(x) =y3(0)exp(igshx) —~i j g e3 () (e’ Yexp(iEshie ~x")dx’
o
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R(x,1) igin,

1) = Arexp(Erhn) + 7 Ig @y Yexp(E M~ )b,
Y28 = Aaexp(iEahn) +1 | 3 oy YexpEahle - ')’ |

x 1

9509 =35 (ODexp(EaAe) 1 [ 3 6y expllahs - )
12

Hs ) igin,

Y1(x) = y1(0)exp(i€ 1 Ax) — i Ig e )y, (e Nexp (€ Alx — x))dx! |
P

y20) = Arexp(Eae)+1 | 3:cale e empllEahts —

759 = BexplEann) +1 | 2 cx @@ Youpllahs—x )t

HsN) igin,

Y109 = O)oxpCEas) - | ey empah e~
12

926 = A exp(Eah) =1 [ 3, oyl 6 Vexpllats - e,
0

y3(x) = B exp(itsAx) +i Téf 306 ), )exp(EsA (e — "))’ .
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Asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 2.2. (2.1) denklemler sisteminin c(x) (%,j =1,2,3) katsayllannin (2.2) ve
(2.3) sartlanm sagladiklanm farzedelim. O zaman, /mA =0 oldufunda (2.12) deki

herbir vektor igin (2.1) sisteminin tek bir siirh ¢dziimi var ve bu ¢dziimler asagidaki

sekilde gosterilen integral temsillere sahiptirler.

L. tip integral temsili

Eyx Eix
Y1) =31 (O)exp(&110) +310) | Riy(x, Dexp(i)eke +2(0) | Rlale, Dexp(irn)ds
Esx &3x

Eix

3(0) [ Rls(x, expdi)de ,
E3x
Eix &ix
y2(9) = y2(0)exp(i€22x) +1(0) | Rhy(x, Dexp(ih)dt +y2(0) | Rhy(x, Dexp(idt)d
Eax &3x
E1x
3(0) | Rhy(x, Dexp@a)de (2.13)
E3x
E1x £1x

Y3(9) = y3(0)exp(i€srx) +y1(0) | R, (x, Dexp(iht)dt +y2(0) | Riz(x, exp(iAt)ds
Eax &ax

Eix

+y3(0) I Ri3(x, Dexp(iAt)dt
&
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2. tip integral temsili

&1x Egx

y1(%) =4 exp(i€ 1 Ax) + 41 J' R%, (x, 1)exp(iMt)dt +y2(0) I R, (x, t)exp(iAt)dt

Eax

30) | Ris(x, exp(idv)dr

Eix Eax
¥2(%) = y2(0)exp(iEAx) + 41 | B3 (x, Dexp(iht)de +2(0) [ Ra(x, exp(idt)de (2.14)

Eax

+y3(0) _[ R%(x, Dexp(iAt)dt ,

Eix g%
y3(x) =y3(0)exp(€sAx)+41 I R, (x, Dexp(iAt)dt + y2(0) J R%,(x, t)exp(irt)dr

Eax

3(0) | R, Yexp(iydr .

3. tip integral temsili

Ex

$1() = drexp(E1hn) + 41 | R G, Dexp(hi)dt + 4z | Ry(x, Dexp(it)de
E3x
33(0) | Riy(x, Dexp@rads
Eox

ya(x) = A2exp(i€22x) + 4, ]: R3, (x, Dexp(iAt)dt + 4, I R3,(x, D)exp(irt)dt (2.15)

&3x
+3(0) I R3,(x, Dexp(iMt)dr ,
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&ax

73() = y3(0)exp(iEshx) +41 | R (x, Dyexp(he)dt + 4z | Ria(x, exp(ihe)da

Sax
+3(0) I R3s(x, Dyexp(iA)dr |

4. tip integral temsili

yi(x) =4 exp(i€1Ax) + 41 .f R{, (x, Dexp(iAt)dt + 4, f R}, (x, Dexp(iAt)dt
&1x -

Eax
+B J.R‘l‘3(x, Dexp(iAt)dt |

y2(6) = Arexp(Eahe) + 4y | Ré(x, exp(iht)dn +4; | Rip(x, Dexp(idt)de

£1x

E3x
+B ngg(x, T)exp(fAt)dt , (2.16)

y3(x) = Bexp(i€shx) + 41 I R, (x, Dexp(iAt)dt + 4 f R, (%, t)exp(iAt)dt

E1x

&3x
B [ Riy(x, exp(idr)dr

5. tip integral temsili

y1(x) =y1(0)exp(i12x) +y1(0) .f R} (x, D)exp(iMt)dt + 4, _[ R, (x, t)exp(it)dt

Eix &%

+B j R3;(x, Dexp(iAt)dr |
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Y2(%) = Azexp(i&2Ax) +y1(0) j R31(x, T)exp(iAt)dt + 42 j R3,(x, D)exp(iAt)dt
Eix &ax

+B TR%(x, Dexp(At)dt , 2.17)

y3(x) = Bexp(i€six) +y1(0) T R3, (¢, Dexp(iAt)dt + 42 T R3,(x, T)exp(iAt)dr

g1x Bax

+B | Ry, exp(ida)dr ,

6. tip integral temsili

1) =91 (O)exp(Erhe) +y1(0) | RS (x, DexpAn)dr+y2(0) | R, Dexp(idr)de
Eax &ax

+B I RS;(x, Dexp(iMt)dr ,
Eax

126) =2 O)expEAY) +y1(0) | K6 exphi)e+2(0) | R, Dexp(ihice
Eax &ox

+B | RS, t)exp(hi)d (2.18)
E3x

Y5(2) = B exp(iEshx) +31(0) | R Dexpirn)de +72(0) [ Rba(s, nyexp(ian)are
133 Eqx

+B | R, exp(irt)ds .

E3x



Burada integral temsillerin gekirdekleri asagidaki esitsizlikleri saglamaktadir.

|R& e, )| < Nexp(—eé%-

]R};l(x,'c)l < Nexp(—ag &

-1

) t<&x
—&s

k=1,2,3

~Es ) T2&x

Ustelik bunlar (2.1) denklemler sisteminin katsayllartyla asagidaki sekilde

iligkilidir.
Ris(x, &%) = —é é c13(x) ,
Ris(x,E3x) = - 5 & c(x) ,
RE,(x, &%) = 5 222(.‘Io(x) ,

Rii(x,810) = _m03l(x)
Riy(x,Eox) = ﬁclz(x)

Ristotax) = gL

cn(x) ,

Rixtet) = gLca) |

Ris@.8) = L)

1

R3\(x, &%) = éTiECZI(x) ,

R} (x, 513&7)——é 5 ea(x)

R3l(x&1x)"é (53031(35)

R3 (x,E1x) = -ﬁczl ) ,

Ri(x, Eax) =~ » g c3(®) (2.19)
Ri3(x,&3%) = & é cn(x)

Ry(x,€5%) = 5 éscsz(x) ,

R§ (%, E10) = E €3C31(x)

R, 85%) = =~ ——cn(v) ,

€2-&3

R3l(x E1x) =

és 031(x)



Ria(r8n) = —pon® . Rui)=ggon®

RO, 8ax) = e . R Eax) = s———cn®)
E1—&r E2—E&3

R?3(x, ésx):-gl igwcls(x) ) R%,(x, §3x):—é2i§3cz3(x)

Ispat . Omegin 4. tip integral temsili igin lemmanin ispatimi verelim. Ispati vermeden

once ¢o6zimin ne igin (2.16) seklinde arandifim anlamaya galigalim.

(2.1) denklemler sisteminin x —» +oo  daki asimptotu

h*(x,\) = (A 1exp(i€ 1 Ax), A2exp(i&2Ax), Bexp(i€sAx))  olan ¢ozimiiniin aranmasi,
(2.8) integral denklemler sisteminin ¢ziimiinlin aranmasina egdegerdir.

(2.8) ' in yardimiyla alinan ikinci

€ K

W) = Arexp(iEah) +i [ X ey exp e~ X’
x5
*® 3

YD () = Arexp(igahn) +i 3, ey} Yexp [iEahe — e’
P iad

Y9(x) = B exp(i€shx) +z‘°fi1 ese WS (x Yexp [iEahx — /)]’
x =

yaklasiminda,

¥200) = Arexp(i&ihx)

Y3 (x) = Azexp(i€ahx)
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15°(9) = Bexp(itshy) ,

birinci yaklagimim gozoniine alirsak,

YO = A1 exp(E A +1 | c1a(e M aexp(iEahs Yoxp [ M Xl

i [ er(e)B apEshyexp e - ¥l

x

Y @) = A2exp(EaAx) +i [ o (/) 1exp(EEr D Yexp [1Eah(x — x' )]’

+H T c23(e)B exp(iE s hx’Yexp [ M —x)]dx'

Y2 () = Bexp(itahx) +i [ c31(e)Arexp(E1hx’Yexp [Eshx ~x))]d’
i ] esa(e)Asexp(iEah)exp [iEah e ~ )]

olur. Ifadeleri diizenlersek

1P (x) = 4 1exp(iE1Ax) + 42 j - _ézclz(éi::)exp(zm)d’MB j cLeenEEexp(ir)de

YO) = drexp(ear) + 41 | ghpen(GE)expMdu+B j eren G exp(h)d
gix
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@ , T f , T s - ,

¥§ (x):Bexp(zé.f,g?\x)+A1g_[ fenen (ED)exp(iAn)de +A2J Sren(EE)exp(V)dt
1x 2%

olacaktir. Buradan

YD) = 41exp(i€13x) +A2.f gl_gzclz(éf’_?:)H(ézx Dexp(ilt)dt

+B j §1—§3013(§1 = exp(iAt)dr |

Y2 = = Arexp(iE2hx) + 41 J' 5 _gzcn(gl_g)exp(z}yt)dt +B I gz__z023(€2 _gs)exp(z?vc)dt

Y9 = Bexp(Eahe) + 41 | e (CEexpihr)de
Eix

42 [ een(CE)H( - Emexp(iidt

olur. Burada;

Ho-1 § e
Heaviside fonksiyonudur.
K2, 1) = 12(&1x )H(izx o,
K21 = »13(§1x T)
BT e —i €1-&



Ko 9= LG =D |
K9, 1) = cﬁ(éz" 5
& &3 €2-83"

T—§3x

2) R S
31(&“)*‘&_&3»31({;1_53) »

—&3x
P

KQx,1) = D)HE-€%)

ile gosterirsek,

YP(x) = A 1exp(E %) + 4 j K8 (x, )exp(ivt)dr + B j K9(x, DYexp(iAt)dr |

Y2(x) = Azexp(iEarx) + 41 j K (x, yexp(ivt)dr + B j (v, Dexp(At)dt ,

&1x

)(x) =Bexp(isix) + 4, I K(321 (x, T)exp(iAT)dt + 4> I ng (x, Dexp(iAt)ydr

E1x

olacaktir. Coziimiin iiciincii yaklagimim yazarsak

YO0 = drexpEiin) +4; [ K Dexpidd+ 42 [ K (x, Dexp(id)de
&1x —©

E3x
B | KR, expirt)d
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Y5200 = Arexp(iEahx) + 41 [ KS)(r, Dexp(ihn)dr +4z | KS(x, Dexp(iht)dt
E1x -

E3x
+B | K2, vexp(iiade

¥(x) = Bexp(itshx) + 4, j K$)(x, Dexp(iMi)dt +A2j K$)(x, Dexp(itt)dt
Ex —o

Eax
+B | KQ)(x, Dexp(iMi)dt |
oldugu gorulir.
Coziimiin ikinci ve tgiinci yaklagim igin aldigimuz ifadeler, bizi ¢oziimiin (2.16)
seklinde aranabilecegi diigiincesine getirir.

Simdi de Lemma 2.2 yi 4. tip integral temsili i¢in ispatlayalim.

(2.16) integral temsilini (2.8) integral denklemler sisteminde yerine yazip,
Ay,A2,B sabitlerinin keyfi olduklanim g6zoniine alirsak | jo(x, 7 (kj=1,2, 3 igin)
fonksiyonlar igin asagidaki denklemler sistemini elde ederiz.

Eix<t<oc igin,

Ri067) 1 [ RY G, - Erx + Ex)era@)de’ —i [ RA G, 1= &1+ E1¥)ers ()’ = 0

—Ex
4 i T-Eax, .gl—gz 4 ’
Ry, 1) - é_l—?cn(él = éz) —i | R, T Eax +Eax)en ()
&%

i | RGG,T-Eax+Eaxen (e =0

x



Eax
E1-E3

R )~ g §~ (gf‘g’:)—z’ [ R, v Eax + Eax'yon (&)’ (2.20)
E3x

E1-E3
~i | RYG,t-Eax+Esx)on(x)dd =0

X

—0<T<o igin,

1x
&1 i

Riy(e,1) ~ 5 H(E2x ~ Dea () ~i I RG(!, 1~ Ex+E1x)cra(e')ae’

&1 é

i [ RGO, T-Erx +Ex)es(e)a! = 0
Ry, (e, 1) — i IRlz(x’ T—Eax+Eaxoa (¢ )b’ — i _[Rgz(x’, T-Exx+Ex e (xNdx’ =0

R;Z(x’ ‘C) -

Ht - Eax)en(G—oc) ~ i [ RG0!, T~ Exx +Eax’)can (¢ )’

i €
Er—E&3 E1—E3

i [ R, 1= Eax +Eax)ean(x )l = 0

~w<T<E3x  igin,

Eix—t
€13

R13(x T) F; (t, v13(§1x g‘c)—i I R§3(x’,‘t—§1x+é‘,1x’)c12(x’)dx’

x

glx—'t
£1-ta

—i I Ru( t—Eix+E1x)cis(@)de=0
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Eax—

i &Zx E 4
Ryt 1)~ gL g) i [ RGO, -t +EaxYon (@

£t

&r%a

i | RAO,t-Ear+Eaxen(ed’ =0 ,  (221)

0
Ry(r, 1)~ i [ RG0!, 1 - Eax + Eax)on (D’ — i jR &/, 1 Esx +Esx)ean ()’ = O

Bu integral denklemler sisteminin ¢oziimlerinin varlig: ve tekligi ardigik yaklagim
yonteminin yardimiyla ispatlanir. Ornegin (2.21) ' i ispatlayalim.

t<€x igin,
R0 = Len@ |
R = rLen @Y
€2 § €2-&"
R;gO) - b
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R, 1)=i j RV, T - Eyx+E 15 )e 1 )’

x

Er—t
g1-t3

J- RV t-Eix+ E1x")e1a(x)dx’

3

Eax—1
E3-€3

Ry, 1) =i I RO, 1~ Eax + EaxYea ()’

Ez\—t
ErEs

J~ 1€4(n_n(\'/= T—Eax+Eax e (¢ )dx’

3

R, T)—IJ-R4("—I)(X T—E3x +E3x")c3 (X)dx’ +rIR“’("—I)(x’,t—§3x+&3x’)c'3z(x’)dx’

olacaktir.

I SR
E1~E3" &2 & E2-E;3

max {

Eix—1 _Gox _ix—1
g e ) J=ete ) |

max { exp(-€

oldugundan
IR4(°)(x ‘c)l exp(—eé X T)
E1-8s" °
4(0) 1 Bix—1
R )| = g oo =)
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RO, =0,

yazabiliriz.

Tiimevarim yénteminin yardimiyla,

407) 1 2¢\n 1 £ix—1 _
IR& (x, ‘c)' < ;!-(—8—) exp(——m-:x)gz - exp(—e51 _53) , k=123
oldugunu gosterebiliriz.
Ris(x,7) = Z RE 1)
serisi diizgiin yakinsaktir. Clinkii majorant serisi olan
1 Eix—T.& 1 2 1 2cyn
L (ZEYyexn(— < —
e exp(—eél_§3)n§] AT (2)"eXP(7E2) < g exp( 8 )E o
__1 _ Eix—
= 5F, *PCeE T Syexp(Z)
serisi de yakinsaktir.

(2.20) denklemlerinde T=&x , (2.21) denklemlerinde ©=E&3x yazarsak (2.19)
esitliginin

Ry (x,81%) = ;——cu(¥) ,

&1 ‘é
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R\ 80 = gea )

Ri3(x, E3x) = gl—izcls(x) ,

Ry 89 = —ens)

ifadelerini elde etmis oluruz.
2.3. Coziimiin analitik integral temsilleri

(2.2) de alt1 tane integral temsili oldufunu gérmiigtiik. Bu integral temsillerinde

Cat

siurlar —o dan +o ' a kadar degistiginde , bu integral temsillerini (veya ¢dziimlerini)
reel eksenden analitik olarak devam ettirmek mimkiin degildir.

Reel eksenden analittk devam ettirilebilen integral temsillere ¢oziimiin analitik
integral temsilleri diyecegiz. Analitik temsile sahip olan ¢oziimler, biitin eksende ters

problemin &grenilmesinde ¢ok éneml: bir yer tutar.

Lemma 2.3. (2.1) denklemler sisteminin keyfi simirlt ¢6ziimii agafidaki analitik integral

temsillere sahiptirler.

Ci
yix, A) = T+ W_(x, \))exp(iAJx)| Cy | (2.22)
Cs
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Dy
Yoo, ) =+ Wi(x,A) )exp(ik/x)[ D, J . (2.23)
D;

Burada

J=diag (&1, &2, 83) ,

0
W)= [ W_(r,7, Vexp(rt)ds

Wo@,N) = [ Walx, 7, Mexp(idadr
0

- H[t— Es3-E)xXIR1 (X, T+E1%) Rip(x, T +E2x) Rz(x,T+E3%)
W_(x,7, )= | H[t—(; —EDxXIRI (x, T +E1X) Ro(x, T+E2%) RyL(x,T+E3x) | (2.22%)
Ht— (€3 - EDXIR3 (x, T+E1X) Ri(x, T+E2%) R3s(x,T+E3%)

- RYi(x, t+E1%) Rip(x, T+E2%) Ri(x, T+E3x)
Wolx, T, M) =| Ry (x,T+E1%) RH(x,1+E2%) RS(x,T+E3%) (2.239)
R;l (x’ T+ alx) R;z(x, T+ ézx) R§3 (x7 T+ €3x)

seklindedir.

Burada C=(C1,C2,C3)T ve D=(D1,D;,D3)T  vektorleri  y(x,))
¢O6ziimiine gore tek tiirlil tanumlanirlar ve tersine, keyfi C ve D vektorler igin (2.22)

ve (2.23) formilleri siurh fonksiyonlar siufinda (2.1)  denklemler sisteminin

¢dziimlerini verir.
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I7V_(x, T,A) ve I7V+(x, T,A) matris ¢ekirdekleri katsdyilarla tek tiirlit tamimlanir ve
x>0 igin asafidaki sekilde iligki vardir.

i[J, W_(x,0,3) ]=-c(x),

5 x>0 (2.24)
l[ Ja W+(xa Oa )") ]= C(X),
i[J, Wa(x,0,0) - W-(x,0,%) 1= c(0), (2.25)

burada [4,B]=4B-BA4 iki matrisin kommutantidir.

Ispat . (2.22) ve (2.23) analitik matris integral temsillerinin situnlari, (2.13) - (2.18)
integral temsillerinden olusturuldugundan bu temsillerin denklemler sistemini sagladig
gorilmigtiir.

(2.22) ve (2.23) den asagidaki
C 1 D 1
U+ W_(x, Dexp(rJx)| Cy | =T+ Wulx, \))exp(irJx)| D, (2.26)
Cs Ds
esitlifini yazabiliriz.

(C1,Cy, C3)T  vektorini (Dy,D,,D3)7  vektdriine doniistiiren matrise gegit
matrisi denir. Gegit matrisini $7(A) ile gosterelim. Yani

(D1,D2,D3)7 = AV (C1,Ca,C3)’
dir. (2.26) ' dan

S2(A) = exp(—iAJx)([ + Wi (x, M) 1T + W_(x, A))exp(ilJx)
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veya
exp(IAJ0)S% (Mexp(=ihJx) = (I + Wa(x, W) (I + W-(x, 1)) 2.27)
elde edilir. Burada x=0 yazilrsa -
S0 = I+ W40, M)+ W-(0,)) (2.28)
olur,

(2.19), (2.22%), (2.23/) ifadelerinden (2.24) ve (2.25) kolayca ispatlanir.

Asagida verecegimiz lemma §1(A) ve §7(A) matris fonksiyonlanmin tg¢gen
matrislerin ¢arpimu jeklinde ifade edilebilecegini gdstermektedir.

Lemma 2.4. (41,42, B)", (1(0), y2(0), y3(0))" vektorleri (Cy, Cz, C3)T

(D1, D3, D3)T  vektorleri ile agagidaki liggen matrislerin yardimiyla

Ay 1+57,(A) 0 0 C
Az |=| ba(d) 1+bnp(A) 0 C: |, (2.29)
B byi(d)  ba(d) 1+53:() /\Cs

[Al ] (lfu(’v) SV ]{Dl J

A |=10 1 fs® || D2 | (2.30)
B 0 0 1 Ds

1(0,2) 1 ap() a) |[ Ci

(yz(O,k) } ={0 1 an(®) J[CZ} , (2.31)
y3(0,2) 0 0 1 Cs
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yl(O,},) l+d;1(7») 0 0 D,
Y202 | = diu)  1+dpQ) 0 Dy |, (2.32)
¥3(0,2) &) dhH(M)  1+di(0) J\ Ds

ifade edilir. Burada, 5;(2) (i=1,2,3), a,(V), a3(A),a5(0)  asaj dizlemde
(Im\ <0 igin) analitik fonksiyonlar df; ler (JmA>0 igin) ise yukan dizlemde

analitik fonksiyonlardir.

0

i) = | buexp@rnydr  (i=1,2,3)

i) = [ RO, Dexpindz,  d5i(h) = [ RH(O, Dexp@hoyar
0 Q

(8 = [RHO, Yexp(irnds,  diy() = [ RH O, Dexp(dr)e ,  (233)
0 0

a5 = [ RS0, Dexp(idde,  dip () = [ R,(0, Dexp(it)ds
o] 0
0 0

apM) = [ RLO,Dexp(idy,  ap()= [ R0, Dexplittydt ,

¢]
@) = [ R0, Dexp(idtydr
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bau(A), b31(A), b32(A), fi2(A),f13(A),f3(A)  fonksiyonlan ise reel eksende

tanimlanmug f F(7) exp(iiv)dr , geklinde olan fonksiyonlardir.
—0

Ispat . (2.29) ifadesini ispatlamak igin ¢oziimiin, (C1,Ca, C3 )T vektorii ile ifade
edilen (2.22) analitik temsilini (2.8) integral denklemler sisteminde yerine yazalim,

(2.22) analitik temsilinin ¢ekirdeklerinin sagladi1 denklemleri gdzoniine alirsak,

(2.29) ' u ispatlamig oluruz.
Benzer gekilde (2.30), (2.31), (2.32) ifadeleri de ispatlanabilir.

(2.29) - (2.32) formiillerinin $i(1) ve $2(4) matris fonksiyonlarmn tanimlarint

gbzoniine alirsak, bu matris fonksiyonlart iki tarafli iggen matrislerin garpanlan geklinde

yazabiliriz.
1ap@) ap@® ) [ 1+63() 0 0
Si=| 0 1 an@ bu() 1+b3p0) 0
0 0 1 b31(4) b2(2) 1+53;(4)
1 fu@® fu@® [ 1+d4() 0 o )
=101 fu) || @) 1+dh() 0 2.34)
0 0 1 a5 () d () 1+d3(0)
1 fu@® f® [ 14503 0 0
S=| 0 1 fa®d) bu(l) 1+bp() 0 @2.35)

0 0 1 b31(2) b32(A) 1+b350)



36

da(d) 1+dp) 0 0 1 ax()

{Ha‘h(x) 0 0 ]_1{1‘1?2(7») af;;(x)]
a5 (A) dp(A)  1+d5() 0 0 1

(2.28) ' den

ap() 0 0
We@,8) =| d(0) dn) O ;
(V) d5n) di (V)

{o an(A) an() J
W.0,0)=|0 0 an® |,
0 o0 0

oldugu goriliir.

Bu formiillerden gérildiigi gibi $1(A) ve §2()) matrs fonksiyonlan birbiri
ile tek thirli tammlanir.

(2.34) ve (2.35) formiillerinden ise $'(A) matris fonksiyonunun sifirlarinmn,
§2(A) matris fonksiyonunun sifirlan kutup noktalarmin ise, S2(A)  matris

fonksiyonunun kutup noktalan oldugunu kolayca gorebiliriz.

(2.34) formiliinden gorildiigy gibi  §1(A) fonksiyonunun stfirlart
1+6,(A)=0 *=1,2,3) denkleminin,  kutup  noktalan  ise
1+di(A)=0 (@(=1,2,3) denkleminin kokleridir.

S1(A) ve §7(\) fonksiyonlannmn sifirlart ve kutup noktalarmin  sonlu sayida
oldugu asagdaki lemmadan almir.
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Lemma 2.5. Oyle € >0 vardir ki,

1. 1+di(2) (i=1,2,3) fonksiyonlan Imi>-g

1+b5() (k=1,2,3) fonksiyonlan ise Iml. < g

i¢in analitik fonksiyonlardir. |4] - oo oldugunda asagidaki asimptotik iliskiler dogrudur.

l+di()=1+0(l) (=1,2,3) Imi>—e,

1+bg() =1+0(1) (k=1,23) Imi<e ,

2. 1+d}(2) ve 1+by(4) fonksiyonlarimn sifirlart sonlu sayidadir.

3. 0<|Imi| <g oldugunda,

1+di(A)+0 ((=1,2,3) ve 1 +by(1)#=0 (k=1,2,3) olacaktir.

Ispat. ]RT,(O, )| <N exp(—¢ z f_ 53) oldugundan,

ldh ) < g | R$,(0,7)] | exp(iz| dr

<N | exp(-¢ 7 L )| exp(iReir)| | exp(~Imiz)| dr
0 1-63

1763

£ - :
Imi + -5 >0 veya Imi> -5 oldugunda integral yakinsaktir.
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Keyfi €0 < 5 353 icin, Imh > &1__8&3 oldugundan dolayr 1-+d%(0)

fonksiyonu /m(A) > —€¢ igin analitik olur.

1

Imh 2
m +§1—§3

di;(0) fonksiyonu igin |d};(A)] < oldugundan,

Al > igin |df;(M)] >0 -olur. Buradanda, 1+df;(A)=1+0(1),
|A] = oc igin oldugu gériilir.

1+df;(2) fonksiyonu ImA>-g¢ da analitik oldugundan ve |A| - igin 1°
e yaklastigindan bu fonksiyonun sifirlars siich bir bslgede olabilir. Analitik fonksiyonlar

igin teklik teoremine gore ise, bu sifirlar sonlu sayidadir.

Diger fonksiyonlar i¢inde, lemmamn birinci, ikinci kismu ve sifirlarin sonlu sayida

olmast benzer gekilde ispatlanir.

g1 ile reel eksenden sifirlara kadar olan uzaklig: gosterelim.

1

€9 = min(es, ) olsun. O zaman lemmamin Ugtincii kismu g¢ ' 1 bu

_&
E€1-&3

tanimindan alinir,

2.4. Biitiin eksende ters sagtlma problemi

(2.1) denklemler sistemi igin ters sagilma problemi denildiginde, verilmis i)
matris fonksiyonuna, bu matris fonksiyonunun sifirlarma ve kutup noktalarina gore

denklemin katsayilarinin bulunmas: anlagilir.

$i(\) matris fonksiyonunun sffirlan ,1+553(A)=0 (k=1,2,3) kutup
noktalart ise, 1 +d5(\)=0 (i=1,2,3) denklemlerinin ¢oziimleri oldufundan lemma
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2.5 ' e gore stfirfanin ve kutup noktalannin sayist sonludur. $1(A) fonksiyonunun
sifirlarmt A7, A3,...,A; ile kutup noktalarini ise A1, A3,..., A ile gosterelim,

Biitiin eksende ters problemin ¢6ziimii asagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem . (2.1) denklemler sisteminin katsayilaninin (2.2) ve (2.3) sartlanim sagladigin
farzedelim. O zaman (2.27), (2.28) formiilleri ile verilmis exp(#AJx)S"2(A)exp(—irJx)
ve §7(A) fonksiyonlan igin stfirlari olan Riemann probleminin ¢oziimiiniin varlig ve
tekligi sartlan dahilinde S§1(A) matris fonksiyonu, bu matris fonksiyonunun

AL Az, .., A; sfirlar, A3, A%, ..,A% kutup noktalarina gore (2.1) denklemler

sisteminin katsayilar tek tiirli tammlanirlar,

Ispat . S$()) matris fonksiyonunun verildigini farzedelim. (2.34) formiiliiniin
yardimiyla §2(A) matris fonksiyonunu (2.35)' in yardimuyla olusturabiliriz.

Si() 'nmn sifirlan $%()) ' nn sifirlars, $1(A) ' nin kutup noktalan ise S%(A)
mn kutup noktalart olmas: nedeniyle ters problemin ¢oéziimlenebilmesi, S$2(A)
fonksiyonuna, A7,Az, ..., A, kutup noktalarina ve Af,A3, .., A} sifirlanna gére (2.1)

denklemler sisteminin katsayilarinin bulunmas: problemine indirgenir.

§2(\) fonksiyonu verildiginde (2.27) - (2.28) formiillerine gére,
W.(x,A) ve W_(x,A) matris fonksiyonlarini teoremin gartlarina gore bulabiliriz.

(2.24) ve (2.25) formiillerine gore ise denklemin katsayﬂan belirlenir.
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BOLUM III. YARI EKSENDE UC ADi DIFERANSIYEL DENKLEMDEN
OLUSAN SiSTEM ICIN TERS SACILMA PROBLEMi

Bu béliimde ¢ adi diferansiyel denklemden olugan sistem igin yari eksende iki
farkli problem aym anda ele alinmug diiz ve ters sagilma problemi incelenmistir. Ters
problem igin teklik teoremi ispatlanmug ve katsayilann, sagilma matrisine, bu matrisin
sifirlarina ve kutup noktalarina gore bulunmast yontemi verilmistir.

3.1. Sagilma problemi

Verilmis sinir gartlarina ve ¢dziimin asimptotik ifadesine gore yan eksende (2.1)

denklemler sistemi igin ¢6ziimiin aranmasi problemine sagilma problemi denir.
(2.1) denklemler sistemi i¢in yart eksende asagidaki iki problemi gézéniine alalim.
Birinci problemde,
Y30)=y1(0) , . 3.1)
sinir gartt ve x -+ igin,
1o A =4y exp(& i) +o(1) ,
X — 40 3.2)
Yi(x, A) = Az exp(il24x) +o(1)
asimptotik ifadesi veriliyor.

Ikinci problemde ise,

¥3(0)=300) , (3.3)
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sinir gartt ve x —» 400 igin,

Vi, A) = 41exp@E1Ax) + o(1) ,

X =40 , (G4
V3%, 3) = A2exp(i€2hx) +o(1)

asimptotik ifadesi veriliyor.

Bu iki problemin birlikte ele alinmasim yan eksende sagilma problemi olarak

adlandiracagiz.

Lemma 3.1. (2.1) denklemler sisteminin katsaylanmn (2.2) sartim sagladifim

farzedelim. Bu durumda birinci ve ikinci problem igin sagilma problemi, L.(E,E3)
(burada E =(-o0, ) dur ) uzayinda agafidaki integral denklemler sistemine esdeger
olur.

V0D = Arenp(@ka) i | 3 ex 0 (expkte ~ e

(3.5)
Y50) = Byexp(iEshe) +i | ; 3/ (exp(EsAGs — X))
Burada,
By=dAp+i| g [0 )eXp(-E ) — 3 (" )eRp(—TEs A )]y, ()b
p:
k=12 ; p=1,2 (3.6)

dir.

Ispat . Bu lemmanmn ispat igin birinci boliimdeki (2.8) denklemler sisteminde (3.1) ve

(3.3) sinir sartlarni gézoniine almak gereklidir. Bu sekilde lemma ispatlanur.
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(3.5) denklemler sisteminde (2.2) sartim dikkate alirsak, ( lemma 2.1' de
oldugu gibi )

V5(x) = Bpexp(i€3Ax) + o(1) x—w, p=12, 3.7

alinir,

Teorem 3.1. (2.1) denklemler sisteminin katsayllan (2.2) sartim saglasin. O zaman
keyfi verilmis A;, As igin yan eksende birinci ve ikinci problemin tek bir ¢ozimii
vardr.

Ispat . Lemma 3.1'e gore (2.1) denklemler sistemi igin yari eksende sagilma problemi
(3.5) integral denklemler sistemine esdegerdir. (2.2) sartindan ve denklemler sisteminin
Volterra tipinden integral depklemler sistemi olmasm kullanarak ardigik yaklagim
yonteminin yardimiyla (3.5) integral denklemler sisteminin_ ¢Oziimiiniin varligin ve

tekligini gdstermek miimkiindiir. Bu sekilde teorem ispatlanmus olur.

Teorem 3.1 e gore verilmis, 4 = (41, A;)” vektori igin yart eksende 1. ve 2.
problemin tek bir ¢éziimi vardir ve (3.7) formiiline gore de, bu goziimlere tek bir
sekilde B=(B;, B2)7 vektori kargilik gelir.

. A vektorini B vektoriine dontigtiiren S(A) matris fonksiyonuna yar eksende
sagilma matrisi denir.

Eger 2.1 denklemler sisteminin katsayilan sifir ise, o zaman (3.6) formiiliinden
goriindigi gibi ; By =4, , By=4, olur. Yani S matrisi birim matris olur.

det(S(A)) fonksiyonunun sifirlanna S matrisinin sifirlari denir. Boylelikle, (2.1)
denklemler sistemi igin (3.1) - (3.2) ve (3.3) - (3.4) swur sartlari verildifinde S matris
fonksiyonu ve bu fonksiyonun sifirlarini tanimlamak miimkiindir. Bu tiir problemlere

diiz sa¢tlma problemi denir.
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3.2. S(\) fonksiyonunun ozellikleri

(2.1) denklemler sistemi igin yart eksende ters sagilma probleminin ¢6ziimii icin
S(A) matris fonksiyonunun ve bu matris fonksiyonunun tersinin elemanlarimin farkh
bolgelerde analitik olan, siirda ise garpimlan veya farklan verilen, iki fonksiyonun

garpim veya farki seklinde gosterilebilmesi dzellikleri (Riemann problemi) ¢ok 6nemlidir.
lleride ters problemi g¢ozerken (2.1) denklemler sisteminin bu ¢arpanlarla ifade
edilebildigini gosterecediz.

Yan eksende (2.1) denklemler sisteminin ¢6ziimiiniin integral temsilleri #/(A)
vektorierinin bilesenleri arasinda énemli bir iligki kurmaya imkan verir. Bu iliski baz1 6zel

durumlarda analitik fonksiyonlann yardimiyla verilir.

Lemma 3.2. Keyfi verilmis By, B2 igin

110, 2 -y3(0,8) = (1 +R-(\)B1 - B2) , (3.3)
Y10, -y2(0,0) = (1 +M-(W))(B1 - B2) , (.9)

dir. Burada
" Rw-= (j [R%(0,9 - RE(0,7) Jexpd)ds , (3.10)
M.(\)= oj [ R$:(0,7) = R%:(0, 7) Jexp(ir)dt |, (3.11)

dur.

Ispat . 4. tip integral temsilinden

0
Yi0)-33(0) = (B1 - B2) | R&(0, Dexpirt)dr (.12)
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Y3(0)~32(0) = (B1 - B;) | R&(0, Dexp(irrydt , (3.13)
1]
Y40 -32(0) = B1 - Bo)(1 + [ Réy(0, vexp(irt)dr) , (3.14)
yazabiliriz.

(3.14) 'den (3.12) 'yi ve (3.13)'1 gikartir, (3.1) ve (3.3) sinir gartlanm

g0Ozodniine alirsak,

1]
Y20 -320) = (1 + | [R4(0,7)~ RE(0,7) Jexp(M)dn)(B1 - B2)

0
VO~ =+ [ [RE0,7)~ R0, 1) Jexp(An)de)(B, - B) ,

olur. Burada (3.10) ve (3.11) ifadeleri gdzoniine alindiginda, lemma ispatlanmis olur.

Lemma 3.3. Eger A1 =0 isekeyfi A, igin,

10, =GL(WM4:2 (3.152)
y1(0,2) = LX) (1 +M-(\)(B2~B1) , (3.15b)
¥2(0,1) = (1 + G5 (M)4a, (3.16a)
Y30,0) = (1 +LEAN( +M-())B2—~B1) (3.16b)

WO =GL.(M42 , (3.172)
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Yi0,0) =L2()(1 +R-(\)B2-B)) , (3.17b)
Y30,0) = (1+G5(MW)4: , (3.182)
¥30,2) = (1+L2W)(1 +R-(W)(B>~B1) , (3.18b)

olur. Burada,

0 0
G0 = (1= | R3(0, Dyexp(@d)de)™ [ R3,(0, Dexp(iade , (3.19)

0 i) 0
Gy = [ R0, Dexp(idt)de+ | R3(0, Dexp(ihi)de(l - | R35(0, dexp(ivt)de)

[¢]
. [ RS0, vexp(irnyde | (3.20)
0 [1]
GLO) = [ R0, Dyexp@n)dn(l - | Ry (0, exp(idt)de)!

0 0
(1+ | R0, Dexp(A1)dn) + | R3,(0, Dexp(irydt , (3.21)

9 0
Go(M)=(- J R3,(0, D)exp(it)dr) (1 + I R3,(0, Dyexp(iAt)dt) - 1 , (3.22)

dir. L! ve L? ise,
LI=GlL_(1+Gy -Gy (3.23)

L2=G}(1+G:L-G¥)! , (324
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Ispat . 3. tip integral temsilinde

4] ¢
1- [ R0, Dexp(idtydn =0 , 1~ | R0, exp(idtde 0

olsun. O zaman,

0 0
VIO, = 42(1 - | R0, Dexp@0)a) [ RY(0, Dexp(dhi)er ,
o] 0
Y30, ) =42(1 ~ [ RE(0,Dexp(i)dr) (1 + [ R%(0, Dexp(idt)ar) ,

0 0
V30,2 =A2(1 + | R3H(0, Dexp(it)dr + [ R3(0, Dexp(idt)dt

0 g
(1~ | B0, 9exp@rn)d)™ [ R0, Dexp(he)dr) ,

[} 0
Y30, W) = 4s( | R0, Dyexp(inydr(l - | Ry (0, Dexp(idt)dry™

0 0
1+ _[ R3,(0, )exp(iAt)dr) + _[ R3,(0, v)exp(At)dr) ,

olur. Boylece (3.15a), (3.16a), (3.17a) ve (3.18a) ifadeleri ispatlanmig olur.

(3.16a) ' dan (3.15a) ' y1 gikartirsak,
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120,14 -y1(0,1) = (1 +G3.(A) - GL (M)A
olur. (1+G}.(A)-Gi_(\))#0 olmak tizere,

A2=(1+ G ()~ GLMW) (20, 4) —y1(0,4))
yazabiliriz. (3.9) ifadesinden ise,

¥20,1) - y1(0,) = (1 + M-(W))(B2 - B))
elde edilir. Bu ifadeyi 4, ' de yerine yazarsak,

A2=(1+G W) -GLON ' (1 +M-(M))(B2 - By)

Az ' nin ifadesi (3.15a) ve (3.16a) da yerine yazlirsa (3.15b), (3.16b)
ispatlanmis olur. (3.18a) ' dan (3.17a) ' y1 ¢ikartirsak,

Yi0,0 =110, 1) = (1 +G3.(3) - GL W)z
olur.

(+GL(M)-Gi(A)#0  olmak iizere,

A2 =(1+G3 (W) - GL W) 030, 2) - ¥1(0, )
yazabiliriz. (3.8) ifadesinden ise

¥30,2) -¥1(0,\) = (1 +R-(\))(B2 ~ B1)
olacaktir, Bu ifadeyi 4, 'de yerine yazarsak,

42=(1+G () -G (1 +R-(W)(B2 - B1)

olur. A; ' nin ifadesi (3.17a) ve (3.18a) ' da yerine yazlirsa, (3.17b), (3.18b)
ispatlanmig olur.
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Lemma 3.4. By =B, =B olsun. O zaman 1. ve 2. problemin ¢6zimleri aymdir. Ozel
halde

V(0,3 =5(0,0) =5(0, M)

olacaktir. Eger a(A\) =yf(0,A)  (i=1,2,3;k=1,2) ise,
a(d) = (1 + N.(A)B (3.25)
a(A) = (1 +N-(\)41 (3.26)

olur. Burada,

1- T(Rgl (0, T) + R$,(0, ©))exp(iAt)dt # 0
0

0
1- j(sz(o, 1) + R%(0, 1)) exp(iAt)dr =

olmak iizere,
1+N. W) =1+ TR§3 (0, D)exp(irt)d)(1 - T(Rgl(o, ) + R%,(0, 7)) exp(irt)dt) !
0 0
0 0
1+N.(AM)=(0+ J. R3},(0, T)exp(iAt)dr)(1 - J‘(sz(O, 1) + R%(0, 1))exp(iAt)dt) !

dir.

Ispat . 2. tip integral temsilinde, B; =B, =B oldugunda,

0 0
(1~ | [R30,7)+ R33(0,7) Jexp(ibn)dr)au(h) = A1 (1 + | R%,(0, DYexp(id)d)

veya
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0 0
a() = (1~ [ [R%0,7)+R%(0,9) Jexp@)dy (1 + | R3(0, Dexp(i)dn)d,

olur. Bu gekilde (3.26) ispatlanmig olur.

6. tip integral temsilinde By =B,=B oldugunda benzer olarak,
)1~ [ [R51(0,9)+ R(0,7%) Jexp(id)dn) = B(L + | R (0, Dexp(ih)an)
0 0
veya

a) =0 +TR§3 (0, Dexp(iAt)dr)(1 -T [R$,(0,) +R%,(0, 7) Jexp(irt)dr) B
0 ]

olur. Béylece (3.25) ifadesi ispatlanmus olur.

Lemma 3.5. Eger B; =0 ise,
Y10,3) =M1, (M2 = n (A1 +M_(A)B: (3.27)

y20,3) = (1 + M3, (M) 4z = (1 +n.(W)(1 +M-(A))B2 (3.28)

olur. Burada,

1- [ R$,(0, tYexp(idt)d 0
0

ve

(1+ T R3,(0, t)exp(iAt)dt — (1 - TR; (0, D)exp(At)dM (M) # 0
0 [}
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olmak iizere,

ML) = (1~ | R0, 9yexp(ih)d)™ [ R3,(0, Dexp(id)ee ,
0 0

M) = [ R0, Dexp(itde + | R3(0, Dyexp(@ridaM, (b
0 0

®© © -1
ne(®) =Mi+(x){1 + [ R0, esp@n)ai- (1~ [ RY 0, r)exp(ixr)dr)ML(x)}
0 0

seklindedir.

Ispat . 5. tip integral temsilinde, 1. problem igin

PHO.M) = (1= [ RS0, Dexp(iAa)ds) ™ [ R0, Dexp(idr)de)A
0 0

y3(0,0) =((1 +TR§2(O, Vexp(Aydt+(1 - TR; (0, )exp(it)dr) ™!
0 0
TRgz(O, exp(iAt)dt TR; (0, T)exp(iAt)dr) )42
o} 0

olur. Buradan,

1102 = (1 +M3, (W42 (3.30)
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oldugu goruliir. Ikinci kismu ispatlayalim. (3.30) ' dan (3.29) ' u gikartirsak,
y20, ) =1(0,2) = (1 +M3, (A) - M1, (W)4>
oldugu goriliir. Buradan ise,
Az = (1+M3.(0) - M1, (M) (200, 1) -y1(0, 1)
olur. Lemma 3.2 ' den,
»20,1) ~y1(0,3) = (1 +M_(\))B2 - B1)
dir. Bu ifade 4, 'de yerine yazilirsa,
Az =1+ My (W) - M1, () (L +M-(\)B2 - B1) (3.30a)
olarak elde edilir. Bu ifade (3.29) ' da yerine yazilirsa,
y1(0,2) =M1 () +Ma (W) ~Mi, (W)™ (1 +M-(A))(B2 ~ B1)
olur. By =0 oldugunda,
Y10, 1) =m )1 +M-())B;
oldugu goriilir. Burada,

ne() = M1, )1 +M3, () ~ M1, (W)™

=M1, (M1 + T R0, Yyexp(iht)dt + T R3, (0, Dyexp(iAt)dii, () - M1, (V)
[4} 0

n () =ML M1+ TRZz(O, Dexp(At)adt—(1 - T RS, 0, exp(iAn)dndd;, (W)™
0 0
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olacaktir. Boylece, (3.27) ispatlanmus oldu.
A, ifadesi (3.30)' da yerine yazilirsa,
y2(0,3) = (1 + Mz, (W) + M3 () - ML W) (1 +M-())B2 - B1)
olacaktir, By =0 igin,
(1 + M3 W) +M3, 0 - M1, (W)™
= (1+M3.(0) = M1 () + M1 (W))(1 + M3, (A) - M1, (W)
= L+Mi, ()L + Mz ) - ML W) = 1+n.(3)
oldugundan dolay1
y2(0,4) = (1 + 2. (A (1 +M-(A)B2

olacaktir. Boylece, (3.28) ifadeside ispatlanmus oldu.

Lemma 3.6, Eger B, =0 ise,

¥20,%) = (1 +m(A))(1 +R-(\)B1 , (3.32)
Y5 =m.M)(1+R-(\)B1 , (3.33)

olur. Burada,
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M3y = (1+ ] R0, Dexp(in)dc - | Rs(0,7) exp(iAn)de) (| RS, (0, ) explitalde
0 0 0

©

~ | R31(0, 9y explidzyete)
0

) o -1
m(l) = [1 — [ R3,(0, D) exp(idn)dr — (1 - | R5(0,7) exp(z'xr)dz)Mﬁ(z)} -1
0 0

dir.
Ispat . 5. tip integral temsilinde, B2 =0 igin 2. problemi gozoniine alirsak,

_lw

Az = [1 + T(Réz(O, 7)—R%(0,7)) eXP(ilr)dr] (g (R3:(0,7)
0

—R3,(0,7)) exp(iA)dr) (0, 4)

buradan ise,
A2 =M}, (Y30,
olur. Bu sekilde (3.25) ifadesi ispatlannus oldu.

5. tip integral temsili igin 2. problemi gézoniine alirsak,
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30,2 =((1+ ,([ R3,(0, ) exp(iA0)dr)(1 + [ (R3,(0, 7) ~ R3(0, 7)) exp(idn)ctr)™!
0

oK

) g(Rgl (0,7) ~ R3,(0, 7)) exp(iit)dz + j R3,(0, 1) exp(iAr)dr)y?(0, 4) (3.34)
v

alinur,
By =0 igin (3.8) ifadesinden,
Y1(0,7) -y3(0,) = (1 +R-(A))B; , (3.35)

(3.34) "deniise,

Y30, 2)-y3(0,2) = (1 - | R§1(0, ) exp(idae — (1 + [ R$(0, 7) exp(idn)de)
[ o

(1+ [(R3(0, ) = R,(0, 7)) exp(iAn)de)™ [(RS1(0,7) — R3,(0, D)) exp(idt)dr) y3(0, 2)
0 [

(3.36)
elde edilir.

(3.35) ve (3.36) ifadelerinden,

30, =(1- ngl 0, Dy exp(iit)dr - (1 +°jg R3,(0, Ty exp(iAt)dr)(1 + ]Z(Rgz ©,1)
0 b 0

~R3,(0, 7)) exp(iAt)dr)™ T(Rgl(o, ) - R3,(0, 7)) exp(iAt)dr) " (1 +R-(A))B,
v

yazilabilir. Buradan da,
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Y30,0) = (1 +m. )1 +R-(\))B:

oldugu goriiliir. Bu gekilde (3.32) ispatlanmus oldu.
(3.34) ' den,
V30,1 = (1 + [ R0, Dexp(Mi)dn)(1 + [(RE(0,7) — RS0, D)exp(iMt)din) !
0 1]

[®3:0,9) ~R3,(0, D)exp(Aa)ee + | RS, 0, Dexp(iha)dny™ Y20, 3)
0 . 0

olur. Buradan,

Y20, - 520, = (( + [ RS0, Dexp@adi)(1 + [RE(0,7) - R5(0,7)
0 0
exp(z'm)dr)-lT(R;l(o, 1) - R}, 0, D))exp(ikt)ds
0 .
+TR§1(0, Dexp(iAt)dt) ! - 1)y3(0,A) 3.37)
0

yazabiliriz. (3.35) ve (3.37) ifadelerinden,
¥3(0,%) = m.(A)(1 +R-(\)B
seklinde oldugu goriiliir. Boylece, (3.33) de ispatlanmig oldu.

NV fonksiyonu ve tersinin elemanlarnmin garpanlara ayirma ve diger onemli
ozellikleri, teorem 3.2'de verilmigtir. '
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Teorem 3.2. (2.1) denklemler sisteminin katsayllannin  (2.2) sartimi sagladigm
farzedelim. O zaman, S(A) matris fonksiyonunun sonlu sayida A 'lardan dolay

51 =W,

tersi vardir. S1:(A), Y(A),¥11(A) +y12(A) fonksiyonlan ise asagidaki garpanlara

Su@) =A+R- Q)1 +R.()) , (3.38)
YoM =(1+M_ (W) (1 +M.(4) | (3.39)
Y1) +y2) =(1+N-A) A +N.Q) , (3.40)

sahiptitler. $2(A) - S12(A), Y11(A),y21(X), y12(A)  fonksiyonlan ise,

$2A)-SpM)=1+G_() , (3.41)
yud)=Q +N.(k))‘1(1 +R-M))A +m ) +7_-(A) , (3.42)
Ya Ay =m ()1 +R-QA) , . (3.43)
Y12(0) = (1 +N_W) ™ (1 + M) () — h-(A) (3.44)

seklindedir. Burada,
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0
R(= [ ®R%(0,7) - RE0, Dexp@r)de , (3.45)
R = (RS (0,9~ R (0, Dexp@a)d , (3.46)
0
0
M-0)= [(®35(0,9) ~RE(0, Dexp(ira)de , (3.47)

M) = | R0, Dexp(ihaiti—(1 - | RSy (0, Dexpliinyde)™
0 4

(- TR; ©, t)exp(i?»‘c)dt)? R3,(0, T)exp(iAt)dt , (3.48)
0 0

m1+()») =M?+(x)(l +m+()‘)) ’
ML) =(1+ T R5,(0, Wyexp(idt)dr - T R3,(0, yexp(idt)dn)™
0 0

(]z R31(0, D)exp(iAt)dt — TR%, (0, Yyexp(irt)dr) , (3.49)
0 0

M) = (1~ | RA(O, Dexpds ~ (1- | R0, Dexp@ade) ML) = 1 ,
0 0

1+ M) =(1+ TRgg (0, Dexp(iAt)dr)(l - T [Rgl (0,7) +R5,(0, t)]exp(ik‘r)dt)"‘ ,(3.50)
0 0
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0 0
1+N-(A) = (1 - [ [R%(0,7) + R%(0, ) Jexp(iin)dn)™ (1 + | R2,(0,7) exp(idr)dr)

-

(3.51)

0 0
1+G-(A) = (1 + | R&(0, yexp(idn)dey (<(1 - | R%(0, 1) exp(idr)de)™!

0 0 0
- § RL0, D exp(idn)de + (1 - | R3(0,7) exp(ian)dr) (1 + § R3,(0, ) exp(idn)dv)),

-0

(3.52)

0 . 0 "
FL(A) =1+ § R}(0, D)exp(idn)dn)™ [ [R3,(0,7) + R3(0, 7) ] exp(idn)dz(1 + R-()),

(3.53)

0 0
h-(D)=(1+ | R3(0,7)exp(idn)dn)™ | R%(0,7) exp(iln)de(l + M_(A)) (3.54)

dir.

Ispat . (3.38) ifadesini ispatlayalim.
Su@ Su® \( 41 ) _( B
S21(4) §2(2) A2 B

oldugundan,
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By =8u()4; +S12(0)A42
: (3.55)
By =8Sn(M)A1 + 8242

yazabiliriz. 4.tip integral temsili igin birinci ve ikinci problem gozéntine ahinir ve (3.55)
seklinde diizenlenirse, (3.38) ifadesini ispatlamis oluruz.

(1m0 )(2)=(4)

oldugundan dolay1 ise B; =0 ig¢in y»A)By=4, olur. 5. tip integral temsili igin
birinci problemi gézoniine alirsak,

y20, M) -y (0,) =1+ TR;(O, Texp(iAtydt— (1 - TRi, (0, Dexp(iAt)dr) ™!
0 0

Q- T R3,(0, 'c)exp(i?»‘:)d‘c)T R3,(0, D)exp(iAt)dt) 43 , (3.56)
[ [

oldugu goriiliir. 4. tip integral temsili i¢in birinci problemi gdzoniine alirsak

]
PO -y, =(1+ [ [R§(0,7) - R (0,7) Jexp(irt)dt)B, (3.57)

olur. (3.56), (3.57) ve A2 =y2(A)B; ifadesinden ( 3.39 ) ispatlanms olur.

3'(%') - ( Su@®) S$12(A) )—l : (711(7»)+712(h) Y1200 j
Sa(A)=S1u(A) S2(A)—Si2(h) Yo () +12(0) y2(0)
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dir. O halde,

N CORR
S21(A) - S1u(A) $2() ~S12(A) J\ 4, By - B,

olur. Burada,

By~ B1 =(§a(A) - Su)A41 + (S2(A) - S12(A)42
dir. 4, =0 igin,
By =B =(§2(3) - S12(A)42

olacaktir.

3. ve 4. tip integral temsillerinde birinci ve ikinci problem igin,

g
Y502 -y, ) = (1 + [ R&(0, Dexp(An)dt)B2—By)

0 0
V30,2 -y1(0,A) = ((1 - I R3(0, Yexp(iAt)dt) ! (1 + j R3,(0,1)exp(iAt)d)

0 0
~(1 - [ R0, exphdry | R0, Dyexp(iMt)dn)ds

yazabiliriz. Bu iki ifade,
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By—By = (522(}») “512(1))-42

seklinde yazilirsa, ( 3.41 ) ifadesi ispatlanmis olur.

711(4) +712(A) 712(4) By _[ 4
y21(A) + y22(A) y22(4) B> ~B, Aa
oldugundan, B1 = B2 =B igin

Gud) +y12(0)B1 =41

olur. 2. ve 6. tip integral temsillerinden,

0 0
A1 = (1- [ (R%(0, )+ R%(0,7) exp(id)de) + (1 + | R%(0,7) exp(ide)de )™

0

(- j(Rgl (0,7) +R%,(0, 7)) exp(iit)dr ) '(1+ ]3 R5:(0, ©) exp(iAt)dr )B1
? )

yazabiliriz. Boylece (3.40) ispatlanmug olur.

B2=0 olsun. 2. tip integral temsilinde ikinci problemi gdzoniine alirsak,

0 0
A1 =1+ | B30, D expiAndr)™ (30, ) - | (Rh(0,7) +R}(0,7)) explidn)dey3(0, 2)

olur. Lemma (3.6) 'dan »3(0,4) ve y3(0,4) 'y1 4; ifadesinde yerine yazip,
A1 =7u(A)B1  oldugunu gdzoniine alirsak (3.42) ifadesi ispatlanmus olur.
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(3.31) ifadesinde ise (3.32) ' yi yerine yazip A4, =y (A)B; oldugu gozoniine
aliursa, (3.43) ifadesi ispatlanmig olur.

By =0 olsun. 2. tip integral temsilinde birinci problemi gdzéniine alirsak,

0 0
A =Q+ I R},(0, Dexp(irt)dn) ™ (1 - J R%(0, Dyexp(iAt)dr) v (0,%)

Q
20,8 | R0, exp(irtydr)

olur. Lemma (3.5) ' den, y1(0,A) ve yi(0,A) 'y1 4, ifadesinde yerine yazip,

A1 =v12(A)B2  oldugunu gozoniine alirsak (3.44) ifadesi ispatlanmug olur.

3.3. Yar eksende ters sacilma problemi

Yarn eksende ters sagtima problemi verilmis S(A) matris fonksiyonuna goére
(2.1) denklemler sisteminin katsaytlarinm bulunmasidir.

Asagida vereceZimiz teorem yari eksendeki ters sagllma problemini biitiin

eksende x < 0 igin katsayilar sifir olan probleme indirger.

Teorem 3.3. Katsayian ( 2.2 ) sartim saglayan ( 2.1 ) denklemler sisteminin sagilma
matrisi S(k)=]ng(?»)|[fF] olsun. O zaman §1(A) matris fonksiyonu, S(A) matris
fonksiyonunun, tersinin elemanlarimin yardim ile (3.38), (3.39), (3.40) carpanlara ayirma

formiillerinden (Riemann probleminin ¢ozillmesi ile) elde edilen
N_(\), No«(A), R-(A), M_(A) analitik fonksiyonlan ile asafidaki sekilde
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S =] mid) 1+n.) 1+N:() 0 1+4M.() 0

1+mi()  nQ) 1+N+(x)]{1+12_(x) 0 0]
me)  na()  1+N.Q) 0 0 1

S2ua () S2() 1
0 0 1

[Sn(x) Sy -1 ]
(3.58)

ifade edilir.

Burada, m.(A) ve n.(A) fonksiyonlan

r-Q) = —[1+F- M)A +N-G)(1 +R-A)7']
B-Q) =h-)(1 +N-GNA+M-()™

abinmakla, (3.42) ve (3.44 ) formiillerinin yardimu ile,
m(A) =r-() = (1 +N-(W)(1 +R-(A) yu(A)
n() =h-) = (1 +N- )1 +M-A)) vV
Riemann probleminin ¢6ziimiinden bulunur.
Ispat . y(x,\) fonksiyonunun B,=0 oldugunda ikinci problemin ¢oziimii
oldugunu farzedelim. O zaman,
A1 =yu()B,, Az =y (AM)B)

olur.
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Al Y1 (0’ )“)
S| 42 | =| y2(0,2) (3.59)
B y3(0a )")

egitliinde lemma 3.6 ' min ( 3.32 ) ve ( 3.33 ) ifadelerini gézéniine alirsak

Si®)| ra) m(A)(1+R-(A)

0 me()( +R-(\)

(3.60)

Y110 } [(1 +mAW)(1 +R-(A) J

elde ederiz. y(x,A) fonksiyonu birinci problemin B; =0 halindeki ¢oziimil oidugu
zaman

A1 =v12(AM)B2, A =v22(M)B:

olur. Lemma 3.5"'de (3.27), (3.28 ) ifadelerini gozonine alarak, (3.59) ' dan

Y12(A) n:(W)(1 +M-(A))
Fi®)| y2@) | =| 1 +n M)A +M-A) (3.61)
0 n(A)(1 +M-(A))

olacaktir.

Birinci ve ikinci problemin ¢ozimlerinin aym oldugunu farzedelim. Yani
By =B;=B olsun. O zaman,

Ay =u®) +112(M))B1

Az = @A) +y2(A)By
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olur. Lemma (3.4) ' de (3.25) ifadesi g6zdniine alinirsa, benzer olarak (3.59 )’ dan

Y1) +712() J [ 14+ NV J
= (3.62)

S (%)[ Y21 (A) +72() 1+N.)
1 1 +N+(7v)

elde edilir. (3.60), (3.61), (3.62) ' yi matris formunda yazarsak,

yu@) viz(d) yud) +v12(2)
SAA)| yu ) v2() yad) +y2()
0 0 1

A +mO)A+R-Q)  meQ)A+M-()  1+N:R)

=[ meM)Q+R-Q) (1 +nsAW)(1 +M-(N) 1+N+(7»)}
mM)A+R- )  nQYA+M-(A) 1+N. (D)

olacaktir. Ifadeyi diizenler ve

Y1) Y2@) Yu@d)+y2() (S Sy -1
y2a(A) y2(A) ya(W)+y2) | =| Sa() S2() -1
0 0 1 0 0 1

oldugunu gézoniine alirsak teoremi ispatlamis oluruz.

(3.58) ifadesinden kolayca gorildigi gibi S§71(A) matris fonksiyonunun
determinant1
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detSi(A) = det SA)(1 +R-(A)(L +M_(W)(1 + N+ (L)) (3.63)

olur. Buradan gorilldiigi gibi $7(A) matris fonksiyonunun stfirlar, S(A) matris
fonksiyonu  (1+R-(A)), (1 +M_(A)) ve (1 +N.(X)) fonksiyonlarinin stfirlarindan
olusur. S(A) matris fonksiyonu ve bu sifirlara sagilma verileri diyecegiz.

Tim eksende S§1(A) matris fonksiyonu ve S§1(A) matris fonksiyonunun
sifirlarina gore (2.1) denklemler sisteminin katsayilarn tek tiirli tanimlandifindan

agagidaki teoremi ispatlamig oluruz.

Teorem 3.4. (2.1) denklemler sisteminin katsayillanmin (2.2) sartim sagladifmu
farzedelim. O zaman S(A) matrisine, bu matrisin ve 1+R_(A), 1 +M_(R), 1 + N:(Q)
fonksiyonlarmin sifirlarina gore denklemin katsayilar tek tiirlii tanimlanir,
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SONUCLAR

Bu ¢aligmada iig adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in yar1 eksende diiz ve ters
sagtlma problemi incelenmigtir. Yar eksendeki ters sagilma problemi, ¢6ziimiin analitik
temsillerinden yararlanilarak, katsayilarn x <0 igin sifir olan haldeki, tiim eksendeki ters
sagtlma problemine indirgenmistir.

Yan eksende verilmis S(A) sagilma matrisi ile tim eksendeki Sfl(Z») sagtlma
matrisi ve bu matrislerin sifirlart ile kutup noktalan arasinda onemli bir iligki oldugu
goriilmiigtiir. Verilmis denklemin katsayilarnimn, tim eksendeki sagilma matrisi ile tek
tirlii tammlanan  §2(A) matrisinin carpanlanmin  yardimi ile ifade edilebildigi
gosterilmigtir,
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EK. RIEMANN PROBLEMI

Simdi ise yar1 eksende, ters problemin 6grenilmesinde bize gerekli olan Riemann
problemini kisaca anlatalim.

Riemann problemi agagidaki gibi verilir. Kompleks diizlemde kapali I" konturu
(bu kontur sonsuzluktanda gegebilir), kontur iizerinde tammlanmig N. mertebeden
G(2) matris fonksiyonu verilmistir. Kontur iizerinde,

Fi)¥0) =GR) E1)

sartmi saSlayan, konturun i¢inde ve diginda analitik olan Wi(A) ve ¥,(A)
fonksiyonlarinin  bulunmas: problemi Riemann ‘problemi olarak adlandiriir. Burada
gortildigti gibi Riemann probleminin ¢oziimii tek tirli degildir. Gergekten

¥i(x), ¥2(A) aranan ¢oziim g ' de tersi olan matris fonksiyon ise, o zaman
¥.g ve g'¥, matris fonksiyonlan da aym G(A) fonksiyonu igin Riemann

probleminin ¢6ziimi olacaktir. Bu durumdan kurtulmak igin Riemann problemini
normalize etmek gerekir. Bunun igin W) veya ¥, fonksiyonlarimn analitiklik
bolgesinin herhangi bir noktasinda degerini vermek yeterlidir.

Ao igin W) >,
veya
Ao igin Yo(d) >1 ,

ise buna kanonik normalize denir.

1. Regiiler Riemann problemi

¥ ve ¥, matris  fonksiyonlar1  analitiklik  bolgelerinde,
detW, =0, det¥,#0 sartlanm sagliyorsa bu tiir Riemann problemine, regiler

Riemann problemi denir. Normalize edilmis Riemann probleminin ¢6zimii tektir.
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Gergekten ‘I’(ll), ‘I’g) ve PP, ‘sz) Riemann probleminin iki ¢6ziimii ise
kontur iizerinde,
\P(l)\P(l) ;I;(Z)\P(Z)
olacaktir. Buradan
-1 -1
10 =[ ¥P0] ¥ = PO ¥0)]
yazabiliriz. Goriildigtu gibi bu fonksiyon biitin kompleks diizleme devam ettirilmig
analitik fonksiyondur ve sonsuzda birim matrisine yaklagtiindan dolayr smirldir.
Liouville teoremine gére y(A) fonksiyonu sabit matris, yani x(A) =/ dir. Buradan
¥EM =¥ M
90 =¥
olur.

Regiiler Riemann probleminin ¢oziimii singiiler integral denklemler sistemine
indirgenir. '  konturunun diginda alnmig A noktast i¢in  Wy(Ag) =g olsun.
Riemann probleminin ¢6ziimiinii

PN =h+ j' d’@ konturun iginde

(E2)
Y,(M)=h +I d)(é) konturun diginda

seklinde arayalim.

¥,(Ao) =g oldugundan dolay1
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.k 20 3

olur. Kontur iizerinde ise Sohocxi - Plemel formiiliine gore

P =h+vr, Ig 2Oz, rive)

Po(h) = h+vr. j’ @dg TD(L) E.4)
yazabiliriz. (E.3) ile (E.4)'1 (E.1)' de yerine yazarsak
j DO g+ midQ)TOY +r- [ (‘t’) (E.5)
r&-2 r&-
T=(G+I1)(G-D"
olur.

Ozel halde T konturu (-w,®) aralifn olursa ve normalize kanonik ise
(h=g=1) (E.5) denklemler sistemi asagidaki gibi olur.

( vr. J' g(é)d§+1)+cb(7»)T(7») 0. (E.6)

Eger N=1 olursa W, ve ‘¥, skaler fonksiyonlar olur. Bu halde regiiler
Riemann problemi agik formda ¢oziime sahiptir.

(E.1) ifadesinden

¥\ - In¥7' ) = ln G E.7)
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olur. ¥, ve ¥; fonksiyonlarinin regilerlifine gore analitik olduklan bolgelerde sifirlart
yoktur, O zaman bu bolgelerde ¥; ve ¥, fonksiyonlarninin logaritmalanda analitik

fonksiyonlardir ve Cauchy integrali seklinde gosterilebilirler.

_1 thGE
m%“zmi é_xdé, Imh <0
(E-8)
a_ 1 fnGE
ln‘I’ll_z——i-— , Im\>0 .
Bu ifadeler (E.7) denklemini saglamaktadirlar. Buradan
Yi(A) = exp 2—1—; J. InG(F,) , Im)\ <0
(E9)
‘Pl(?»)=exp(—2m f—é—_) , Imh>0

olur. (E.9) formili regiler Riemann probleminin ¢6ziimini verir. Burada (E.8)
integralinin yakinsak olmasi, 6zel halde ise G(A) matris fonksiyonunun kutup noktast ve
stfirlarinin olmamas: Riemann probleminin ¢oziilebilirlidi i¢in gerekli garttir.

Matris halinde, regiiler Riemann probleminin ¢dziimiiniin olmast igin G(A)
matris fonksiyonunun siurli ve determinantimin sifirdan farkh olmasi yeterli degildir.

Kontur tzerinde olan keyfi A igin G(A) matris fonksiyonunun reel kismimn
ReG()) >0 olmast sartt gerekli sarttir (Zakharov et.al, 1980). Ileride regiiler Riemann

probleminin ¢6zilebilirlifini kabul edecegiz. Gordiigimiiz gibi normalize sartlar
dahilinde ¢oziilebilirlik tek olur.
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2. Singiiler Riemann problemi

W(A) matris fonksiyonu A =2 i¢in det'¥(Ao) =0 oluyorsao zaman Ao 'a
W(A) matris fonksiyonunun sifinn denir. Bu noktada W~!(A) fonksiyonunun tekilligi
sonlu mertebeden kutup noktast olur. A=34, noktasinda ¥'(X) fonksiyonu birinci
mertebeden kutup noktasina sahip oldugunda yani A=3io civannda W-!()

fonksiyonunun seriye agilim

P-1(0) = xfxo +C+...

seklinde ise bu noktaya basit nokta denir. O zaman W(A) fonksiyonu asagidaki gibi
seriye agilabilir.

YA)=B+D(h—Ao)+...
Burada

AB=BA=0

AD+CB=BC+DA=1

olur. Skaler halde B=0 olacak ve A =7A¢ basit sifir olacaktir. Bu hal igin Riemann
problemini &grenelim. ¥;() fonksiyonunun I konturu iginde, ¥2(A) nmn ise

konturun diginda analitik ve bu fonksiyonlanimin sifirlanimin aym sayida olduklarim

farzedelim. ¥;(}) ' mn sififanm Ay, A2, .., A, ile Wa(d) ' nin sifidanm ise
Wi, U2,...., s ile gosterelim. Bu sifirflar T konturu tizerinde degildirler.

Vi) =1, ¥io)=1

olsun. Simdide agagidaki yardimei fonksiyonlara bakalim.
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o Gl
®w =117

AN
%00 = 117222200

¥, ve ¥, fonksiyonlan analitik fonksiyonlardir. Aynt zamanda,

¥ 1(0) =Fa (@) =1

Fr1WF0) =1 () F2) = GO

seklinde reguler Riemann problemine donisiir. Bununda ¢oziimi (E.9) formiilinde

verilmigtir. Buradan gérildiigii gibi sifirlart olan Riemann probleminin tekligi bozulur. Bu

tiir problemlerde normalizeden bagka sifirlarin nasil yerlestigide venlmelidir.

Yukandaki problem yainiz agaft ve yukanda sifirflarin esit olmas: halinde

gegerlidir.
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