DIFERANSIYEL DENKLEMLER
Diferansiyel Denklemlerin Siniflandiriimasi1 Kaynagi ve Uygulamasi

Tanim: Bir veya birkac bagimsiz degiskene bagli bilinmeyen bagimli degiskenin tiirev veya
diferansiyelini iceren esitliklere diferansiyel denklem denir.

Ornekler:
d2y dy . .
1. —=+xy—==0, aranan (bilinmeyen) fonksiyony = y(x)
dx? dx
4 2
2. d—i(+5d—zx+3x =sint, bilinmeyen fonksiyon x = x(t)
dt dt
3. ol + Gl =V, bilmeyen fonksiyonv =v(s,t)
os ot
2 2 2
4. 0 g + 0 121 + 0 121 =0, bilmeyen fonksiyonu =u(x,y, z)
ox~ oy® oz

Tanim: Yalniz adi tiirev i¢eren diferansiyel denklemlere “adi diferansiyel denklemler”
denir. Ornegin, yukarida verilen 1 ve 2 numarali diferansiyel denklemler.

Tanim: Kismu tiirev igeren diferansiyel denklemlere “kismi tiirevli diferansiyel denklemler”
denir. Ornegin, yukarida verilen 3 ve 4 numaral1 diferansiyel denklemler.

Tanim: Diferansiyel denklemlerde en yiiksek tlirev mertebesine, diferansiyel denklemin
“mertebesi” (derecesi) denir. Ornegin 6rneklerde verilen 1 nolu diferansiyel denklem 2.
mertebeden; 2 nolu diferansiyel denklem 4. mertebedendir.

Tanim: Diferansiyel denklemde bagimli degisken (aranan fonksiyonun) her terimde kendisi
ve tlirevlerinin dereceleri toplami 1 (1 den farkli ) ise diferansiyel denkleme lineer (nonlineer)
diferansiyel denklem adi verilir.

Ornekler:
d2y dy . . .
——+5—=+6y =0, 2. mertebeden lineer diferansiyel denklem.
dx2 dx
4 3
d—Z + X2 d—Z 3 Y e , 4. mertebeden lineer diferansiyel denklem.
dx dx X

2 3
a%y +5(—y] +6y =0, 2. mertebeden nonlineer diferansiyel denklem.

2
a%y +5yﬂ+ 6y =tan x, 2. mertebeden nonlineer diferansiyel denklem.

dx? dx



Diferansiyel Denklemlerin Kaynag: ve Uygulamasi

Diferansiyel denklem pek ¢ok fiziksel ve miithendislik olaymin matematik modelini
olusturmada kullanilirlar. Ornegin,

1. Objelerin hareket denklemlerinin olusturmak,

Elektrik devrelerin sarj ve desarj olmasi,

Is1 iletimi problemleri,

Titresim problemleri,

Kimyasal reaksiyonlarin matematiksel incelenmesi,

Belirli geometrik 6zelliklere sahip egrilerin belirlenmesi vb.

ok wd

Cozim
Genel olarak n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem

dy d"
F(x,y,d—i’,...,dTg’):o, xel cR )

seklinde yazilabilir. (1)’de I, Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olan ¢6zliim bdlgesidir ve
F, n+2 argiimandan bagimli bir fonksiyondur. Oyle bir f(x) fonksiyonu var ve asagidaki
kosullar1 sagliyor olsun. Yani,

)} f(x), Vx el bolgesinde tanimli reel bir fonksiyon,
i) VX el igin f(x) in n. mertebeden tiirevi vardir,
df (x)

n
Y d frEX)) =0 saghyor,

iii) F(x, f(x), ot i

bu durumda y=f(x) fonksiyonu, (1) diferansiyel denkleminin a¢ik ¢6ziimiidiir. Eger ¢6ziim
g(x,y)=0 seklinde veriliyorsa bu ¢oziime kapali ¢oziim denir.

2

Ornek: f(x)=2sinx+3cosx fonksiyonu d—;/+ y=0, xeR , diferansiyel denkleminin
dx
acik ¢oziimiidiir. Yani f(x) fonksiyonu i¢in
2
f(x) =2sinx+3cos X, dfd(x) = f'(x) =2cosx—3sin x, d fgx) = f"(x) =—2sin x—3cos X
X dx

Ifadeleri diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,

d 2y . .

—5+y=0,= (—2sin x—3cos x)+(2sin+3cos x) =0

dx

verilen diferansiyel denklemi 6zdeslikle saglar. Bu nedenle kesin ¢éziim ‘de denilmektedir.

Ornek: x°+y? =25 fonksiyonu X+ y% =0, xel =(-5<x<5) , diferansiyel
X

denkleminin kapali ¢6ztimidiir.



x2 +y% =25 = y=+/25-x? seklinde acik ¢oziim haline getirilebilir ve ¢éziim kiimesinin
Reel sayilarda anlamli olabilmesi i¢in —5 < X <5olmalidir. (Not: x-5 veya x=5 olmasi
durumunda tiirev (dy/dx) tanimsiz oldugundan, bu degerler ¢6ziim kiimesine dahil
edilmemistir.)

Diger taraftan, X2 + y2 =-25 i¢in de verilen diferansiyel denklem saglanir ancak,
x2 +y% =-25 =y =+y-25-x? durumu icin karekdk ifadesi tiim x degerleri icin negatif

oldugundan anlami1 yoktur, Reel sayilar kiimesinde X2 + y2 =—25 fonksiyonu verilen
diferansiyel denklemin formal ¢oziimii olsa da gergek ¢oziim olamaz.

Ornek: (;_y = 2x diferansiyel denklemini ele alalm. fy(X) = X2, xe Rigin diferansiyel
X

denklemin ¢oziimiidiir. Diger taraftan f (x) = x2+C, VC e Rigin de verilen diferansiyel
denklemin ¢6ziimii olur. Her C sabiti i¢in diferansiyel denklem saglandigindan f(x) ¢6zlimiine
genel ¢oziim denir. Eger C degeri belirli bir say1 degeri olarak alinirsa yani, f(X)= X2 +3,
(C=3 i¢in) elde edilen bu ¢ozlime 6zel ¢oziim adi verilir.

2

Ornek: d ;’ +Yy =0 denkleminin ¢oziimii f(x)=C;sinx+C,cosxdir. Burada C; ve C,
dx

reel sabitlerdir. Bu ¢oziim, genel ¢éziim’diir. C; ve C,deger verilerek elde edilen ¢6ziim 6zel

¢oziim olur. Ornegin, C; =1 ve C, = -1 igin bir 6zel ¢oziim, f(x)=sinx—cosx dir.

n
Tanim: F(x,y, % yerey d_gl) =0 diferansiyel denklemini saglayan bir f(x) ¢ozlimii i¢in
X

dx

i n adet sabit (integral sabiti) iceren ¢ozlime genel ¢oziim,

ii. genel ¢6ziimde integral sabitlerine deger verilerek elde edilen ¢oziime dzel ¢oziim,

iii. genel ¢oziimden elde edilemeyen ancak diferansiyel denklemi saglayan ¢oziime
tekil ¢oziim denir.

2
Ornek: d—;’ —3% +2y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii f (x)=Cye* + C262X
dx X
dir.
i d4y
Ornek: f(x)=Cpe” +Cye ™" +Cysinx+Cycosx fonksiyonunun —=—y =0 diferansiyel
dx

denkleminin genel ¢6ziimii oldugunu gdsteriniz.

2
Ornek: 1‘(x)=(x+C)2 fonksiyonu (%) —4y =0 diferansiyel denkleminin genel
X

¢Ozimii olur.

Bununla beraber y = g(x) =0 ¢6zlimii verilen diferansiyel denklemin tekil ¢oziimii olur ve
genel ¢ozlimiinden elde edilemez.



Tanim: g—y = f (X, y) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii y = F(X,C) ’nin grafiklerine integral
X

egrileri denir. Ornegin, Yy = f(Xg,C), (Xg, Yp) noktasindan gegen integral egrisidir.

Baslangi¢c Deger Problemi, Sinir Deger Problemi ve Céziimiin varligi,

Baslangi¢ deger problemi, ¢6ziim bolgesinin herhangi bir noktasinda (baslangi¢ noktasinda)
verilen baslangi¢ kosullarini ve geri kalan her yerde verilen yonetici denklemi saglayacak
sekilde modellenen problemlerdir.

Stnir deger problemi, ¢oziim bolgesinin i¢inde yonetici denklemi ve ¢6ziim bolgesinin
siirinda verilen sinir kosullarinin saglayacak sekilde modellenen problemlerdir.

Problem: % = 2X diferansiyel denklemin x=1 ve y=4 saglayan ¢oziimiinii bulunuz.
X

Dolayisiyla verilen problem baslangi¢ deger problemi olup

@ _ 2X
dx
y(®) =4

seklinde yazilir. Verilen diferansyel denklemin genel ¢6ziimii: y(X) = x2 +C dir. Baslangic
kosullar1 ¢oziimde yerine yazilirsa, C=3 bulunur. Dolayisiyla baslangic deger probleminin

¢oziimii y(X) = x2 +3 olur.



