Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler

Co6zim metodu verilen diferansiyel denklemin tipine gore segilir.

Tam Diferansiyel Denklem

integrasyon Carpani

Degiskenlerine Ayrilabilen Diferansiyel Denklem
Homojen Diferansiyel Denklem

Lineer Diferansiyel Denklem

Bernoulli Denklemi

Riccati Denklemi

NouhkwnNpR

Tam Diferansiyel Denklem

ﬂ = f(x,y) veya M (X, y)dx+ N(x,y)dy=0

dx
Denkleminde 6zel olarak

OM(x,y) ON(x,y)
oy X

Ozelligi saglaniyorsa verilen diferansiyel denkleme tam diferansiyel denklem denir ve ¢dziim

U (x,y)=Cq =sh.

olarak elde edilir. Burada U(x,y) fonksiyonu igin,
du(x,y) :%—de+%]dy =M (x,y)dx+N(x,y)dy=0
X

oldugu gorilir. Bu durumda;

Y U _
a_M(X’y) ) ay —N(X,y)

olur. Dolayisiyla,
dU (x,y) =M (X, y)dx veya dU (x,Yy) = N(x, y)dy
Igin,
U(x,Y) = [M(x y)dx+p(y)

oU

olur. —=N (X, y) kosulu son bulunan ifade igin saglatiimalidir. Yani,



Uy _ o
v o

U M (X, y)dx} + d(giy) =N(x,Y)

olur. Son iki esitlikten

0 0
O NGuy) - [M0a]

o(y) =I{N(x,y)—%ij, y)dx}dwc
bulunur. Buradan
U y)=M(x, y)dx{j{N(x, -2 Mo y)dx}dme
olur. Buradan gsziim U (X, y) =Cq = sb. iin,
U0 y) = [M(x, y)dx+U{N(x, y)—%jM(x, y)dx}dy+c]:CO
veya
U(x,y)=IM(x,y)dx+[J.{N(x,y)—%IM(x,y)dx}dszcl (C1=Cy—c)

olarak elde edilir.
Ornekler

Asagida verilen diferansiyel denklemler tam diferansiyel denklem midir? Eger tam diferansiyel denklem ise
¢6zimd belirleyiniz.

) ﬂ_x2+y2

Codx x-y
dy sinx+y

2. —=——r7—
dx X+3y

3. y2dx +2xydy =0

integrasyon Carpam
Verilen bazi diferansiyel denklemler

M(xy) , N(xy)
oy OX

M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 igin



gerceklesir. Bununla beraber bir 1(x,y) fonksiyonu igin diferansiyel denklemin bu fonksiyon ile garpimi
sonucunda yani,

(20 YIM (%, y))dx+(2(x, Y)N(x, ) )dy =0 icin O, Sgy'\/l (x,Y)) _ a(aulx, 3(;))(N(X, Y))

saglanabilir. integrasyon garpani adi verilen béyle bir 1(x, y) fonksiyonu bulunabilirse, verilen diferansiyel

denklem tam diferansiyel denklem haline getirilmis olunur ve bu durumda ¢6zim
U (x,y)=Cq =sh.

olacak sekilde, bir 6nceki kisimda verildigi gibi belirlenir.

Ornek

(3y+4xy2)dx+(2x+3x2y)dy =0

Diferansiyel denklemi igin ,u(X, y) = x2y fonksiyonunun bir integrasyon ¢arpani oldugunu gosteriniz.

M (X, y):3y+4xy2, M=3+8xy
oy

N (X, y):2x+3x2y, W:2+6xy
X

oM (X, Y) _ N (x,y)

Dolayisiyla, Y ox dir.
1£(X, YIM (x,y) = x2y(3y+4xy2), O(ulx, QyM x.) = 6x%y +12x°y?
1(X, YIN(X,y) = x2y(2x+3x2y), O(u(x )(;)XN(x,y)) = 6x%y +12x3y?

A, )M (x,y)) o(u(xYIN(x,y))

= bulunur ve tam diferansiyel denklem olur.

oy OX

Verilen diferansiyel denklemler igin integrasyon carpani:

OM (x,y) ON(x,y)

d
oy K o) = |E=a(x)x

N(x,y) U

1)




oM (x,y) ON(x,y)

G X _ 94 _ gy
2) M (xY) ply) = B B(y)dy
M (x,y) ON(xy) .
oy oX Ju_
3) _1(0) = | L= 1(0)d0
N (%, y)aeg(, D mx, y)agg;’ 2 £

formdlleri yardimiyla belirlenir.

Ornekler
Asagida verilen diferansiyel denklemler igin bir integrasyon g¢arpani bulunuz.

1. By—-2x)dx+xdy =0

M(xy) _

M (x,y) =3y —2X, 3
N(X, y) =X, le

OX

oM (x,y) , ON(x,y)
" .
Dolayislyla, 8y ox dir.
M (x,y) ON(x,Yy)
oy OX =3_1:g:a(x)
N(X,Y) X X

OI—ﬂ:oc(x)dx:gdx , = u(Xx, y):x2
u X

2. y2dx +xydy =0

M(xy) _
oy
ON(X,y)

ox

OM(x.y) , N(x.Y)
oy OX

M (x,y) = y?, 2y

N(x,y)=xy,

Dolayislyla, dir.



OM(x,y) _ ON(x,y)

oy oX :_Zy—y:—_1:
M(X.y) /2 y B(y)

d -1 1
= By)dy="dy , = p(xy)==
H y y

3. (2y- xyz)dx +(2x+ x2y)dy =0

oM (X, Y)

M (x, y) =2y —xy?, =2-2xy

ON(X,Y)

N(x,y)=2x+x2y, =2+2xy

oM (x, ON(X,
Dolayisiyla, (g;( y) # ((91(( y) dir. 6(x,y)=xy alahm.
M (X, y) ON(x,Y)
oy ox (2-2xy)—(2+2xy) -2

-2
N Gy) “0 ) ) CO0) R R CE A A

=y(0)

9K _ L 0)d0="2d0 = u(0) = veya u(x,y) = ——s
0 02 2,2

X"y

bulunur.

Degiskenlerine Ayrilabilen Diferansiyel Denklem

dy
dx

=¢(X,y) veya M (X, y)dx+ N(x,y)dy =0

seklinde verilen bir diferansiyel denklem igin

M(x,y) =F(X)G(y) ve N(x,y)= f(x)g(y) seklinde yazilabiliyor ise bu durumda
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 igin

FOOG(y)dx+ f(x)g(y)dy =0

olur. Burdan,

F(x
(x) dx + 90y) dy =0 ve her terimin integrali alinirsa ¢6ziim,

fF) Gy



jF() X+IQ(Y)

dv=C
foo "oy =°

bulunur.

Ornek 1.
Asagida verilen diferansiyel denklemi ¢éziiniiz.

(x3 + x2)ydx + (y3 + 2y)x2dy =0

Tum terimleri yX2 ile bolersek,

X2y, (P 2y
2 2
yX yX

dy =0 igin ¢6zum,

2 3
[x+Ddx+ [ (y2 +2)dy =Cq :(X?+x)+(y?+2y)=co

bulunur.

Ornek 2.
Asagida verilen baslangic deger problemine ait ¢6zimi bulunuz.

xsin ydx + (x? +1) cos ydy = 0

s
y@@) = 5

: 2
Tim terimleri SIN Y(X +1) ile bolersek,

X cosy
5 dx + dy=0 icin ¢ozlim,

X +1 siny

%In(x2 +1)+Infsiny|=Cy = (x*+1)sin’y=C; (C;= e2C0 = sh.)

Vid
bulunur. y(1) = 2 baslangig kosulu kullanilarak C; =2 bulunur. Dolayisiyla baslangi¢c deger probleminin
¢6zuimd,

(x2 +1)sin2 y = 2dir.

Homojen Diferansiyel Denklem

dy

Verilen Foie f (x, y) diferansiyel denklemi d
X

Y _fixy)=g (l] seklinde diizenlenebiliyor ise
dx X

homojen diferansiyel denklem adi verilir. Diger bir degisle,

M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 igin,



M (Ax,1y) = A"M (X, y)
N(Ax,1y) = A"N(X, y)

Seklinde oluyor ise, M ve N fonksiyonari n. dereceden homojendir denir.
N 2 2 . -
Ornegin, F(X, y) =X"+Y" fonksiyonu igin,
F(AX,Ay) = (ﬂbx)2 +(/1y)2 =12 (x2 + y2) = 2°F(x, Y)

olur yani, F(x,y) fonksiyonu 2. dereceden homojen denklemdir.

(y+ X2 +y? )dx — xdy =0 diferansiyel denklemi igin

dy _yney? y 1+(zj2:g(zj
dx X X X X

seklinde yazilabilmektedir. Yani homojen diferansiyel denklemdir. Homojen diferansiyel denklemler

Y_y veya y=vx degisken donugiimi ile ¢6zillr. Burada v =v(x) dir. Bu degisken dénlsimii ile
X

verilen homojen diferansiyel denklem, degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denkleme dénisiir ve bir
onceki kisimda anlatildigi gibi ¢6zilir.

Ornek

Verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimini bulunuz.

{(2x—5y)dx+(4x— y)dy=0
yd)=4

dy  (2x-5y) _ (2_5%)

Ao (4x-y) (4-%)

dy dv
dx dx
dx dx (4_V)
Xd—V:—w_V: _2+5V—4V—|—V2
dx  (4-v) 14—y



Ldv:ldx 4—v _ 4—vy _ A N B . A=_2B=1
2+v+v? (v+2)(v-1) v+2 v-l

j[‘_z+i}dv:j1dx = -2In(v+2)+In(v-1) = Inx+InC,
v+2 v-1 X

v—12| _ y—x2=C0X
(v+2) ‘v:l (y+2x)
X

y(@) =4 icin C :% bulunur.

Lineer Diferansiyel Denklem

% + P(x)y = Q(x) biciminde gosterilebilen diferansiyel denklemlere lineer diferansiyel denklem denir.
X

Ornegin,
xﬂ+(x+1)y =x3
dx

denklemi diizenlenerek,

dy (x+1) _X_S.. X+1 2
dX+ » y—X |g|nP(x)_T,Q(x)_x

olur. Bu tir diferansiyel denklemler,
[P(X)y—Q(x)]dx+dy=0
seklinde dizenlenebilir, burada M (X,y)=P(X)y—Q(x) ve N(x,y)=1 olur. x=u(x) integral

carpani yardimiyla verilen diferansiyel denklemin ¢6ziimi, tam diferansiyel denkleme donisturulerek
bulunur. Yani,

0 d
o [#09(PEOY=Q00) ] =55

1(X)P(X) = C;—f = dTﬂ = P(x)dx

dy

H= eIP(X)dX elde edilir. Bu integral carpani yardimiyla verilen d—+ P(x)y =Q(x) lineer diferansiyel
X

denklemi, tam diferansiyel denkleme doénisur ve genel ¢6zlim,

y= o~ JP(x)dx [e—j POy 4y 4 Co}

8



seklinde bulunur.

Ornek

Verilen diferansiyel denklemi ¢6ziliniiz.

ﬂ+ 2x+1y:e_2X ; P(X) = 2x+1 ’ Q(X):e—ZX icin
dx X X

[P(dx _ ef%dx 2x+INX _ y02x

u=e =e Xe

integrasyon garpani ile garpilirsa,

XeZXd_y+(2x +1)e®*y = x veya (xezx) dy+[(2x+1)e2xy—x} dx=0
dx N ‘

N(xy) M (x.y)
icin %=Z—T saglanir ¢6zliim U(X, Y) :Co olarak elde edilir (bakiniz tam diferansiyel denklemin
¢6zumi) yani,
2

U(x,y)= xezxy—% =Cy dir.

Bernoulli Denklemi
d
Py =Q(0y"
X

bigiminde verilen diferansiyel denklemlere Bernoulli diferansiyel denklemi denir. Bu denklem nonlineer

diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel denklemin C6zimi yl_” :V(X) degisken donisiimii ile lineer
diferansiyel denkleme dondistirilerek, bulunan bu lineer diferansiyel denklemin ¢6ziminde ters
degisken donlisimii yerine yazilarak bulunur.

%+ P(x)y =Q(x)y" icin denklem y ™" ile carpilarak
X
_nd _
y " L POOY" =Q(0)
X
N .. e dv _ndy ..
elde edilir. Y —V(X) degisken donisimive — = (1-n)y " — igin,
dx dx
1 dv

HKJF P(x)v =Q(x) veya 2—)‘:+(1— n)P(x)v =(1-n)Q(x) igin,
P1(x) Q1(x)

d
d—;+ PLO)v = Q 1(X)



lineer diferansiyel denklem bulunur. Bu denklem integral carpani yardimiyla tam diferansiyel denkleme
donustirilerek ¢ozllir ve ¢cozlimde ters degisken donlisiimi yardimiyla, ilk verilen diferansiyel
denklemin ¢6ziimu elde edilir.

Ornek

dy

r +y= Xy3 diferansiyel denklemini ¢ozliniz.
X

n=3 igin yl_” =v(X) degisken doniisimii y_2 =v(X) ve 3—‘/ =-2 y_3 jy olur.
X

W oy = 2x, u(x) =€ igin
dx

1
v(X)|,_y-2 = Xx+3+Coe™ = 7 =x+3+Cpe™

bulunur.

Riccati Denklemi

Y Ax)y2 +B(X)y+C(X)
dx

diferansiyel denklemine Riccati diferansiyel denklemi denir. Bu denklem;

i) A(x) = 0 igin lineer diferansiyel denkleme,
ii) C(x) =0 igin Bernoulli diferansiyel denkleme dondisdr.

Riccati diferansiyel denkleminin ¢6ziim, eger bir 6zel ¢c6zim f(x) biliniyor ise,

y=f(x)+ 1 donlisimi yardimiyla lineer diferansiyel denkleme donustirilerek ¢ozilebilir.

v(X)

UYGULAMLAR

Asagida verilen diferansiyel denklemleri ¢6zliniiz.

1. dy+e*Ydx=0 5. (tany 3x )dx+x(sec2y)dy=0
2. d_x 2(x+Y) 6. (y2 +1)dx+(xyexy+exy)dy:0
( jdx xddy =0 7. (x5+3y)dx xdy =0
(y InZ - ) (nyln +xy)dy 0 8. (xy+1)ydx+(2y—x)dy=0
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9.

xd——y—
dx

(x—1)e*

11

y_yz Inx-y
" dx X



