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Dengeleme Hesabi

® Bildigimiz bir geometriyi (fiziki gercekligi) ifade eden biyiikliiklere iliskin fazla sayidaki dlciilerin o
geometriyi en iyi aciklayacak bicimde duizeltiimesi, dolayisiyla, o geometrinin elimizdeki olculerle

en uygun bicimde tanimlanabilmesi «dengeleme hesabinin» konusudur.

® Parametre kestirim yontemlerinden En Kiiciik Kareler (EKK) yéntemi kullanildigindan, séz konusu

dengeleme islemi, EKK dengelemesi olarak da adlandirilr.

Dengeleme hesabi, nokta koordinatlarinin ve yiksekliklerinin en uygun bicimde belirlenmesi ve bu
blayuklUklerden baska kestirimlerin ve analizlerin yapilmasi icin Harita Muhendisliginde ve
Jeodezide vazgecilmez bir hesap islem dizisidir (S6z konusu koordinatlarin elde edilmesi ve analizi
DENGELEME HESABI dersinin ana konusudur).



Dengeleme Hesabi /Modeller

® Farkli amaclarla kullanilan farkli «6lcii dengelemelerinden» s6z etmek miimkiind(ir:
v Dolaysiz olciiler dengelemesi (Gauss-Markoff modeli)
v Dolayh olgiiler dengelemesi (Gauss-Markoff modeli)

v" Bilinmeyenleri arasinda kosul denklemleri bulunan dolayl dlciiler dengelemesi (Gauss-

Markoff modeli+Lagrange Fonksiyonu)
v Kosullu ol¢iiler dengelemesi (Gauss-Helmert Modeli)

v" Bilinmeyenli kosullu ol¢iiler dengelemesi (Gauss-Helmert Modeli)



Dengeleme Hesabi/Temel Asamalar

1 .Dengeleme hesabinda en énemli asama «TEMEL ESITLIKLER» adi verilen esitliklerin kurulmasidir.
«Ol¢ii+Diizeltmesi=Bilinmeyenlerin Fonksiyonu» yapisindaki temel esitlikler, dlciilerin bilinen

geometriye nasil uymasi gerektigini ifade eder.
2.Teme| esitliklerden «DUZELTME DENKLEMLERI» adi verilen denklem sistemine ulasilir.

3. Dizeltme denklemlerinden «[pvv]=vIPv» fonksiyonunu minimum yapan bilinmeyenlere ait

NORMAL DENKLEMLER olusturulur.

4.Norma| denklemler ¢ozular.



Dengeleme Hesabi/Giris/Temel Esitlikler

Olciiler
(Lyi=1,2,..1)

L +v. = f.(Xy,2,...)

=
L +v. \ /‘ f.(x,y,z,...)

Dengeleme




Dengeleme Hesabi/Giris/Temel Esitlikler

Sekildeki iiggende gdsterilen aci dlculeri hatali buyudkltklerdir. 0
Bu nedenle kapanma, «w=200-(a; + a, + a3) = 0» c¢ikmaz.
Bu sonug, elimizdeki olculerin baska bir geometriyi (bu
drnekte bir cokgeni) anlattigini gdsterir ve «liggen» geometrik
on bilgisi ile celisir. Bu acilar bir Gc¢gen o6zelligini saglayacak
sekilde duzeltilmelidir. Bunun icin asagidaki temel esitlikler
dusunulur:
O

o, TV, =X

a,+V,=Yy

=200 (ery) e S e
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Dengeleme Hesabi/Giris/Serbestlik Derecesi

oL, +V,=X
o, +V,=y

o, +V,=200 — (X+Y)

® Bilinmeyen sayisi u ile gosterilir. (Bu érnekte u=2'dir).

® Olcii sayisi n ile gosterilir (Bu 6rnekte n=3'tiir).

® Dengeleme yapabilmek icin fazla 6lcii sayisi (serbestlik derecesi);
f=n-u>0

olmahdir.

Bilinmeyenlerin secimi ve temel esitliklerin olusturulmast «dolaylt élcliler dengelemesinde» ayrintisiyla

ele alinmaktadir.



Dengeleme Hesabi/Giris/Dizeltme Denklemleri

® Temel esitliklerde gecen bilinmeyenler iki parcaya ayrilir:

X=X, + SE y=Yy, + oYy

l

Yaklasik Deger Kucgultilmus Bilinmeyen

Dlizeltme Denklemleri
o, +V, =X vV,= OX +(X, —a,)
OL2+V2:y V,= +5y +(yo o O‘2)
o, +V,=200 — (X+Y) V,=——0X—0Yy +(200— X, — Y, — ;)




Dengeleme Hesabi/Giris/Dizeltme Denklemleri

W= 8 (X — ) T 0y [ @
V= +oy +(yo — OCz) v, 5| 0 1 |:5y:| — (o, —Yo)
,——0X—0y +(200— X, — Yy, — ;) v, |1 -1 (0, — (200X, — Yy)) |

\ J { )\ J \ |

Diizeltme vektorti |V

Katsayilar Matrisi |A

Kicultiulmis Bilinmeyenler Vektord | X

Kiictiltiilmiis Olctiler Vektéri ||

Diizeltme Denklemleri V — AX — I




Dengeleme Hesabi/Giris/Dengelemenin Matematiksel Modeli

Dtizeltme Denklemleri: Fonksiyonel Model Olgiilerin Agurlik Matrisi: Stokastik Model

vV=Ax-I P=c,C,™

|

Dengelemenin Matematiksel Modeli
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Dengeleme Hesabi/Giris/Normal Denklemler

Normal Denklemler

T
NPV

ox'

EKK Temel ilkesi

v' Pv — min.

(Minimum yapan x'in bulunmast problem)

Normal Denklemler Katsaylar Matrisi (uxu) N — AT P A

Yalin Terim Vektord (ux1) | = AT PI
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Dengeleme Hesabi/Giris/Normal Denklemlerin Cozimd

N X — n — O N her zaman simetrik ve kare matristir; det(N)=0

Normal Denklemlerin Coziimii -

N -1 Q N'nin tersi, bilinmeyenlerin
T XX | kofaktor matrisine esittir.

Kiicuiltiilmiis Bilinmeyenler Vektorii
- XX
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(Ispatt icin bkz.—)




Dengeleme Hesabl/Giris/Qxx (Ispat)

x=N"n=N"ATPI

Kofaktor yayima kurali

Q.. = (N"AP)Q, (PAN™)

P=Q,'>Q, =P~

Q. =N'ATPAN*=NNN*=N*,



Dengeleme Hesabi/Dolaysiz Olctiler Dengelemesi

Normal denklemleri -acik bicimde- olusturmaksizin bilinmeyenlerin dogrudan elde edildigi dengeleme

islemine dolaysiz dlcliler dengelemesi adi verilir.
Dolaysiz dlculer dengelemesi belli problemler i¢in uygulanabilir.

Ornegin, bir buydkligin FARKLI KOSULLARDA &lcilmesi sonucunda elde edilen &lclilerden o

badyukligin en uygun degerinin bulunmasi dolaysiz dl¢iiler dengelemesi ile gerceklestirilebilir.
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Dengeleme Hesabi/Dolaysiz Olctiler Dengelemesi

- Olciiler ~ St. Sapmalart Agirliklart
2 2
X L O P =0c;/0;
© o — ) )
y o L, O P, =0,/0;
(Bilinmeyen Bliytikliik) .
2 2
Ln Gn Pn — GO /Gn
Temel Esitlikler Diizeltme Denklemleri
L +v, =X v, =0x— (L, —X,)
L, +V, =X v, =0X— (L, —X,)
. X=X, + &X ’ A

L +Vv, =X

Genellikle, en kiiclik 6l¢ti

(va da bunun 1 hane yuvarlatiim:s degeri)

yaklastk deger olarak
alinur!

v, =0X— (L, —X,)
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Dengeleme Hesabi/Dolaysiz Olctiler Dengelemesi

v, =0X— (L, —X) v, M L] L —x

vV, =0X—(L, —X%,) uolVal A |t L | [ L=%

v, =8x—(L, —X,) Vel L] L%
vV =AdXx—I

Dengelemenin Matematiksel Modeli

P=dag(P,P,,....,P,)
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Dengeleme Hesabi/Dolaysiz Olctiler Dengelemesi

N=A"PA AT=[1 1 - 1] AP=[F P, -~ P] ATPA-= (anpj [P] /

n=A"PI A'P=[P P, --- P] ATPI:(Zn:PiIij:[PI]/
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Dengeleme Hesabi/Dolaysiz Olctiler Dengelemesi

Normal Denklem

1 | Bilinmeyenin Agirlik Katsayist
N&x—n =0 —>[P]éx—[PI]=0 Q. =N'=_—>
[P]
[Pl]| Kigultilmds Bilinmeyen
OX=——=
[P]
© Bu en uygun degere, GENEL ARITMETIK ORTALAMA [P|] Bilinmeyen (=En uygun deger)
adi da verilir; ¢linkd, 6lct agirliklari esitse (P'ler 1 ise) X:XO -+ SX:XO + —
s6z konusu esitlik aritmetik ortalamaya doner.

Bir blyuklige iliskin agirliklari farkl olan dlgtlerden en
uygun deger, GENEL ARITMETIK ORTALAMA bigiminde

hesaplanir. 18



Dengeleme Hesabli/Dolaysiz Olgiiler Dengelemesi-Hata Hesabt

ox hesaplandiktan sonra duzeltmeler hesaplanir:

v. =0x—1I. (I=1,2,...,n)

Diizeltmelerin Agurliklt Karelert Toplami

V' Pv=[Pw]=PV +...+ PV’

Birim Agrlikli Olgiiniin Standart Sapmast
[Pvv]

%0 = /n-1)
N

Hesap Kontrolii

[Pv];O

[Pwv] ;[PII] —[PIl]ox

Ispat:

V=AX-1—>

(ATP)v = (ATP)ASX — (AP
[Pv]=0

V=A3X—-l—>Vv =ATéx-I"
V' Pv = (AP —I"P)(ASx—1)
[Pw]=I"Pl-1"PASX

— [PI]—[PI]8%

f=n —u=n —1 Serbestlik Derecesi
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Dengeleme Hesabli/Dolaysiz Olgiiler Dengelemesi-Hata Hesabt

°))

Bilinmeyenin (Genel Aritmetik Ortalamann) Standart Sapmasi -

Olctilerin agirliklar esitse, [P]=n olur. Bu durumda, s,
SO

S =§ Q _ bir 6lclinlin standart sapmasina, s, ise aritmetik
x_ -0

XX /[ P] ortalamanin standart sapmasina doner. Karsilastirma

icin «sonlu 6l¢l dizileri yardimiyla standart sapma

hesabi» bolimune bakiniz.
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Ornek-1: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

Ornelk-T: Sekildeki tggenin AB kenari icin ti¢ 6l¢h degeri (L) ve standart

sapmalari (o,) ile « agis1 ve standart sapmasi (o) asagida verilmektedir.

[T Lo Totem
2.0

i
I
i
I
|
i
L
I
}
!
i

1 176.842
2 866 2:3
3 874 1.0 |

a =56.7248 gon, o, = 1.8 mgon

y viksekligini ve standart sapmasini bulunuz.
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Ornek-1: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

Coziim:

Genellikle, en kiiclik 6l¢ii
(va da bunun 1 hane
yuvarlatimus degeri)
yaklastk deger olarak

alinur!
0 : '
}=-0.01cm [Pvv] = 8.20 [ [Pvv] = [Pl1] - [P1] 8x = 50.61 — (15.46) (2.74) = 8.25 csz
[PV = — U
Hesap Kontrolii-2

Hesap Kontrolii-1
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Ornek-1: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

X=X, + oXx=176,867 m Bilinmeyen (=En uygun deder),; genel aritmetik ortalama
[Pwv] o
Sy = 1 =2,02 cm Birim agurlikli él¢lintin standart sapmast
n —

So =0,85 cm Bilinmeyenin standart sapmast

Sx:SO Qxx :\/ﬁ

Varyans yayiuma kurali:

Qta

S
p°

L =0.54cm”, s,=0.73cm J

y= =xsina=137553m, s§ > = (sina)’s’ +(x cosa)’ =%
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Ornek-2: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

Ornek-2: A noktasinin yiiksekligini belirlemek i¢in h; ve h,

: ; yukseklik farklan
geometrik nivelman ve hy yiikseklik farki tri

gonometrik nivelman yontemiyle Olgiimiigtiiy
Olgiiler ve nivelman yol uzunluklari (S,) asagida verilmektedir: '
[ i T b [ sam
[ 1 5.17 4.7
2 10.68 53
3 16.45 2.8

I km’lik geometrik nivelman lik trigonometrik

nivelman uzaklig i¢in 2°cm dir. 1, 2 ve 3 noktalarinin yukseklikleri; H, = 114.85 m. H,=109.28
m , H; = 136.58 m hatasiz verilmektedir.

A noktasinin dengeli H, ylksekligini ve standart sapmasini bulunuz.

yolu i¢in standart sapma 1 cm ve | km
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Ornek-2: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

Coziim:

H, =114,85

GEOMETRIK NiV.

TRIGONOMETRIK NiV.

H, =109,28

H,, =H,+h =120,02 m
H,, =H,+h,=119,96 m
H,,=H,—h,=120,13 m

Yiikseklikler hatasiz oldugu i¢in

ch =07 =(05/5,)S,=(1/1)=x4,7=4,7 cm?
ch, =0, =(05/S,)S, =(1/1)x5,3=5,3 cm”
Chs =03 =(0g/5,°)S," =(4/1)x2,8° =31,36 cm?




Ornek-2: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

Cozim: o, =47cm* L=H, =X v; =ox—1,

X,=H,, =119,96 m Pl] 855

{ (pv] = —0.01 ch [Pvv] =43.82 L[PW] = [PH] - [P1] 8x = 79.35 - (8.55) (4.19) = 43.52 em?

Hesap Kontrolii-1 Hesap Kontrolii-2
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Ornek-2: Dolaysiz Olctiler Dengelemesi (Demirel 2009)

_ — Pvv
—x =%+ 0x=120.002m ,5 =§ -_-\/ =__\/ 43.82  _
- IR (R (A TER TP s
f v
A noktasinin en uygun ytiksekligi Standart sapmasi

(dengeli yiiksekligi)
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