Bolum 2

Moduler Aritmetik

Bu boliimde tamsayilar kiimesi iizerinde tanimlhi 6nemli bir denklik bagintis: ele alinacak ve
bu bagint1 sonucunda ortaya ¢ikan denklik siniflarinin kiimesi incelenecektir.

2.1 Tamsay1 Kongriianslari

Tanim 2.1.1 n € Z* olsun. Z tizerinde

113

r =y (mod n) gerek ve yeter sart n |z —y olmasidir”

seklinde tansmlanan bagintiya = (mod n) bagintist denir.

Teorem 2.1.2 = (mod n) bagintisy Z tzerinde bir denklik bagintisidr.

Teorem 2.1.3 a =b (mod n) ve x € Z ise
(i) a+z=b+ 2z (mod n)
(ii) az = bz (mod n)
dir.
Teorem 2.1.4 a=b (mod n) ve c =d (mod n) ise
(i) a+c=b+d (mod n)
(ii) a-c=b-d (mod n)
dir.

Tanim 2.1.5 7Z uzerinde tanimly bir denklik bagintiss =~ olsun. a, b, ¢, d € Z i¢in
ax~buvecrdiken (a+c) =~ (b+d) ve (a-c)= (b-d) ise = bagintisina Z tzerinde bir
kongriians bagintisi ads verilir.
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Teorem 2.1.6 = (mod n) bagintist Z tizerinde bir kongrians bagintisidar.

Uyar: 2.1.7 "Eger ax = ay (mod n) ise o zaman x =y (mod n)” énermesi dogru degildir.
Ornegin 3-4=3-0 (mod 6) olmasina ragmen 4 # 0 (mod 6) dir. ¢

Teorem 2.1.8 (Sadelesme Kurali) axr = ay (mod n) ve ebob(a,n) = 1 ise o zaman
x =y (mod n) dir.

Simdi ax = b (mod n) kongrilansinin Z igerisinde ¢ozlimlerinin hangi sartlar altinda var
oldugunu belirleyelim.

Teorem 2.1.9 Eger ebob(a,n) = d ise ax = b (mod n) kongriansimn Z icerisinde bir
x ¢oziminin olmasi i¢in gerek ve yeter sart d | b olmasidir. Ayrica bu kongriansin bir
¢ozimi varsa Z i¢inde birbirine denk olmayan d tane ¢ézim vardar.

Ornek 2.1.10 20z = 14 (mod 63) kongrilansim goz 6niine alalim. ebob(20,63) = 1
oldugundan verilen kongriiansin Z igerisinde bir ¢oziimii vardir. Euclid algoritmas: yardimiyla
1 =20-(—22)+ 63 -7 elde edilir. Bu durumda 14 = (20)(—308) (mod 63) oldugundan
aranilan ¢oziim x = —308 = 7 (mod 63) dir. A

2.2 Kongrians Simiflar:

Bukisimda = (mod n) denklik bagintisi sonucunda ortaya ¢ikan denklik siniflarinim olugturdugu
kiime incelenecektir. Bu kiime tizerinde toplama ve carpma islemleri tanimlanip 6zellikleri
aragtirilacaktir.

Herhangi bir € Z nin = (mod n) bagntisina gore denklik sinifi

T = {y€Z: y=xz (modn)}
= {yeZ: y—xz=nk, keZ}
= {yeZ: y=x+nk, keZ}
= {x+nk: keZ}

dir. Bu sebeple = (mod n) bagintisina gore biitiin denklik siniflar
0 = {nk: keZ}
1 = {nk+1: kelZ}
n—1 = {nk+(n—-1): keZ}
dir.
Tanim 2.2.1 = (mod n) bagintisina gore denklik siniflarina kongriians siiflar1 ade

verilir ve bu simflarin kiimesi Zy, ile gosterilir. Bu durumda Z,, = {0,1,--- ,n — 1} dir.
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Simdi Z,, kiimesi iizerinde toplama ve ¢arpma iglemlerini tanimlayalim ve 6zelliklerini vere-
lim.

Teorem 2.2.2 n € Z* olsun. @, b € Z,, i¢in

a+b=a+b
ile tamimly + asagrdaki ozelliklere sahiptir.
(1) + islemi Z,, tizerinde birlesme ozelligine sahiptir.
(ii) + islemi Z,, tzerinde degisme dzelligine sahiptir.
(iii) Z,, kimesinde + islemine gore birim eleman vardur.

(iv) Z,, kiimesinde her elemanin + islemine gore tersi vardar.

Teorem 2.2.3 n € Z* olsun. @, b € Z,, i¢in
a-b=ab
ile tamamly - asaqudaki 6zelliklere sahiptir.
(1) - islemi Z,, tzerinde birlesme ézelligine sahiptir.
(2) - islemi Z,, tzerinde degisme ézelligine sahiptir.
(3) Z,, kiimesinde - iglemine gore birim eleman vardur.
(4) Zy, kimesinde - isleminin + islemi tzerine dagilma ézelligi vardur.

Ornek 2.2.4 Z4 = {0,1,2,3} kiimesinin + ve - iglemlerine gore tablolari

+]/0 1T 23 -0 1T 2 3
0(0 1T 2 3 0/0 000
1/1 230 110 1 2 3
212 301 210 2 0 2
31301 2 3|10 3 21

Tablo 2.1: Zj4 iin + ve - Islem Tablolar:

seklindedir. Tablo 2.1 den goriilecegi gibi Z4 te 0 ve 2 nin garpimsal tersi yoktur. A
Z,, de carpimsal tersi mevcut olan ve olmayan elemanlar asagidaki teoremle belirlenebilir.

Teorem 2.2.5 0 # @ € Zy, nin carpimsal tersinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart
ebob(a,n) =1 olmasidar.
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Ornek 2.2.6 Teorem 2.2.5 geregince Z5 icerisinde carpimsal tersi meveut olan elemanlar

dir. A

Ornek 2.2.7 ebob(13,191) = 1 oldugundan Teorem 2.2.5 geregince Zy9; igerisinde 13 nin
carpimsal tersi vardir. Tersini bulmak igin 13z = 1 (mod 191) kongriiansin bir ¢éziimiinii
bulalim. Euclid Algoritmas: yardimiyla 13(—44) = 1 (mod 191) oldugu goriilebilir. Dolayisiyla

1 [ —_—

r=13 = —44 =147

dir. A
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