Boliim 14
KOMUTATORLER

Bu boliimde gruplarda tanimlanan degismeli bir ¢arpimin olusturdugu alt gruplar1 verecegiz.
Komiitator olarak adlandirilan bu ¢arpim terimler gruplarin iireteclerini belirlemekte 6nemli
rol oynarlar.

14.1 Komiitatorler

Tamm (Komiitator): G grubunda, x,y e G ise, X yx_1 y_1 carpimina X ve y
elemanlarinin komiitatorii denir ve [ X, y| seklinde gésterilir. Tiim komiitatorler tarafindan

tiretilen G grubunun alt grubuna G grubunun komiitator alt grubu denir ve bu grup G’ ile
gosterilir.

Onerme 14.1.1 Komiitatoriin tersi de bir komiitatordir.
ispat: [x,y]=xyx 'y ™=z denirse,

27t =(xyxty ™) T=yxy Tt x Tt =[y,x] olur.

Onerme 14.1.2 G grubunun G’ komiitatdr alt grubu, G nin normal alt grubudur.

Ispat: geG ve heG’ oldugunda, gh g_1 € G’ oldugunu gostermeliyiz. Burada

X4 —gxg ! ve 4 =gyg™! dersek, buradan xl_1 —gx gl ve y1—1 =gy g7l elde
edilir.

Eger h=xyx ty! seklinde bir komiitatdrse,

gheg =(gxg™(gyeg H)Eex "¢ NHgy'eg™
=(gxg N(gyg Hegxg ) (gyg™™
=x, y1 X1 yi' =[x1,y,]€G’

elde edilir. Boylece G’ komiitator alt grubu, G nin normal alt grubudur.

O halde normal alt grup tanimindan G’ <G dir.

Onerme 14.1.3 G grubunun Abelyen olmasi igin gerek ve yeter kosul G'= { e } olmasidir.



Ispat: G grubunun degismeli oldugunu kabul edelim ve X,y G olarak alalim.
xy=yx seklinde degismeli oldugundan,

[x,y]=xyxty?=yx xtyt=yey'=e

olur. Bu halde, G'<G, e elemani tarafindan iiretilen bir alt gruptur ve G’ :{e} olur.
Tersine, G' = {e } olsun. Bu durumda herhangi bir komiitator i¢in

[x,y]=xyx*y*=e
olur. Boylece,
(XyxTyh)y=y v (Xyx')X=yx veya Xxy=yx

yazilir. Bu da, G grubunun degismeli oldugunu gosterir.

Onerme 14.1.4 (G, #) birgrup ve N < G olsun. G/N bdliim grubunun degismeli olmasi
icin g.v.yk. G'< N olmasidir.

Ispat: (G,#) grubunun degismeli olmasi i¢in g.v.y.k. Va,beGicin [a,b]ze olmasidir.

G/ N boliim grubunun degismeli olmasi i¢in g.v.y.k. a*N,b*NeG/N i¢in

N=[a*N,bxN]=(@*N)®((b=*N)®@=N)"®[b=*N)™
:(a*b*afl*bfl)*N
=[a,b]*N

olmasidir.
N=[a,b]*N=[a,b]eN
dir ve N degismeli ise [a,b ]:e olmalidir. Boylece G/N degismelidir.
[a,b] ve N iki komiitatdr oldugundan carpimlar: [G, G| komiitatér grubunda bulunur.

Boylece, G'<x G/N=G'c N dir.

14.2 Komiitator Ornekleri

Ornek 1 D, = {X , y‘ x*=y®=e v xy= yx3} dihedral grubunun komiitator alt grubunu
bulunuz.



Cozim: D, = { e, X, X2, x3, Y, Y X, yx2 Y x3 } in elemanlarinin komiitatorlerini
hesaplayalim:

[X Y ]: X yxfly*1 tanimina gore,

a=x,b=x =[x, x]=xxxxT=x*x"7=¢e

2 2

a=y,b=y =[y,yl=yyyly'=y’y?=e

a=x,b=y =[x,y]=xyxtyt=xyx®y=x?y? =x

Xy Hé_‘
a=x%,b=y :>[x2,yJ=x2yx‘zy‘lzxzyxzyzﬁy2 —e
2, e
Xy
a=x,b=yx =[x, yx]=xyxx 7 (yx) " =xyx’y=x’y? =x?
Xy e

S}
N

a=y,b=yx =[y,yx]=yyxy (yx) " =xyx’y=x?y® =x*

[ S~
e Xy e

a=x%,b=yx :>[x2 ,ny=x2yxx‘2(yx)‘1 =x?yx3xly=x?yx?y=x"*=e
5
x“y
a=x,b=yx? :>[x,yXZJ:xyx2 xHyx?)t=xyxx?yt=xyxly=x2
Xy

a=y,b=yx? =|y,yx? [-yyx?y(yx?)? =x?yx Py =xxyxxy=xyxy=-e

=
e y y

a=x?,b=yx? :>[x2 Ly X2 ]:x2 yxZx2(yx?) T =x?yxty=x?yxly=x"=e
| — —
e x2y
a=x,b=yx? :>[x,yx3 J=xyx3x‘1(yx3)‘1:xyxzx‘3y=xyx3y:x2
Xy

a=y,b=yx? :>[y,yx3 J:yyx3 yHyx3)? :x3yx‘3y:x3m:x6 =x?

%3



a=x2,b=yx? :>[x2 Ly x3 ]:x2 yx3xZ(yxH) T =x?yxxPy=x’yx’y=x"*=e
——
O halde komiitatorler kiimesi olarak G’ = {e, XZ} elde edilir.

Ornek2 D, = {e, X, X2, Y, VX, yx° } dihedral grubunun komiitator alt grubunu bulunuz.
Coziim: D; = {e, X, X2, Y, YX, yX2 } in elemanlarinin komiitatorlerini hesaplayalim:

[X Y ]= Xyx 'y tammma ve Xy= yX2 =yx ' bagmtisia gore,

a=x,b=x =[x, x]=xxxxt=x?x?=e

2 2

a=y,b=y =[y,yl=yyyly'=y’y?=e

a=x,b=y =[x, y]=xyxyt=xyx?y=x?y? =x?
Xy e

N

2

a=x%,b=y :>[x2,yJ=x2yx‘2y‘1:x2yxy=x y? =x
2y by
a=x,b=yx =[x, yx]=xyxx(yx)t =xyx?y=x?y? =x?
v Ry
a=y,b=yx =[y,yx]=yyxyH(yx) " =xyx’y=x?y? =x’
e Xy e

a=x?,b=yx :>[x2 LY X ]:x2 yxx2(yx) t=x?yxIxty=x?yxy=x
x2y
a=x,b=yx? :>[x,yx2 ]:xyx2 xHyx?) Tt =xyxxy=xyx?y=x?
Xy

a=y.b=yx? =[y,yx? Joyyx?yyx) T =x?y xty—yxxTy=e
yX

a=x2,b=yx? :[x2 Ly X2 ]:x2 yxZx2(yx) T =x?yxty=x?yxy=x*=x

x2y

O halde komiitatorler kiimesi olarak G’ = {e, X, X2 } elde edilir.



Boliim 15

GRUP IZOMORFiZMA TEOREMLERI
Bu boliimde grup teoride izomorfizm teoremleri olarak bilinen teoremleri verecegiz. Bu

teoremler, boliim gruplari ile ilgili olup, boliim gruplar arasindaki es yapilar1 belirleyen
doniisiimleri aciklar.

15.1 izomorfizma Teoremleri

Teorem 15.1.1 (Birinci Izomorfizma Teoremi): G ve H iki grup ve ¢:G — H bir grup
homomorfizmasi olsun. Kero = N olmak {izere

G/N = ¢(G)

dir. ¢ epimorfizmaise G/N=H dir.

Ispat: ¢:G — H epimorfizmave K<G ise ¢(K)<H idi. Kero=N <G ve ¢(G) <H ise
3:G—>G/N

dogal homomorfizmast mevcuttur. O zaman
0:G/N—¢(G), 6(aN)=¢(a), vaN e G/N igin

izomorfizmasi mevcuttur. Yani 1-1, 6rten ve homomorfizma kosullar1 saglanir.

1-1 olmast: 6(aN) =06(bN) < aN =bN oldugunu gostermeliyiz:

6(aN) = 6(bN) = ¢(a) = o(b) = (@)p(b)  =ey,
= p@)p(b™) =€y,
= g(ab™)=ey,
—abteKerg=N
= (ab™)N=N
=aN =bN



Orten olmast:

V(@) e o(G) i¢in 0(aN)=¢(a) olacak sekilde JaN € G/N mevcuttur.

Homomorfizma olmast:
6[(aN)(bN)] =0(aN).O6(bN) oldugunu gostermeliyiz:

6[(aN)(bN)] = 6((@b)N) = ¢(a b) = ¢(a) o(b) = B(aN) (bN)

Teorem 15.1.2 (ikinci Izomorfizma Teoremi): G birgrup, H<G ve K <G ise

H/HNKzHK/K
dir.

Ispat: G birgrup, H,K<G ise HK=KH ve HK <G dir.

¢:H—>HK/K grup homomorfizmasi olmak iizere Ker

Kercp:{aeH|(p(a):eK:K}
—{acH|hkK=hK=aK =K}
—{acH|aeK}=HNK

elde edilir. Buradan
8:H—>H/HNK dogal homomorfizmasi ve

0:H/HNK —>HK/K izomorfizmasi

mevcuttur. 1. izomorfizma Teoremi geregince
H/H K zHK/K

dir.

Teorem 15.1.3 (Ugiincii izomorfizma Teoremi): G birgrup, H,K<G ve K<H
olsun.



K<H ise HK<G/K dir.
G/H=G/K/H/K
dir.

Ispat 1: ¢:G — G/K/H/K grup homomorfizmasi olmak iizere Ker o

Kero={aeG|o(@)=(aK)H/K =eH/K|
{aeG|(aK)H/K=H/K]
—{aeH|aKeH/K|={aeH|acH}=H

elde edilir. Buradan
8:G —>G/H dogal homomorfizmasi ve
0:G/H —>G/K/H/K izomorfizmasi

mevecuttur. 1. Izomorfizma Teoremi geregince
G/H=G/K/H/K

dir.

Ispat2: ¢:G/K —>G/H, ¢(@K)=aH grup homomorfizmasi olmak iizere Ker¢

Ker(p:{aeG/K|(P(a):eH:H}
={aK| p(aK)=eH=H]}
={aK|aH =H}={aK|aeHj=H/K

elde edilir. Buradan
8:G/K—G/K/H/K dogal homomorfizmasi ve
0:G/K/H/K—G/H izomorfizmasi
mevecuttur. 1. Izomorfizma Teoremi geregince
G/K/H/K=G/H

dir.



15.2 Izomorfizma Teoremi ile ilgili Ornekler

S R R [
v o s e

orten izomorfizmasi (epimorfizma) verildiginde 1. izomorfizma Teoremini gercekleyiniz.
Coziim: Once cekirdegi bulmaliyiz:

Kercp:{aeG|(p(a):eG,:1}

focolofy o2 2]

olduguna gore
8:G —>G/Kerg dogal homomorfizmasi ve

0:G/Kerp — @(G)=G' izomorfizmasi mevcuttur.

O halde G/Kerp = ¢(G)=G’ diir.

Ornek2 G=Z,,, H=<4>, K=<10> olsun. 2. izomorfizma Teoremini uygulayiniz.
Coziim: G =Z,, grubunda islem + oldugundan HK yerine H + K almaliyiz.

H=<4>={0,4,812,...,36}<G
K =<10>={0,10,20,30 }< G
H+K={0,24,...,3638}=<2>

Cekirdegini bulalim:

Kerp=H K olacagindan HNK ={O, 20 }=< 20> dir.
¢:H—>H+K/K grup homomorfizmasina kargilik ¢ :<4>-><2>/<10>

8:H—>H/HNK dogal homomorfizmasina karsilik 8:<4>—><4>/<20>



0:HHNK—>H+K/K izomorfizmasina karsilik 0:<4>/<20>-><2>/<10>
1. Izomorfizma Teoremi geregince
HHNKzH+K/K yakarsihk <4>/<20>=<2>/<10>=Z;

elde edilir.

Ornek3 G=2Z, H=2Z, K=6Z olsun. 3. Izomorfizma Teoremini uygulaymiz.
Coziim:
H=2Z<Z v K=6Z<Z ve 6Z<2Z olduguna gore,

G/K =Z/6Z
G/K/H/K =G/H = 2/62/22/6Z =Z/2Z

H/K =2Z/6Z=Ker¢ olmak iizere

8:G/K - G/K/H/K dogal homomorfizmasina karsilik
5:2/6Z—>27/6Z/22/6Z

dogal homomorfizmasi ve

0:G/K/H/K—G/H izomorfizmasina kargilik
0:2/62/22/62 —>7/2Z

1izomorfizmasi mevcuttur. Dolayisiyla
7/62/22/62=2/22=2,

elde edilir.

veya, H=2Z=Ker¢ olmak iizere
8:G — G/H dogal homomorfizmasina karsilik
8:2—2/2Z

dogal homomorfizmasi ve



0:G/H —>G/K/H/K izomorfizmasina karsilik
0:2/22 ->27/62/27/6Z

izomorfizmast mevcuttur. Dolayisiyla
Z/27=27/62/2Z/6Z=Z,

elde edilir.



