
Bölüm 14 
 

KOMÜTATÖRLER 

 
Bu bölümde gruplarda tanımlanan değişmeli bir çarpımın oluşturduğu alt grupları vereceğiz. 

Komütatör olarak adlandırılan bu çarpım terimler  grupların üreteçlerini belirlemekte önemli 

rol oynarlar.  

 

 

14.1 Komütatörler 
 

 

Tanım (Komütatör):  G grubunda, Gy,x   ise,  
11 yxyx 

  çarpımına x ve y 

elemanlarının komütatörü denir  ve  y,x  şeklinde gösterilir. Tüm komütatörler tarafından 

üretilen G grubunun alt grubuna G grubunun komütatör alt grubu denir ve bu grup G   ile 

gösterilir. 

 

 

Önerme 14.1.1   Komütatörün tersi de bir komütatördür. 

 

İspat:     zyxyxy,x 11  
 denirse, 

 

  x,yxyxy)yxyx(z 111111  
   olur. 

 

 

Önerme 14.1.2   G grubunun  G   komütatör alt grubu, G  nin  normal alt grubudur. 

 

İspat:  GhveGg   olduğunda,  Gghg 1 
  olduğunu göstermeliyiz. Burada  

1
1

1
1 gygyvegxgx     dersek, buradan  

111
1 gxgx    ve  

111
1 gygy 

  elde 

edilir. 

 

Eğer  
11 yxyxh    şeklinde bir komütatörse, 

 

 

  Gy,xyxyx

)gyg()gxg()gyg()gxg(

)gyg()gxg()gyg()gxg(ghg

11
1
1

1
111

111111

1111111













 

 

elde edilir. Böylece  G   komütatör alt grubu, G  nin  normal alt grubudur. 

 

O halde normal alt grup tanımından GG   dir. 

 

 

Önerme 14.1.3   G grubunun Abelyen olması için gerek ve yeter koşul   eG   olmasıdır. 

 



İspat:  G grubunun değişmeli olduğunu kabul edelim ve  Gy,x   olarak alalım.  

xyyx    şeklinde değişmeli olduğundan, 

 

  eyeyyxxyyxyxy,x 11111    

 

olur. Bu halde, GG  ,  e  elemanı tarafından üretilen bir alt gruptur  ve   eG   olur. 

Tersine,  eG   olsun. Bu durumda herhangi bir komütatör için  

 

    eyxyxy,x 11      

 

olur. Böylece, 

   

  xyx)xyx(veyy)yxyx( 111     veya   xyyx   

 

yazılır. Bu da, G grubunun değişmeli olduğunu gösterir. 

 

 

Önerme 14.1.4  ),G(   bir grup ve GN   olsun. N/G  bölüm grubunun değişmeli olması 

için  g.v.y.k.   NG    olmasıdır. 

 

İspat:  ),G(   grubunun değişmeli olması için  g.v.y.k.   eb,aiçinGb,a   olmasıdır. 

 

N/G  bölüm grubunun değişmeli olması için  g.v.y.k.  N/GNb,Na   için  

 

 

 

  Nb,a

N)baba(

)Nb()Na()Nb()Na(Nb,NaN

11

11











 

 

olmasıdır.  

 

    Nb,aNb,aN    

 

dır ve  N  değişmeli ise   eb,a     olmalıdır. Böylece  N/G  değişmelidir. 

 

  Nveb,a  iki komütatör olduğundan çarpımları   G,G   komütatör grubunda bulunur.  

 

Böylece,  NGN/GG   dir. 

 

 

 

14.2 Komütatör Örnekleri 

 

 

Örnek 1   324
4 xyyxveeyxy,xD    dihedral grubunun komütatör alt grubunu 

bulunuz. 



 

Çözüm:   3232
4 xy,xy,xy,y,x,x,x,eD     ün  elemanlarının komütatörlerini 

hesaplayalım: 

  

  11yxyxy,x  tanımına göre, 

 

  exxxxxxx,xxb,xa 2211    

 

  eyyyyyyy,yyb,ya 2211    

 

   
2

e

22

xy

311 xyxyxyxyxyxy,xyb,xa    

 

    eyxyxyxyxyxy,xyb,xa

e

2

e

4

y2x

2212222    

 

   
2

e

22

xy

311 xyxyxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa    

 

    
2

e

22

xy

311

e

xyxyxyx)xy(yxyyxy,yxyb,ya    

 

   exyxyxyxxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa 4

y2x

2213212222    

 

  
2

xy

312121222 xyxyxyxxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa  
 

 

     eyxyxyxxyxxyxyx)xy(yxyyxy,yxyb,ya

yy

221212

e

22  
 

 

   exyxyxyxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa 4

y2x

222212

e

2222222  


 

 

  
2

xy

332131333 xyxyxyxxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa  
 

 

 

 

  
26

3x

333131333 xxyxyxyxyx)xy(yxyyxy,yxyb,ya  
 

 



   exyxyxyxxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa 4

y2x

2232132323232    

 

 

O halde komütatörler kümesi olarak  2x,eG  elde edilir. 

 

 

 

Örnek 2    22
3 xy,xy,y,x,x,eD    dihedral grubunun komütatör alt grubunu bulunuz. 

 

Çözüm:   22
3 xy,xy,y,x,x,eD     ün elemanlarının komütatörlerini hesaplayalım: 

  

  11yxyxy,x  tanımına   ve   12 xyxyxy  bağıntısına göre, 

 

  exxxxxxx,xxb,xa 2211    

 

  eyyyyyyy,yyb,ya 2211    

 

   
2

e

22

xy

211 xyxyxyxyxyxy,xyb,xa    

 

    xyxyxyxyxyxy,xyb,xa

e

24

y2x

212222    

 

   
2

e

22

xy

211 xyxyxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa  
 

 

    
2

e

22

xy

211

e

xyxyxyx)xy(yxyyxy,yxyb,ya  
 

 

   xyxyxyxxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa

y2x

211212222    

 

  
2

xy

22121222 xyxyxyxxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa  
 

 

   eyxxyyxyx)xy(yxyyxy,yxyb,ya 12

yx

2121222  
 

 

   xxyxyxyxyx)xy(xxyxxy,xxyb,xa 4

y2x

222122222222    

 

O halde komütatörler kümesi olarak  2x,x,eG  elde edilir. 



 

 

 

 

Bölüm 15 
 

 

GRUP  İZOMORFİZMA TEOREMLERİ 
 

Bu bölümde grup teoride izomorfizm teoremleri olarak bilinen teoremleri vereceğiz. Bu 

teoremler, bölüm grupları ile ilgili olup, bölüm grupları arasındaki eş yapıları belirleyen 

dönüşümleri açıklar. 

 

 

15.1 İzomorfizma Teoremleri  
 

 

Teorem 15.1.1 (Birinci İzomorfizma Teoremi): HveG  iki grup ve HG:   bir grup 

homomorfizması olsun. NKer   olmak üzere 

 

 )G(NG   

 

dir.   epimorfizma ise HNG   dir. 

 

İspat:  HG:   epimorfizma ve GK   ise H)K(   idi. GNKer   ve H)G(   ise 

 

 NGG:   

 

doğal homomorfizması mevcuttur. O zaman  

 

)G(NG:  ,  içinNGaN,)a()aN(   

 

izomorfizması mevcuttur. Yani 1-1, örten ve homomorfizma koşulları sağlanır. 

 

1-1 olması: bNaN)bN()aN(   olduğunu göstermeliyiz: 

 

 

 

bNaN

NN)ba(

NKerba

e)ba(

e)b()a(

e)b()a()b()a()bN()aN(

1

1

H
1

H
1

H
1























 

 



Örten olması:  

 

 )G()a(   için  )a()aN(   olacak şekilde NGaN mevcuttur. 

 

 

Homomorfizma olması: 

 

  )bN().aN()bN)(aN(    olduğunu göstermeliyiz: 

 

  )bN().aN()b().a()ba()N)ba(()bN)(aN(   

 

 

 

Teorem 15.1.2 (İkinci İzomorfizma Teoremi): G  bir grup ,  GH    ve  GK  ise 

 

  

 KKHKHH   

 

dır. 

 

İspat:  G  bir grup ,  GK,H    ise  KHHK    ve  GHK   dir. 

 

 

KKHH:     grup homomorfizması olmak üzere  Ker  

 

 
 
  KHKaHa

KaKKhKkhHa

KKe)a(HaKer







  

 

elde edilir. Buradan 

 

KHHH:    doğal homomorfizması ve   

 

KHKKHH:     izomorfizması                

 

 

mevcuttur. 1. İzomorfizma Teoremi gereğince 

 

 KHKKHH   

 

dır. 

 

 

Teorem 15.1.3 (Üçüncü İzomorfizma Teoremi): G  bir grup ,  GK,H    ve  HK    

olsun. 

 



 HK    ise  KGKH    dır.  

  

 KHKGHG   

 

dır. 

 

İspat 1:  KHKGG:     grup homomorfizması olmak üzere  Ker    

 

 

 
 
    HHaHaKHaKHa

KHKH)Ka(Ga

KHeKH)aK()a(GaKer







 

 

elde edilir. Buradan 

 

HGG:    doğal homomorfizması ve   

 

KHKGHG:     izomorfizması               

 

mevcuttur. 1. İzomorfizma Teoremi gereğince 

 

 KHKGHG   

 

dır. 

 

İspat 2:  aH)aK(,HGKG:     grup homomorfizması olmak üzere  Ker  

 

 

 
 
    KHHaKaHHaKa

HeH)Ka(Ka

HeH)a(KGaKer







 

 

elde edilir. Buradan 

 

KHKGKG:    doğal homomorfizması ve   

 

HGKHKG:     izomorfizması               

 

mevcuttur. 1. İzomorfizma Teoremi gereğince 

 

 HGKHKG   

 

dır. 

 

 

 

 



 

15.2 İzomorfizma Teoremi ile İlgili Örnekler 

 

 

Örnek 1  




















































 


01

10
,

01

10
,

10

01
,

10

01
,

01

10
G   bir grup,   

 

bcad
dc

ba
det

dc

ba
,GG: 






























    

 

 örten izomorfizması (epimorfizma) verildiğinde 1. İzomorfizma Teoremini gerçekleyiniz.  

 

 

Çözüm:  Önce çekirdeği bulmalıyız: 

 

 

 

 





























 


 

1
10

01
,1

01

10
Ga

1e)a(GaKer G

 

 

olduğuna göre   

 

 KerGG:   doğal homomorfizması ve  

 

G)G(KerG:     izomorfizması mevcuttur. 

 

O halde  G)G(KerG    dür. 

 

 

Örnek 2  40ZG   ,   10K,4H  olsun. 2. İzomorfizma Teoremini uygulayınız. 

 

Çözüm:  40ZG   grubunda işlem + olduğundan HK  yerine KH    almalıyız. 

 

 
 

  





238,36,,4,2,0KH

G30,20,10,010K

G36,,12,8,4,04H







 

 

Çekirdeğini bulalım:  

 

KHKer    olacağından     2020,0KH  dir. 

 

KKHH:     grup homomorfizmasına karşılık   1024:  

 

KHHH:    doğal homomorfizmasına karşılık   2044:   



 

KKHKHH:     izomorfizmasına karşılık    102204:  

 

1. İzomorfizma Teoremi gereğince 

 

 KKHKHH     ya karşılık    5Z102204    

 

elde edilir. 

 

 

 

Örnek 3  ZG   ,  Z6K,Z2H   olsun. 3. İzomorfizma Teoremini uygulayınız. 

 

Çözüm:   

 

ZZ6KveZZ2H      ve   Z2Z6    olduğuna göre, 

 

Z2ZZ6Z2Z6ZHGKHKG

Z6ZKG




 

 

 KerZ6Z2KH   olmak üzere 

 

KHKGKG:   doğal homomorfizmasına karşılık 

 

Z6Z2Z6ZZ6Z:    

 

 doğal homomorfizması ve 

 

HGKHKG:     izomorfizmasına karşılık  

 

Z2ZZ6Z2Z6Z:   

 

 izomorfizması mevcuttur. Dolayısıyla 

 

2ZZ2ZZ6Z2Z6Z   

 

elde edilir. 

 

veya;   KerZ2H  olmak üzere 

 

HGG:   doğal homomorfizmasına karşılık  

 

Z2ZZ:     

 

doğal homomorfizması ve 

 



KHKGHG:     izomorfizmasına karşılık  

 

Z6Z2Z6ZZ2Z:    

 

izomorfizması mevcuttur. Dolayısıyla  

 

2ZZ6Z2Z6ZZ2Z    

 

elde edilir. 

 


