Bolim 4

DEVIRLIi GRUPLAR

Bu boliimde tek eleman tarafindan iiretilen gruplari inceleyecegiz. Bir grubun devirli olmasi
halinde iireteclerinin ve alt gruplarinin bulunmasi ile ilgili yontemleri verecegiz.

4.1  Devirli Gruplar

(Z, +) grubunu gozoniine aldigimizda bu grubun elemanlarindan sifir harig, diger biitiin
elemanlar 1 sayisindan elde edilebilir. Yani, n=(@+1+---+1) ve —n=—(1+1+---+1) seklinde
n tane 1 sayisinin toplamidir. Boylece, 1 sayist (Z, +) grubunun iiretecidir. Bir x tamsayisini

carpmaya gore N kez yanyana carparak X" seklinde elde edebiliriz.

Tamm (Devirli Alt Grup): G bir grup ve ge G olsun.
<a >:{a” Inez }:{...,ﬁ",...,él,ao zle,a,...,a",...}

alt grubuna a tarafindan tiretilen alt grup denir. Eger H <G ve H=< b > olacak sekilde
beG varsaH ya b tarafindan iiretilen devirli alt grup denir.

Ozel olarak G =< a > olacak sekilde aeG varsa G ye a tarafindan iiretilen devirli grup
denir.

Tamm (Uretec): G birgrupve aeG olsun. Eger G =< a > ise a ya G grubunun iireteci
denir.

Ornek: (Z, +) grubu, 1 ve -1 tamsayilari ile iiretildiginden yani; Z=<1>=<-1>
oldugundan devirli bir gruptur.

Ornek: 2Z=<2> c Z oldugundan ¢ift tamsayilarmn kiimesi, tamsayilarin devirli bir alt
grubudur.

Benzer sekilde Vn>2 i¢cin nZ=<n>=<-n> kiimeleri de Z nin devirli alt gruplaridir.

Ornek: H :{ 2,4,6,8 }g Z,, degismeli grubu,



2+2=4, 2+2+2=6, 2+2+.2+2=28 oldugundan 2 ile iiretilen bir alt gruptur.

Yani; H=< 2 > dir.

Teorem: G grubunun bir iireteci a ise, G nin diger bir iireteci de a " dir.

ispat: xeG = x=a"=(a ")  e<at>=Gc<a™ > dir. Tersine xe<a™*> olsun.

k

Budurumda x=(a ™) =a™ e<a>=<a!>cG dir. Boylece G=<a* > elde edilir.

Tanmm (< a™ >Alt Grubu): G =< a >, 0o(G)=n ninci mertebeden devirli bir grup ise, her

alt grubunun mertebesi n nin bir pozitif bolenidir ve n nin her pozitif k boleni i¢in G
n

kesinlikle k mertebeden bir tek alt gruba sahiptir ve bu alt grup H =< ak >=<a™ > dir.

Ornekler: 1) (Z, +) grubu, 1 ile iiretilmis sonsuz devirli bir gruptur.
2) Z, devirli bir gruptur ve tiretegleri 1 ve 3 diir. <1>=<3>=27,
(k,4) =1 olmas1 g.v.y.k dur.

Onerme 4.1.1 Devirli bir grubun her alt grubu da devirlidir.

ispat: G=<a > birdevirligrupve H <G olsun.i) Eger H={l5} veya H=G ise bu
asikar alt gruplar da devirlidir. ii) H= {15}, G ise: H daen az bir a™ (m € Z —{0}) eleman:
vardir. Bir m >0 en kiiciik tamsayis1 igin, a™ € H ve a " e H dir. En kiiciik eleman
prensibine gore a™ € H kosuluna uyan biitin me N lerin u  gibi bir en kii¢iigii vardur.

Simdi H=<a" > oldugunu gosterelim.

H nin herhangi bir x=a" e H elemanini gézoniine alalim. n,p ¢iftine ait bélme
algoritmasi

n=puq+r, 0<r<p
oldugundan;

a"=at9""=@")%. a" =>a"=a".@") % eH

elde edilir. (a" e H ve H bir grup oldugundan (a")™@ eH dir. a" €eH ve (a") ™ €H dan
(a"*)™@a" eH ,yani a" eH sonucu cikar.) Burada r#0 olamaz, ciinkii aksi halde
0<r<p ve a' eH olurki,bu p niin tammina aykiridir. O halde r=0 olmak

zorundadir. Buna gére x=a" =(a")%e<a" > elde edilir, yani H < <a" > () diir.



Tersine, a" e H ve H bir grup oldugundan a" nin biitiin kuvvetleri de H ya aittir.
Ohalde <a" >cH (**)  dir.

Boylece (*) ve (%) dan H=< a" > elde edilir.

Sonu¢: G =< a > n. mertebeden bir devirli bir grup ve H da G nin a" tarafindan tiretilmis

alt grubu ise yani, H <G =<a" > ise bir veN i¢in n=pv olup, |H|=v diir.

Onerme 4.1.2 G= { 15,4, a’ e at?t } devirli grubunda asagidaki 6zellikler gegerlidir:
o(G)=p dir.

i) seZ olmak iizere,
a’=1; < puls dir.
i) m,neZ olmak iizere,
a™=a" ©m=n(modp) dir.

ispat:i) u|s ise s=ps’ (s'e2) olup, a° =a"s =(@")® yazlabilir ve a" =1;
oldugundan buradan a® =1 elde edilir.

Tersine, a® =1 ise ve s, pu giftine ait bolme algoritmasi
Ss=uq+r, 0<r<upu
seklinde ise

@: — gha+r =(au)q a' =a"
1 16

den a' =1gelde edilir. Ancak bu esitligi saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 p oldugundan
r =0 olmalidir. Yani, u| s dir.

i) am=a"<oa™" =1g dir.i)yegére a™ " =15 < pu|m-n ve kongriians tanimina
gore de

plm-n < m=n(modp)

dur. Boylece a™ =a" < m=n(mody) elde edilir.



Sonug¢: Sonlu bir G devirli grubunda her H alt grubunun mertebesi, G nin mertebesini bdler.

Ispat:

i) H={lg} ise iddia dogrudur.

i) H={lg} ise H=<a" > olup, |G|=n ve |H|=v olmak iizere, n=pv diir, yani
o(H)|o(G) dir.

Onerme 4.1.3 G =< a >, n inci mertebeden devirli bir grup olsun. a® nin G nin bir iireteci

olmasi i¢in g.v.y.k (S,n)=1olmasidir.

ispat: G={a,aa%...,a" =e | ve a°, G nin bir iireteci ise (s,n)=1 dir:

G =< a >=< a°® > oldugundan,.
ae<a® > = a=(a®)" olacak sekilde 3 t € Z vardir. st =1(modn)
a*'t=e=nlst-1

dir. O halde 3ye Z i¢in st—1=ny = st—ny=1 = (s,n) =1 elde edilir.

Tersine, (s,n)=1olsun. 3x,yeZ icin sx+ny=1yazilir. a" =e den dolay:
a=(a%)".@@")Y =a**.e¥ =a**.e=a"*=(@%)" = ae<a®>

elde edilir. G=<a >c<a’>ve a°e<a> =><a’>c<a>=G

den G=<a >=<a’> elde edilir.

Sonug¢: Eger n inci mertebeden sonlu devirli bir G grubunun iireteci a ise, o zaman G nin

diger iiretegleri (r,n) =1 olacak sekilde a’ formundaki elemanlardir.

Onerme 4.1.4 G =< a >, n inci mertebeden devirli bir grup olsun.d, n nin bir pozitif béleni
olsun. Bu durumda G nin d inci mertebeden bir tek H alt grubu vardir.

Ispat: G= {1(~I,a,a2,a3,...,an_1 } olsun. Eger d=1 veya d=n ise dnermenin
dogrulugu agiktir.



l<d<n olsun. d|n ise n=md olacak sekilde bir me N vardir ve a™ tarafindan

iiretilen H alt grubunun mertebesi d dir.yani; < a™ > devirli grubunun mertebesi d dir. Ote

yandan, n ve d verilmis oldugundan H nin iiretecinin m {issii, E:m olarak tek tiirlii

belirlidir. O halde H=<a™ > , G nin d. mertebeden tek alt grubudur.

Sonug: G=<a|a" =e > olsun. n nin pozitif bir boleni d olmak iizere G nin biitiin farkli

alt gruplart <a® > seklindedir.

Onerme 4.1.5 G grubu a tarafindan iiretilen ve mertebesi n olan devirli bir grup, yani
G=<a|a" =e > olsun. Herhangi bir me Z i¢in d =ebob(m,n) olmak iizere

<a%>=<a™ > dir.
Ispat: d=ebob(m,n) ise d=mx +ny olacak sekilde X,y € Z vardur.

ad =a™" =a™ g™ =a™ e=(a™)* oldugundan a®e<a™> ve dolayisiyla

<a%>c<a™ > dir.

Tersine xe<a™ > olsun. d =ebob(m, n) oldugundan m=d p olacak sekilde p € Z
vardir. X =(@™)* =(a")* = (@)P* yazilabildiginden x e<a® > dir. Boylece
<a™>c<a’ > olup, <a? >=<a™ > elde edilir.

Ornek: G=<a|a® =e > devirli grubunda 4 = ebob(8,20) oldugundan <a* >=<a® >

dir.

Onerme 4.1.6 G =< a > sonsuz devirli bir grup ise iiretegleri a ve a ' dir.

ispat: a®, G nin bir iireteci ise (a°)* =a olacak sekilde Ix € Z bulunabilir. G =< a >

sonsuz devirli bir grup oldugundan, sx =1 = s =41 elde edilir. Dolayisiyla a ve a!

iirete¢lerdir.

Onerme 4.1.7 Her devirli grup abelyendir.

Ispat: G devirli birgrupve G=<a >= { a" | nez } olacak sekilde G nin bir iireteci a

olsun. Eger G nin iki elemam g; Ve g, ise, g; =a’ v g, =a° olacak sekilde r ves
tamsayilar1 mevcuttur. O zaman,



.S r+Ss S+r S AT
glgz=a a =a =da =a a =g291

olur. Boylece G abelyen (degismeli grup) dir.

Tamim (Grubun Ussii veya Eksponenti): sonlu bir G grubunun elemanlarinin en kiigiik iist
sinirina grubun iissii (veya eksponenti) denir. Yani; Vae Gigin a' =15 kosuluna uyan
t e N lerin en kiigligiine G grubunun eksponenti denir.

Sonug: G sonlu bir grup ve |G|=Nise VaeG i¢in a™ =14 dir.
Onerme 4.1.8 Mertebesi asal olan her grup, devirlidir.

Ispat: G bir grup, |G|=p asal ve ae G — {IG } olsun. Sonlu bir G grubunda her a
elemaninin mertebesi, G nin mertebesini boldiiglinden |a|, p nin bir boleni olacagindan ya 1’
e veyap ye esittir. a # 1 oldugundan |a|#1 dir; su halde |a|=p olmak zorundadir, yani

G=<a >:{1G,a,...,ap_1 }
dir.

Onerme 4.1.9 p asal tamsay1 ise Z’; =Z, - {(_) } bir devirli gruptur.

Ispat: Z; =7, - {6 } grubunun Uissii g olsun. Fermat teoreminden

pla ikenVaeZ icin a?!' =1(modp) oldugundan, yani, a?" =1 den g<p-1
dir. Ayni zamanda VaeZ] igin o(a)|g dir. Her aeZ elemaniigin o(Z,)=p—1 den
p—1<g elde edilir.

Boylece g=p-1ve Z,=Z - {6} grubunda mertebesi p —1 olan bir eleman
bulunacagindan bu grup devirlidir.

Sonug: p asal tamsayi ise Z; =Z, - {5} grubu p—1 inci mertebeden bir devirli grupur.



4.2 Devirli Grup Ornekleri

Ornek 1 Zj, m bir devirli grup oldugunu gésteriniz.

Coziim: Zj, = {1, 3,7, 9} elemanlarindan olusan, mertebesi ®(10) = ®(2).®(5) =4 olan bir
gruptur.

(a,10)=1ise a=1(mod2) , a* =1(mod5) ve a* =1(mod10) ’i saglayan a lar aranir.
3'=3 3%=9 3°=7, 3* =1(mod10) saglandigindan iireteg 3 tiir.

<3>= {1, 3, 7,9 }= ZIO dir. Yani devirli bir gruptur.

Ornek 2 ZIS 1n bir devirli grup olmadigini gosteriniz.

Coziim: Zj. mertebesi ®(15) = ®(3).®(5) = 2.4 =8 olan bir gruptur.
Z;s=1{1,2,4,7,8111314 } elemanlarindan olusur.

(a,15)=1ise a®=1(mod3) , a* =1(mod5) ve a® =1(mod15) ’i saglayan a lar aranur.
21 =2, 22=4, 2°=8, 2* =1(mod15) dolayisiyla 2% =1(mod15) saglanmasina ragmen

<2>= {1, 2, 4, 8 }< ZIs dir. Yani tiim elemanlarini igermediginden bir iirete¢ degildir.
Dolayisiyla devirli grup degildir.
Ornek 3 G=<a>, 20. mertebeden bir devirli grup ise biitiin iireteglerini ve alt gruplarin
bulunuz.

Coziim: o(a) =20 olsun. G =<a > nin iiretegleri sayist Euler ® fonksiyonuna gére ®(n)
tanedir. Yani; ®(20) = ®(4.5) = ®(2°) d(5) =2.4=8 tanedir.
Bunlar, (r,20) =1ve 1<r < 20 olmak iizere a" ler, yani iiretegler kiimesi

3 7 9 11 13 17 19
{a,a ,a',a ,a ,a ,a ,a }

dir. t=20, t=sq,3q e Z olacak sekilde <a® > alt gruplar1 mevcuttur. Bunlar,
<a>,<a’>,<a'>,<a’>,<a">ve<a® >dir.



Ornek 4 20. mertebeden bir devirli grubun tiim alt gruplarini elemanlari ile birlikte
bulunuz.

Coziim: o(a) =20 ve G=<a> olsun. H < G olmak iizere H=< aX >, k|n
den dolay1 k|20 olmak iizere k =1,2,4,5,10,20| 20 igin

H_<a>_{a, ,..,a¥ a? =e}
H=<a >_{a at...a azoze}
H=<a* {a“,a ,a a a2°=e}
H=<a >—{ ° al :e}
H=<al >—{alo =e }

H=<a? >= {azo —e }

elde edilir.

Ornek 5 (ZIl, .) grubunun alt gruplarini ve {ireteclerini bulalim.
zll_{i 2,3,4,5,6,7,8, §1o} {1,2,3,4,5-5-4,-3-2-1}={+1,+2,+3 +4,+5}

2'=2, 2% =4, 2°=8=-3, 2" =16=5, 2° =10=-1, 2°=9=-2, 2" =7=4,
2823210 —6=—5 21 —1=<2>={+1,+2,+3,+4,+5)

3'=3 32=9=-2,3°=5 3"=4, 3° =1=<3>={1,3459}
4 =4, 4> =5, 4> =9=-2, 4* =3, 4° =1 =<4>={134509}
5t =5, 52=3, 5%=4, 5 =9=-2, 5° =1=<5>={1,34,5,9}

6'=6=-5 62=3 6°=7=-4, 6=—2, 6°=-1 6°=—6=5 6" =8=-3,
6° =4, 6° =2, 6° =1 =<6>={+1,+2,+3,+4,+5)

7T'=T7=-4,7%2=5 7=2,7"=37"=-1, 7°=4, 7" =6=-5,
78=-27"=-3 7%=1=<7>={+1,+2,+3,+£4,+5}

8l=8=-3 82=-2,83=-5 8%=4,8"=-185=3, 8'=2,8%=5 8%=—4, 810 =1
<8>={+1+2,+3,+4,+5}

9'=9=-29%2=4,9%=3 9*=5 9°=1=<9>={1,34,5,9}

0'=-1 10° =1=<10>={+1}



O halde iiretegleri Z;; =< 2 >=< 6>=<7 >=<8> bulunur,

0(Z;,) =10 oldugundan, alt gruplar1 d | 10 olmak iizere, < 2% > seklindedir. Yani;

d=1,2,5,10 olmak iizere ZIl mn alt gruplart <2 >, <22 > <2°%> <290 |
<B'><62>,<6°> <60 >, <T'> <7 > <7°> <7 >ve <8 > <8 > <8 > <8°>
seklindedir.

Ornek 6 20. mertebeden bir devirli grubun tiim iireteclerini bulunuz.

Coziim: o(a) =20 ve G=<a > devirli bir grup olsun. aX elemanimin G nin bir {ireteci
olmasi i¢in g.v.y.k. (k,n)=1 olmalidir. O halde G nin iiretecleri (k,20) =1 olmak tizere

a® elemanlaridir. O zaman G nin iiretecleri
{a, ada’l a11,a13'a17’a19}

elemanlaridir.

Ornek7 Qg ={*1, +i, £j, £k} kuaterniyonlar grubunun biitiin iireteglerini bulunuz.

Coziim:
o) =1
o(i) =o(j) =o(k) = 4
o(-1)=2

o(-i) =0(-)) =o(-k) =4

olup, Qg grubunun mertebesi 8 olan elemani olmadigindan bu grup devirli degildir.

Ornek 8 Qg :{il - - o = = k} kuaterniyonlar grubunun iireteci Qg =<1i, j> midir?

Coziim:

=] -j=7
K = ij —k = ji

oldugundan Qg =<i, j> dir. Ayn1 zamanda Qg =<i,k> ve Qg =<]j, k> dir.



Ornek 9  Zy ={ xeZ,| (x,20)=1} garpim grubunun biri devirli digeri devirli
olmayan 4 ncii mertebeden iki alt grubunu bulunuz.

Coziim: Zy ={ xeZy| (x,20)=1}={1,3,7,9,11,1317,19 }={+1,+3,+7,+ 9}
3'=3 3°=9, 3°=7, 3"=1 =<3>={1,37,9}
71=7,7=9, 7°=3 7" =1 =<7>={1,3,7,9}

9'=9, 9°=1 =<9>={19}

oldugundan, bu grup liretece sahip degildir. Ciinkii 20 asal say1 degildir. Fakat devirli alt
gruplar olabilir.

H=<3>= {1, 37,9 } 4-elemanl bir alt grup olup, devirlidir.
K= {— 1-9,19 } ise 4-eclemanli bir alt grup olup, devirli degildir.
Ornek 10 H=<a > ve K=<b > gruplar1 (m,n) =1 olmak iizere sirastyla m inci ve n

inci mertebeden devirli gruplar olsun. H x K =< a, b> grubunun mn inci mertebeden devirli
bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim: o(H)=m, o(K)=n ve (a,b)eHxK, (g,e") e (HxK), o(HxK)=d olsun.
(@ b)™=@™,b™)=(@™m)",(b")")=(e,e) =d|mn
(e.e)=(@b)’=@‘b") =m|d v n|d, (mn)=1=mn|d
Buradan (m,n)=d elde edilir. Béylece H x K =< a, b> nin mertebesi o(H x K) =mn dir.
Ornek 11 n inci mertebeden bir devirli grubun iireteglerinin sayisinm tam @(n) tane
oldugunu gosteriniz.

Coziim: G =<a > grubu n. mertebeden bir devirli grup olsun. a* elemaninin G nin iireteci
olmasi i¢in g.v.y.k. (k,n)=1 olmasindan dolay1 boyle k larmn sayis1 yani G nin iireteglerinin

sayisi tam ®(n) tanedir. Ciinkii, ®(n), ne Z" olmak lizere 1 ile n arasindaki (1 dahil) n
ile aralarinda asal olan sayilarin sayisidir.

Ornek 12 n=4, 6, 8,12, 24 icin n. mertebeden devirli grubunun biitiin iireteclerini
bulunuz ve alt gruplar semasini yapiniz.



Coziim: 1) n=4 igin G={1G, a,a’, a3}, H<G=H=<a">, 4=pv, |H|=v
vid =>v=124
v=1: H;={lg}

v=2:n=2, H, —<a? >:{1G,a2 }
v=4:pun=1, Hy =<a>={lG,a, az, a’ }=G

G nin iiretegleri : a, a’

2) n=6 igin G:{IG,a, az, a3,a4,a5 }, H<G=>H=<a">, 6=pv, |H|=v
v|ie =>v=1,2,3,6

v=1: HIZ{IG}
v=2:un=3, Hy =<a’ >={IG,a3}

v=3:u=2, Hj —<a’ >={1G, az, a4}

v=6: Hg =<a>={1G,a,az,a3,a4,a5 }:G

G nin tretegleri : a, a’

3) n=28 icin G={1G, a,a’,a’,a*,a>,a%a’ }, H=<a" >, 8=pnv, |H|=v
vi8 =>v=1,2,4,8

v=1: H;={lg}
v=2:u=4,H, —<a* >:{1G,a4}
v=4:pn=2, Hy =<a? >={1G,az,a4,a6}

v=_8: Hg=<a>= {IG,a,az,a3,a4,a5,a6,a7 }zG

G nin tiretecleri : a, 213,a5,a7

4) n=12 i¢in Gz{lG, a,a’,a,a%, ..., all }, H=<a" > 12=pnv, |H|=v
V|12 =>v=1,2 346 12

v=1: Hl :{IG}



v=2:u=6, Hy —<a >={

v=3:u=4, H; =<a? >:{1G, a4,a8}
v=4:pu=3, Hy =<a’ >={1G, a3, a6,a9}
v=6:pu=2, Hy —<a? >:{

v=12: Hj, =<a>= {IG,a,az,a3,a4,...,a11 }:G

G nin Uretegleri : a, as,a7,a]1

5)  n=24 icin G=1{lg,a a2, a%a% .22 |, He=<a" >, 24=pv, |H|=v
vI24 =v=1,2,3 4, 6,8, 12,24

v=1: H, ={lg}
2:u=12, H, —<a'? >:{1G,a12}
3:u=8, Hy =<a® >={1G,a8,a16}
4:p=6, Hy —<a® >={1G, a6, alz,als}
6

8

8 12 .16 20}

%

v

v
o 4 4

v :u=4, Hyg =<a >—{1G,a ,a ,a“,a ,a

v

:u=3, Hg —<a’ >= {IG, a3,a6, a9,a12,a15,a]8,a2] }

v=I12:pn=2, Hjp =<a?’ >={1G, az,a , a6,a ,a ,a ...,

v=24: Hy =<a>= {IG,a,az,a3,a4,...,a23 }:G

2’4,6,8,12 :>H2 CH4,H6,H8,H12
4’ 8,12:>H4 CHg CH12

G nin tiretegleri : a, as,a7,a“,a13,a17,al9, a?

Ornek 13 G degismeli bir grup ve a,be G olsun.

o(a)=m, o(b)=n ve (m,n)=1 ise o(ab)=mn oldugunu gosteriniz.
Coziim: (ab)™" =a™"b™" =e = o(ab) =k | mn

e=(ab)*" =a*"b*" =a*" = o(a)=m|kn=m|k

e=(ab)*™ =a*™p*™ =b*™ = o(b)=n|km=n|k

esitliklerinden k =mn elde edilir.



Ornek 14 Gbirgrupve aeG ise o(a)=o(a™") oldugunu gosteriniz.
Coziim: acG, o(a)=n ve o(a”')=m olsun. Onerme 1.5.2 ye gore

o@=n = a"=e=@")'=a"=@")"=e=m=o0(a")|n

o@a)=m=aM=e=@") " '=e =a" =e=n=o0(a)|m

olur. O halde m=n dir.



Boliim S

HOMOMORFIZMALAR VE iZOMORFIiZMALAR

Bu boéliimde verilen iki grubun cebirsel yapilarini karsilastiracagiz. Es yapida olmasini
gerektiren kosullar1 inceleyecegiz.

51 HOMOMORFIiZMALAR

Tammm: (G,0) ve (H,0) iki grup olsun. Her a, beG elemanlar i¢in f(aob) =f(a)of(b)
oluyorsa, f: (G, 0) > (H, 0) doniisiimiine grup morfizmasi denir.

Tamim (Homomorfizma): Eger her iki grup lizerindeki islemler farkli ise yani,
(G,*) ve (H,o0) ikigrup ve hera, beG igin f(a*b)="f(a)of(b) oluyorsa,
f:(G,*)— (H,0) donisiimiine de homomorfizma denir.

f:(G,*) > (H,0) homomorfizmasmin olusumu asagidaki diagramda gosterilmistir.

(a,b) —* s axb
J \2
f f

J J
f(a),f(b) —— f(a)of(b)=F(axh)

Onerme 5.1.1 f:G—>H déniisiimii bir grup morfizmasi olsun. O zaman,

i) G ve H gruplarinin birim elemanlar1 eg ve ey ise, f(eg)=¢ey
i) VaeG elemanlariigin f(a™)=[f(a)] ™ dir.

Ispat:
i) f:G—H donisiimii bir grup morfizmasi oldugundan,
f(a)=f(aoeg)=f(a)of(eg) ve f(a)=f(egoa)=Ff(eg)of(a) den

f(a)of(eg)=f(eg)o f(a)=f(a)



elde edilir. Bu da, birim eleman tanimindan f(eg) nin H grubunun birim elemani olmasin

gerektirir. Bir grubun birim elemaninin tek olmasi gerektiginden H nin birim elemani e,
oldugundan

ey =f(eg)
elde edilir.

i) VaeG elemanlar igin,
f(a)of(a)=f(aoa')=Ff(e;)=¢ey
yazilir. f(a) elemaninin tek olan tersi f(a™) oldugundan,

fah)=[f@]"

sonucu elde edilir.

Onerme 5.1.2 f:(G,*)— (H,o) bir homomorfizma olsun.

1) G nin her alt grubunun f altindaki goriintiisi H nin bir alt grubudur.
i) H nin her alt grubunun f altindaki ters goriintiisiic G nin bir alt grubudur.

Ispat: i) N<G olsun. f(N) = {f(a) eH | aeN }< H oldugunu gosterelim:
a,b e N olmak iizere f(a),f(b) e f(N) olsun.

f(a)of(b)" =f(a)of(b')=f(a*b"')ef(N)

olur. Buradan f(N) < H elde edilir.

i) K<H olsun. f 1K) = {a eG | f(@)eK } <G oldugunu gosterelim:
Va,bef*(K) i¢in f(a),f(b)eK ve K <H oldugundan,

f(a)of(b) = f(a)of(bfl) =f(a* bfl) ekK
1K)

olur. Buradan f *(K) <G elde edilir.

Tamm (Cekirdek): f:(G,*)— (H,0) doniisiimii bir homomorfizma olsun.
K=Ker(f)={xeG| f(x)=e, }=f*(e,) kiimesine, f déniisiimiiniin gekirdegi denir ve
cekf veya Kerf seklinde gosterilir.



Onerme 5.1.3 f:(G,*)— (H,0) déniisiimiiniin 1-1 olmast i¢in gerek ve yeter kosul
Kerf ={eg } olmasidir.

Ispat: Eger f doniisiimii 1-1 ise, e, e H elemanina déniisecek bir tek € € G elemant
vardir. Oyleyse Kerf ={es} olur.
Tersine, Kerf ={eg } olsun ve f(a) =f(b) olarak alnsin. Bu halde,

faxb™)=f(a)o[f(b)] '=f(a)o[f(a)] '=ey ve axb™' eKerf={eg}

olur. Boylece, a = b elde edilir. Bu da f : (G, *) —» (H,0) doniisiimiiniin 1-1 oldugunun
ispatidir.

Onerme 5.1.4 H, G nin bir normal alt grubu olsun. f :G — G/H déniisiimii f(a)=aH
seklinde tanimlandiginda H ¢ekirdegi ile bir homomorfizmadir.

Ispat: a,beG olsun. O zaman,

f(ab) =(ab)H = (aH)(bH) =f(a)f(b)
dir. Yani, f bir homomorfizmadir. a € H ise aH =H oldugundan, f nin ¢ekirdeginin H nin
icinde oldugunu goriiriiz.
Ornek: f:G—H ve g:H— K iki homomorfizma olduguna gére gof :G — K in de bir
homomorfizma oldugunu gdsteriniz.
Coziim:

Va,beG ic¢ingof(ab) =g(f(ab))=g(f(a)f(b))
= g(f(a))g(f(b)) = (gof)(a)(gof)(b)

oldugundan gof bir homomorfizmadir.

Ornek: f:G—>G f(X)=x"' seklinde tammlansin. G grubu degismeli ise f in bir
homomorfizma oldugunu gdsteriniz.

Coziim: G degismeli grup olsun. VX,ye G i¢cin xy=yx dir. f ninbir
homomorfizma oldugunu gostermeliyiz.

-1

f(xy)=(xy) " =y'x

oldugundan, G nin degismeli oldugunu kullanarak



f(xy)=(xy) "=y X =xTy t =f(x)f(y)

elde edilir.

Ornek: (R*,.) carpimsal grubu ve (R,+) toplamsal grubu i¢in f(x)=logx sellinde

tanimli f:R™ — R fonksiyonunun bir homomorfizma oldugunu gosteriniz ve Kerf ’i
bulunuz.

Coziim: x,yeR" i¢in f(xy)=logx +logy=f(x)+ f(y) oldugundan f:R" - R
fonksiyonu bir homomorfizmadir. f nin ¢ekirdegi,

Kerf:{xeR+ :10gX=O}:{1}
dir.

Ornek: f:Z—>4Z , f(n)=4n seklinde tanimli fonksiyonun bir homomorfizma oldugunu
gosteriniz ve Kerf ’i bulunuz. Cekirdek kag¢ elemanlidir?

Coziim: nnme Z i¢in f(n+m)=4(n+m)=4n+4m="f(n) +f(m) oldugundan bir
homomorfizmadir. Ayn1 zamanda f fonksiyonu 1-1 ve ortendir. Yani bir izomorfizmadir.
f nin gekirdegi,

Kerf={neZ: f(n)=4n=0}={0}

olup, ¢ekirdek tek elemanlhdir.

Ornek: f:(R,+)—>(C— {O}, ) , f(t)=Cost+iSint seklinde taniml fonksiyonun bir
homomorfizma oldugunu gosteriniz ve Kerf ’i bulunuz.
Coziim:
f(t+u)=Cos(t+u)+iSin(t+u)
= Cost.Cosu —Sint.Sinu +iSint.Cosu + i CostSinu
= (Cost +iSint)(Cosu + i Sinu)
=f(t).f(u)

olup, f bir homomorfizmadir.

Kerf ={teR:f(t)=Cost+iSint=1}={t=2kni ke Z}
dir.



Ornek: f:(Z,+)—>(Z,,+) , f(n)=n seklinde tamimli fonksiyonun bir homomorfizma
oldugunu gosteriniz ve Kerf ’i bulunuz. Cekirdek kag¢ elemanlidir?

Coziim:
f(n, +n,)=n; +n, =n, +n, =f(ny) +f(n,)

olup, f bir homomorfizmadir.
Kerf:{ nez: f(n):ﬁzﬁ}:4z

dir. Cekirdegin mertebesi sonsuzdur.

Ornek: f:G —H bir homomorfizma olsun.
imf={yeH : y=F(x), belli bir xeG igin}
kiimesinin H nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

Coziim: y,,y, elmf olsun. y, =f(x;) w y, =f(x,) olacak sekilde x; e X,

elemanlar1 vardir. ylygl eImf oldugunu gostermeliyiz.

Oyle bir x elemani bulmaliyizki x =x,X,' €G olmak iizere f(x)=y,y," olsun. f
homomorfizma oldugundan,

FOx)F ) =F(x) F(x2) ™ =y1yz =F(xx;") e H

dir. Buradan y,y," eimf <H elde edilir.

Ornek: GveH ikigrupve f:G—H ve g:H— K iki homomorfizma olsun. H
degismeli ise h(a)=f(a)* g(a) seklinde tanimlanan h:G — K fonksiyonunun bir
homomorfizma oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Va,beG i¢inh(ab) =f(ab)*g(ab) =f(a)*f(b)*g(a)*g(b)
= [f (@) *g(@)]=[f (b) xa(0)]=h(a) h(b)

olup, h bir homomorfizmadir.

Ornek: Mutlak deger fonksiyonunun bir homomorfizma oldugunu gosteriniz. Cekirdegini
bulunuz.



Coziim: f:R\ {O }—) R*, f(a)=|a| seklinde tanimlandigindan
Va,beR\ {0} igin f(ab)=|ab|=|a|.|b|=f(a)f(b)

homomorfizma oldugu goriiliir. Cekirdek tanimi geregi f(a)=|a|=1=kerf = {— 1,1 } dir.

Ornek: Isaret (sgn) fonksiyonunun bir homomorfizma oldugunu gésteriniz.

- I, x>0 )
Coziim: f:R\ {0 }—) {— 1,1 } , X —){ : 0 seklinde tanimlandigindan
-1, x<
I, xy>0 .
f(xy)= . =f(x).f(y) olup, bir homomorfizmadir.

5.2 izomorfizmalar

Tamm: Eger f: (G, *) — (H,0) homomorfizmasi 1-1 ve orten bir doniisiim ise, bu doniisiime
de izomorfizma adi verilir. Bu halde, (G,*) ve (H,0) gruplarina birbirlerine izomorftur
denir ve bu yap1 (G, *) = (H,0) sembolii ile gosterilir.

Eger iki grubun yapilari ayni ise, bu iki gruba izomorftur denir. Ornegin, (C,,0) grubu ile

(L-1 i,—i},.) grubuizomorftur.

Onerme 5.2.1 f:(G,*)— (H,0) déniisiimii bir izomorfizma olsun. e, G grubunun birim
elemant ise,

i) f(eg)=e, v ey H grubunun birim elemanidir.
i) VaeG elemanlariigin f(a™)=[f(a)]* dir.

Ispat: i) yeH olsun. f doniisiimii 6rten oldugu igin, f(X) =y olacak sekilde en az bir
X €G elemani vardir. Buna gore,

y=f(x)=f(eg *x)=f(eg)of(x)=f(eg)oy ve
y=f(x)=f(x*eg)=f(x)of(eg)=yof(eg)

yazilir. Buradan f(eg)=ey olmak zorundadir.



i) VaeG elemanlar igin,

ey =f@t*a)=f(a™*)of(a)
ve
ey =faxa™)=f(a)of(@a™)

oldugundan, f(a) elemaninn tersi f(a™) olur. Béylece,

fa ™) =[f@]*

elde edilir.

Onerme 5.2.2 Ayni mertebeden devirli gruplar izomorftur.

Ispat: G ve H sirasiyla g ve h elemanlari tarafindan iiretilen devirli iki grup olsun. Eger her
iki grup da ayn1 mertebeden ise, r tamsayisi i¢in f : (G, *) — (H,0) doniigiimii f(g")=h"
seklinde tanimlanir. Bu tanima gore, f doniisiimii G ve H gruplari arasinda 1-1 ve ortendir.
Ayni1 zamanda,

f(g" *g®)=f(g"")=h""=h"+h®=f(g")0f(g°)

yazilabilir. Bu da f doniislimiiniin bir grup izomorfizmasi oldugunu gdsterir.

Ornek: G=H olmak iizere, G ve H ayni mertebeden devirli gruplar olsun. Va e G igin
o(a) =o(f(a)) oldugunu gosteriniz.

Coziim: o(a)=m ve o(f(a))=n olsun.
a" =e=>f(am)=f(a)" =f(e)=e=o(f(a))=n|m
(f(@))" =e=f(@")=e=f(e)=a" =e,=o(a)=m|n

oldogundan, m =n bulunur.

Ornek: G ve H iki grup olmak iizere GxH=HxG oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bir f:GxH—>HxG fonksiyonunu f((a,b))=(b,a) seklinde tanimlayalim.

V(a;,b;),(ay,b,)€GxH igin



fl(a,,b)@,,b,)]=f(a,a,,b,b,)=(bb,,aa,)
=(b,,a,)(b,,a,)=1f(a;,b;)f(a,,b,)

olup, f bir homomorfizmadir.

1-1 oldugunu gosterelim: f(a;,b;)=f(a,,b,)<(a;,b;)=(a,,b,) olmaldir.
f(al,bl)=f(a2,b2):>(b1,al)=(b2,a2):>b1 :b2 Ve a1 =4, Oldugundan 1-1 dir.

Orten oldugunu gdsterelim:
V(b,a)e Hx G i¢in f(a,b)=(b,a) olacak sekilde d(a,b) e GxH mevcuttur. f ortendir.

O halde f bir izomorfizmadir. Yani; Gx H=Hx G dir.

Onerme 5.2.3 f:(G,*)— (H,0) bir izomorfizmasinn tersi de bir izomorfizmadur.

Ispat: T (H,0)— (G, *) ters donilisimii Va,beH igin ! (a)=a;, ! (b)=b,
seklinde tanimlansin. Burada f(a;)=a we f(b;)=b dir.

f*@aob)=f*[f(a;)of (by) ]=F *(f (a, *by))=a; *by =F*(a) *f *(b)

oldugundan f ! bir homomorfizmdir. Ayni zamanda ters doniisiimiiniin 1-1 ve drten
olmasi nedeniyle f L bir izomorfizma olur.

Ornek: Her sonsuz devirli grubun (Z,+) grubu ile izomorf oldugunu gosteriniz.

Coziim: G =<a > sonsuz devirli bir grup olsun. Va* € G i¢in f(a*)=k ile f:G —> Z
fonksiyonunu tanimlayalim.

va®,aleG icin f(a*al)=f(@*')=s+t=f@%)+f@a")
oldugundan, f bir homomorfizmadir.
f@’)=f(a')=>s=t=a’=a'
oldugundan, f 1-1 dir.

VkeZ icin f@<)=k ve akeG oldugundan, f ortendir.



