Boliim 6
KOSETLER VE LAGRANGE TEOREMI

Bu boliimde verilen bir G grubunun H alt grubu yardimiyla tanimlanan denklik bagintisi
sonucunda elde edilen denklik siniflarini yani kosetleri inceleyecegiz.

6.1 Kosetler (Yan -Kiimeler)

Tamm (Koset): G bir grup ve H< G olsun. Bir ae G i¢in aH (veya Ha) alt kiimesine H
alt grubunun sol (yada sag) koseti (yan-kiime) denir. Burada a elemaninada aH nin
temsilcisi denir.

H*a={h*a|h€H} sag koset
axH={axh|heH } sol koset

seklindedir.

Onerme 6.1.1 Eger (H,*) ve (G,*) grubunun bir alt grubu ise 0 zaman a*H=H dir.
Yalniz ve yalniz a e H ise.

Ispat: a*H=H olsun. e e H oldugundan a=a*eca*H dir. aca*H=H oldugundan
aeH olur.
aeH olsun. H, * islemine gore kapali oldugundan a*Hc H olur. Ayrica

vheH icin h=a=(a!*h) yazlabilir. a**heH dan hea*H ve Hcax*H olur.
Boylece a*H=H elde edilir.

Onerme 6.1.2 Eger (H,*) ve (G,*) grubunun bir alt grubu ise 0 zaman a*H=Db*H dir.
Yalniz ve yalmz a* *beH ise.

Ispat: a*H=Db#*H olsun. Eger a*h, ea*H ise 0 zaman 3h, e H vardir dyleki

a*h, =b=h, dir. Buradan h, *h;' =a ' *beH ve a'x*beH elde edilir.
eH

atxbeH olsun. Onerme 5.1.1 den (@ *b)*H=H dur.

Bir h; e H ve h, e Higin bu esitlikten



hy=@"*b)*h,=at*(b*h,)

yazilabilir. Buradan a#*h; =b=*h, elde edilir. Béylece a*H=Db=*H dur.

Onerme 6.1.3 G nin bir alt grubu H olsun. O zaman sol koset ¢arpimi
(@H)(bH)=(ab)H
ise H, G nin bir normal alt grubudur.

Ispat: acaH ve bebH , (aH)(bH)=(ab)H seklinde tanimli oldugu kabul edilsin .
e € H olduguna gore,

aHa'=aHale C(aH)(a_lH)=(aa_1)H=eH=H olur. Boylece H< G dir.

Sonuc¢ onerme: G bir grup ve N < Golmak lizere, her a € G i¢cin aN=Na ise,
Va e G igin (aN)(bN)=(ab)N dir.

Ispat: (aN)(bN)=a(Nb)N =a(bN)N = (ab)NN dir. N ¢arpma islemine gore kapali

oldugundan NN c N dir. Ayrica, N=eNc NN oldugundan, NN =N dir. Boylece,
(aN)(bN) = (ab) N dir.

Sonug¢: G nin H alt grubu sonlu ve mertebesi n ise her aH veya Ha kalan sinifi da sonlu
olup, eleman sayisi n dir.

Ispat: aH ile H sonludur ve a H nin eleman sayis1i, H nin mertebesi olan n ° ye esittir.
Yani; aH ile H ayni kuvvettedir.
Ayrica herhangi iki kalan smifi (koset) a H, bH da ayn1 kuvvettedir.

Onerme 6.1.4 N < G olsun. G/N kiimesi, aN,bN e G/N olmak iizere,

(aN)(bN) = (ab) N 1slemine gore bir gruptur.

Ispat: i) Va,beG igin (aN)(bN) = (ab)N oldugundan G/N kapallik &zelligine sahiptir.
i) G bir grup ise birlesme 6zelligi oldugundan G/ N de de birlesme 6zelligi vardir.

(@N)[(bN) (cN)] = [(aN)) (bN) | (cN)
(aN) (bc)N = (ab)N(cN)
(abc)N = (abc)N

iil) eN=N koseti G/N nin birim elemanidir.



iv) VaNeG/N icin a ! €G oldugundan a 'NeG/N oldugundan
(aN)(ale) =(a a! )JN=eN=N oldugundan invers eleman vardir.

Boylece G/N nin bir grup oldugu gosterilmis olur.

Onerme 6.1.5 N < G olmak iizere f:a — a N seklinde tanimlanan f:G —>G/N
fonksiyonu 6rten bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi N dir.

Ispat: Va,beG igin f(ab)=(ab)N =(aN)(bN)=f(a).f(b) oldugundan bir
homomorfizmadir.

G/N deki YaN icin f(a)=aN olacak sekilde 3a € G vardir. Yani, ortendir.

G/N de birim eleman e N oldugundan, f(a)=aN =e N =N olup, kerf =N elde edilir.

Ornek: Zg grubu abelyendir. Zg nin H={0,3} alt grubunun kosetlerinin pargalanigin
bulunuz.

H={0,3} iinkendisi bir kosettir. I * i igeren koset 1+{0, 3}={1 4}, 2 i igeren koset
2+ {0, 3 }: { 2,5 } dir. {0, 3 }, {1, 4 }, {2, 5 } kosetleri Zg nin tiim kosetleridir. Zg nin
parcalanis1 asagida verilmistir.
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Boylece Zg = {H}U {1+ H} U {2+ H} elde edilir. Ayn1 zamanda Zg grubu abelyen
oldugundan sol kosetler ile sag kosetler esittir.

Ornek: Cy, :{e, gl, gz,---, gll} devirli grubunda, H :{e, g4, gs} alt grubunun sag
kosetlerini bulunuz.

Coziim: H, kendi kendine bir kosettir. Diger bir koset,

Hg={g%, o°, ¢°}



seklindedir. Bu iki koset C,, devirli grubunu dolduramaz. H veya H, yan kosetlerinde

olmayan g2 elemanmi secelim. Buna gore, iigiincii sag koset,
ng :{gz’ ge, glo} ve

dordiincii koset de
Hg® :{g?’, g9, gll}

olarak bulunur. Boylece, H, Hg, Hg? ve Hg® sag kosetleri ikiser ikiser ayrik ve
Cp, =HUHguUHg? UHg®

oldugu i¢in, bu H, Hg, Hg? ve Hg® kiimeleri, istenen sag yan kosetlerdir.

Ornek: G= {1, a,a’,a’ } grubu a elemani tarafindan tiretilen ve mertebesi 4 olan bir devirli

grup olsun. H= {1, a’ } olarak verildiginde H kiimesinin ( H bir alt grup) G grubundaki tiim
sag kosetlerini bulunuz.

Coziim: H= {l, a’ } nin sag kosetleri
He=H :{1,a2} , Ha:{a,a3} , Ha? :{az,a"' }: {1, az}:H
Ha® ={a3,a5 }: {a?’, a}= Ha
seklinde elde edilir. H ve Ha sag kosetleri ayriktir ve birlesimleri G yi verir. Yani,

HuHa:{l,a,aZ,a3 }zG
dir.

6.2 Lagrange Teoremi

Bu kisimda devirli olmayan bir grubun alt gruplarinin nasil bulundugunu belirleyen 6nemli
bir teoremi verecegiz.

Onerme 6.2.1 (Lagrange Teoremi) Sonlu bir G grubunun her H alt grubunun mertebesi, G
grubunun mertebesini boler.



Ispat: G sonlubirgrupve 0(G)=n, H<G ve o(H)=m olsun. m|n oldugunu

gostermeliyiz. Bunun i¢in her sol koset ayni sayida eleman i¢ermelidir. Sol kosetler G
grubunun bir ayrisimini olustururlar. k , H nin G deki farkli sol kosetlerinin sayis1 ise

n=km dir. Boylece, m|n elde edilir.

Tamm(indeks): G bir grup ve H <G olmak iizere H nin G deki farkli sag ve sol
kosetlerinin sayisina H nin G deki indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir.

. G .
Sonug 1: G sonlu bir grupve H<G olmak iizere, [G:H]:% dir.

Sonug 2: G sonlu birgrupve o(G)=n olsun. VaeG ig¢in, o(G)| n dir ve a" =e
elde edilir.

Lagrange Teoremine gore, bir sonlu grubun her alt grubunun mertebesini boldiigiinii 6nerme
6.1.2 den biliyoruz. Ayrica G bir grup ise o(G) nin yani G nin mertebesinin her pozitif
bolenine karsilik bir ve yalniz bir alt grubu mevcuttur. Fakat herhangi bir G sonlu grubu igin
bu dogru degildir. Yani, Lagrange teoreminin tersi her zaman dogru degildir.

Onerme 6.2.2 G sonlu bir grupve a<G olsun. Bu durumda a elemanmin mertebesi G
grubunun mertebesini boler.

Ispat: G sonlubirgrupve aeG olsun. < a ><G oldugundan Lagrange teoremi geregince
o(<a >)|o(G) dir.

Ayni zamanda 0(a) =0o(< a >) oldugundan o(a) | o(G) dir.

Onerme 6.2.3 G sonlu bir grup olmak iizere K ve H, K < H olacak sekilde G nin iki alt
grubu olsun. Bu durumda

(G:K)=(G:H)(H:K)
dir.

Ispat: Lagrange Teoreminden

[G:H]:% yada 0o(G)=(G:H).o(H)

o(H) = (H: K).0(K)



0(G) = (G :K).0o(K)
esitlikleri yazilabilir. Diger taraftan

0(G)=(G:H).o(H) =(G:H).(H:K).0o(K)
=(G:K).0o(K)=(G:H).(H:K).0o(K)

esitliklerinden
(G:K)=(G:H)(H:K)

elde edilir.

Ornek: Zg grubu abelyendir. Zg nin H={0,3} alt grubunun kosetlerinin
Zg= {H} v {1+ H} v {2 + H} parcalanisina gore Lagrange Teoremini gercekleyiniz.

Coziim: Zg={H}U{+H}U{2+H} ve aymi zamanda Zg grubu abelyen oldugundan sol
kosetler ile sag kosetler esittir.

Kosetlerin mertebeleri
ol+H)=0(2+H)=0(H)=2
oldugundan

0(Zg)=0(H) +o(l+H)+0(2+H)

yazabiliriz. Ayrica 0(Z)=3.0(H) olup, o(H) | 0(Zg) yani; 2 |6 yazariz. Boylece

Lagrange Teoremine gore alt grubun mertebesi grubun mertebesini boldiigii gergeklenmis
olur.

Ornek: G mertebesi 189 olan bir grup ve a,be G igin o(a) =9, 0(b) =21 olsun. H=G
olmak {izere Lagrange teoremi yardimiyla H =<a, b > alt grubunun mertebesini bulunuz.

Coziim: G grubu sonlu oldugundan H =<a,b><G i¢in Lagrange teoremi geregince
o(H) | 189 dur. Budurumda o(H)=1,3,7,9,21,27,63 veya 189 olabilir. H= G

oldugundan o(H)#189 dur. <a> <H oldugundan o(a)| o(H) yani 9 |0(H) dir. Benzer
sekilde <b > <H oldugundan O(b)| o(H) yani 21 | o(H) dir. Eger 9 |0(H) ve
21|0(H) ise ekok(9,21) =63| o(H) olacagindan o(H) =63 bulunur.



Boliim 7

NORMAL ALT GRUPLAR

Bu boliimde, bir grupta tanimlanan denklik bagintisi sonucunda elde edilen sag ve sol kosetler
ne zaman birbirine esit olmalidir sorusuna cevap arayacagiz. Bu kosulu saglayan gruplar
inceleyecegiz.

7.1 Normal Alt Gruplar

Tamm (Normal alt grup): Bir (G, *) grubunun (N, *) alt grubuna
vgeG ve VneN igin g#n*g™ eN ise

(G, *) grubunun normal (invaryant) alt grubu denir. N < G ile gosterilir.

N < G oldugunda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) VacG,vneNiginaxnxa'eN
ii)VacGiginaxN=*a™*cN
iii)VaeGicina*N=*a™* =N
iv)VaeGicina*N=N=a

V) Va,beGigin(aN) (bN) = (abN)

Son ifade sol- koset ¢arpimi1 olarak adlandirilir.

Onerme 7.1.1 (N, %), (G, *) grubunun normal alt grubudur. Yalniz ve yalniz

vgeG icingxN=g™ =N ise.

ispat: N< G olsun. Eger geG ise g*N*g =N ve g G i¢in
-1 | ~1y-1 . | .
g *N=xg=g *N=(g~) <N dir. Yani, g~ *N=*gc N dir.

N=g=*(@ " *N=*g)*g - cg*N=*g™ ve



Nc g*N=#g™ olur. Boylece N= g=N=g™ bulunur.
Tersine, VgeG icing*N=g™*=N ise g«N=g*cN dir.

Boylece VgeG ve VneN icin g#n*g ™t eN den (N,*) < (G,*) elde edilir.

Onerme 7.1.2 (G, *) grubunun bir alt grubu N olmak iizere,
vgeG icingxN=g ™t =Nise, VgeG igin gxN=N=g dir.
Ispat: g*N=* g_l =N esitligi sagdan g ile isleme konursa

Nxg=(g*N#g )rg=gx«Nxg ' xg=gxNxe=g=N elde edilir.

Onerme 7.1.3 G bir grup ve H indeksi 2 olan bir alt grup olsun. Bu alt grup, G nin bir
normal alt grubudur.

Ispat: H, G nin indeksi iki olan bir alt grubu olsun. Vae G igin aH=Ha oldugunu
gostermeliyiz.

Eger acaH ise aH=Ha=H olacagindan H< G dir.
Eger agaH ise aH=Ha olacaktir. Ancak indeks 2 oldugundan H nin diginda bir tek
koset vardir ve aH ve Ha kosetleri H ya esit olmalidir.

O halde iki durumdada aH=Ha dir.

Onerme 7.1.4 G birgrup ve a,beG olsun. H, G nin bir normal alt grubu ise

abeH iken baeH
dir.

ispat: H<G ve abeH olsun.
ba=babb™ =b(ab)b™
abeH ve beG oldugundan H nin bir normal alt grup olmasi nedeniyle

ba=babb™=b(ab)b*eH = baeH
olur.



Onerme 7.1.5 N, bir G grubunun sonlu ve devirli normal alt grubu ise, N nin bir K 6z alt
grubu G nin bir normal alt grubudur.

Ispat: K =< a > grubu sonlu ve devirli oldugundan bir a € G vardir. o(a) =n olsun.
Bir geG icin (gag™)"=ga"gt=e dir

Bir reZ" icin (gag™) =e iken ga'g'=e olur. Buradan a" =e elde edilir.
o(a)=n oldugundan n|r dir ve bdylece o(gag™)=n olur. N< G oldugundan,
gagteN dirve <gag™ >, N nin ninci mertebeden bir alt grubudur. Buradan
<gag? >=K yazilabilir. O halde,

vgeG v VkeK igin k=a® olup gkg™*=ga’g'=(gag™)* =K
dir. Yani, K< G dir.

Tamm (Merkezleyici): (G, *) bir grup, a, G nin sabit bir eleman1 olmak {izere a
elemaninin merkezleyicisi

M(a):{geG| a*g=g*a}

seklinde tanimlanir. Yani M (a) kiimesi a ile degismeli olan G deki biitiin elemanlarin
kiimesidir.

Onerme 7.1.6 (M(a),*), (G, %) grubunun bir alt grubudur.

Ispat: acG weeG iginea=ae=a oldugundan M(a) = ® dir.
b,ceM(a) icin bxc™ e M(a) oldugunu gostermeliyiz:

VaeGicin a*(b*c*)=(axb)*c™’
:(b*a)*c‘lzb*(a*c‘l)

:b*(c‘l*a):(b*c‘l)*a

elde edilir. Boylece (M(a), *), (G, *) nin bir alt grubudur.

Onerme 7.1.7 (M(a), *), (G, *) grubunun normal alt grubudur.

ispat: acG ve YgeM(a) icin axg=g=*a oldugundan a*g=+a* =g olur. Boylece
acG v VvgeM() icin axg=a* eM(a) olur. Buradan (M(a), *) < (G, *) elde edilir.

Onerme 7.1.8 f:(G,*) — (H,0) ¢ekirdegi Kerf olan bir homomorfizma ise, Kerf ¢ekirdegi
G grubunun normal bir alt grubudur.



Ispat: Once G grubunun Kerf ¢ekirdeginin bir alt grup oldugunu gosterelim.
a,beKerf ise, f(a)=eye€H we f(b)=eyeH olur.
f doniistimii bir homomorfizma oldugundan,
f(axb)=f(a)of(b)=eyoey =€y
yazilir. Boylece, a* b e Kerf olur.
a,beKerf ise, f(a)=ey ve f(b)=ey oldugundan,
f(a=* b_l) =f(a) of(b_l) =f(a)o [ f(b)] 1= eyo eﬁl =ey

olur. a*xb ' eKerf elde edilir. Boylece, Kerf kiimesi G kiimesinin bir alt grubu olur.

Simdi Kerf alt grubunun bir normal alt grup oldugunu gosterelim:

Herhangi geG ve ke Kerf elemanlart igin g*k *g ™ e Kerf oldugunu géstermeliyiz.

Yani, f(k)=e, oldugunda, f(g*k= g = ey oldugunu gostermek yeterlidir. Bu da,

f(grk*g™)=f(g)of(k)of(g™)
=f(g)oe, o[f(g)] ™
=f(g)o[f(9)] "

=ey

seklinde yazilir. Yani, Kerf kiimesi bir normal alt gruptur.

Onerme 7.1.9 f:(G,*) — (H,0) ye bir homomorfizma olsun.

i) f orten ise G nin her normal alt grubunun f altindaki goriintiisii H nin bir normal alt
grubudur.

i) H nin her normal alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G nin bir normal alt
grubudur.

Ispat: i) forten ve N< G olsun. f(N)<H ve f(N)< H oldugunu gosterelim:

VheH, vf(a)ef(N) dir. f 6rten oldugundan h =f(b) olacak sekilde 3b e G vardir.



hof(a)oh™ =f(b)of(a)of (b) X =f(b)of(a)of (b ) =f(b*a*b~1)ef(N)
eN
bxaxb™?eN iseN<G ve hof(a)oh™ ef(N) ise f(N)< H
elde edilir.

i) K< H olsun. f 1(K)<G ve f*(K)< G oldugunu gosterelim:
VaeG, Vbef*(K) igin

f(axb*a)=f(a)of(b)of(a™)=f(a)of(b)of(a)* eK

eK

axbxatef(K) ve f1(K)<G

elde edilir.

Tamm (Eslenik): G bir grup ve H<G olsun. a€G olmak tizere
atH az{a‘lh a| heH}

kiimesine H nin G de a’ ya gore eslenigi (ya da doniistiriilmiisii) denir.

Tamim (Normalizator): G grubunun belirli bir a elemani ile komiitatif olan biitiin
elemanlarindan olusan N, < G alt kiimesinin normal kiimesi (normalizatorii),

N, =Ng(@)={geG |axg=g*a]

olarak tanimlanir. N, < G oldugunu gosterelim:

i) Vg,heN, i¢cin g.heN, dir. axg=g*a ve axh=h=*a olup, birlesme 6zelligi ile
a*(gxh)=(a*g)*h=(g*a)*h=g=*(a*h)=g=(h*a)=(g*h)*a elde edilir.

i) VgeN, icin gle N, dir. Clinkii a*g*1 =g*1 *a elde edilir. Boylece N, < G dir.

Onerme 7.1.10 Bir G grubunda bir a elemanimin birbirinden farkli esleniklerinin sayisi, a’
nin normalizatdriiniin G igindeki indeksine esittir. [G : Na] dir.



Ispat: acG olmakiizere, N, nin G igindeki indeksi j ve G nin N, ya gére sol kosetlere
ayrilist

G=boN, +b;N, +b,N, +---+b;;N, (by=15)
seklinde olsun. a nin biitiin g € G lerle esleniklerini diisiinelim:
N, :NG(a):{geG ‘ g*a*g‘lza}
gebyN, =N, ise a.g=g.a ve dolaysiyla g.al.g_1 =a dir.
geb;N, ise heN, i¢cin g=b;.h dir. Buradan
g.a.g ' =(b.hya(h ™' b )=b;(h.a.h )b =b,ab;!

elde edilir. Yani, a nin b; N, daki tiim elemanlarla eslenikleri, b; ile eslenigine esittir. Buna
gore a nin

-1 -1 -1
a, bl.a.bl R bz.a.b2 ,...,bj_l.a.bj_l

gibi j tane eslenigi elde edilmis olur. Bu eslenikler birbirinden farklidir ve sayisi
normalizatoriin G igindeki indeksine esittir.

7.2 Normal Alt Grup Ornekleri

Ornek 1 H ve K bir G grubunun iki normal alt grubu ve HAK ={e} ise
VheH w VkeK igin hxk =k=*h oldugunu gosteriniz.

Coziim: VheH v VkeK icinH <G oldugundan,
k*h'*k' eH =h*(k*h"' *k ")eH
ve K <G oldugundan,
h*k+*h? eK = (h*k*h™")*k ' eK
bulunur. O halde,
h*k*h?'*k' eHNnK={e} = h*k*h'*k'=e=>h*k=k*h

elde edilir.



Ornek 2 Bir G grubunun verilen mertebeden tek bir alt grubu varsa bu alt grup normal alt
gruptur. Gosteriniz.

Coziim: VaeG igin ‘aNa‘l‘:| N| olacagindan aNa™ =N olup, N <G dir.

Ornek3 H<Gwve K<G ,G ninikialtgrubuve K< G ise HNK <H oldugunu
gosteriniz.

Cozim: acHNK ise aeH,keK dir.

aeK,heH<G v K<G goz oniine alinirsa hah™ eK
ve
aeH,heH<G oldugundan hah™ eH olur. Béylece hah™ hem H hem de K nin

elemanidir. O halde hah™? eHNK ve HAK cH oldugundan HAK < H elde edilir.

Ornek 4 K, G nin devirli bir normal alt grubu K <G ve H<K ise H<G oldugunu
gosteriniz.

Coziim: K=<a><G ve H <K oldugundan her devirli grubun bir alt grubu da devirli

oldugundan H da devirlidir. H=<a" >
VgeG ig¢in K=<a><G oldugundan gag™ eK yazabiliriz.
a™ =gag eK dersek, V(@")¥ eH icinga"® gl eH oldugunu gostermeliyiz:

ga"gl=(gag )"  =@™)"™®  =(@")™ eH olup, H<G elde edilir.



Boliim 8

SONLU PERMUTASYON GRUPLARI

Bu boéliimde sonlu bir kiimenin permiitasyonlar1 incelenerek, permiitasyon (simetrik) gruplari
tanimlanacaktir. Ayrica; Cayley Teoremi ile her grubun bir permiitasyon grubunun alt
grubuna izomorf oldugu gosterilecektir.

8.1 Simetrik Gruplar

Tamm (Simetrik grup): N= {1, 2,3,...,Nn } n-elemanli bir kimenin kendi tizerine 1-1 bir
fonksiyonuna bir n-li permiitasyon denir.

N nin biitiin n-li permiitasyonlarinin kiimesi, bileske islemi altinda bir grup olusturur. Bu
grup S, ile gosterilir ve simetrik grup veya permiitasyon grubu olarak adlandrilir. S, kiimesi
sonlu olup, n! tane farkli eleman igerir.

n >3 igin S, grubu degismeli (komiitatif) grup degildir.

Herhangi bir f €S, olmak tizere f fonksiyonu,

f={@Lf®).@2FQ).....(n.F() |

seklinde belirtilebilir. Bu gosterim her ne kadar gecerli ise de genellikle iki ¢izgi formu
diyecegimiz matrisyel sekle benzer bir gosterim

fo 1 2 ... n
fQ f@) ... f(n)
ile gosterilir. Burada {ist satirdaki elemanlarin siras1 onemsizdir, siitunlar yer degistirebilir.

Iki permiitasyonun bileskesi komiitatif degildir. Fakat iki devir ortak eleman i¢cermiyorsa, yani
ayrik devir iseler bileskesi komditatiftir.

1 2 3 45

Ornek:
(5 412 3

j:(153)o(24)=(24)0(153)

Tamm (K-devir): Bir f permiitasyonu jq, jo,...,Jx (K>1) , 1ile n arasinda farkli k tane
dogal say1 olmak iizere



f() =12, TU2)=J3.,...T()=h

ile tanmmli ise f =(jy, Jo,..., Jx) ile gosterilir ve k-devir veya k-uzunlugunda devir denir.

12 3 45

Ornek:
(1 354 2

] =(235)=(352)=(523) 3-devir permiitasyondur.

Tamm (Transpozisyon): En basit permiitasyon olan 2-devirli permiitasyonlara
transpozisyon denir.

Onerme 8.1.1 Her devir 2-li devirlerin bir ¢arpimudir.

Ispat: (iy,i,,...,i,)=(iyi,)...(i1i3)(iyi,) yazlabildiginden ispat elde edilir.
Tamm (Cift ve Tek Permiitasyon): Bir permiitasyon ¢ift sayida 2-linin ¢arpimi ise bu
permiitasyona ¢ift, aksi halde tek permiitasyon denir.

Tamm (indeks): f =(j;j,...j,) bir permiitasyon olsun. Bu permiitasyon k tane ayrik
devirin ¢arpimi

(Jadz ---Jk) = Uadk) Uadk-1) ---(rds) (ed2)
olarak ifade edilsin. Bu devirlerin mertebeleri sirastyla ry,r5,..., 1, olsun.
1(F)=(n =D+ (2 =D +-+( -1
sayisina f nin indeksi denir. | (f) gift ise ¢ift permiitasyon, | (f) tek ise tek permiitasyon

olarak adlandirilir.

1 2 3 45

Ornek: f=
34 15 2

J = (13)(245) = (245) (19) igin

I(f)=(2-D)+B-1)=1+2=3 ve 3 tek say1 oldugundan tek permiitasyondur.
Ozdes permiitasyon daima sifir indekse sahiptir ve ¢ift permiitasyon kabul edilir.

12 3 456

Ornek:
(3 521 64

J =(132564) = (14) (16) (15) (12) (13)



olup bir tek permiitasyondur.

1 2 3 45
5 3 2 41

j =(15)(23)
olup bir ¢ift permiitasyondur.

Tamim (Mertebe): Bir permiitasyonun mertebesi, ayrildigi ayrik devirlerin uzunluklarinin
(mertebelerinin) en kii¢iik ortak katina esittir

Ornek: f =(34)(125) permiitasyonunun mertebesi o(f) = ekok(2,3) =6 ve
g =(34)(1235 = (12345 permiitasyonunun mertebesi o(g) =5 dir.

1 23 456

Ornek:
(2 54 316

J: (125)(34)(6), ekok(3,2)=6 dur.

" 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Ornek: a=( ]e =[ j

1 356 2 4 23 6 5 41

olmak iizere o ! , [3_1 , (o B)_l ve (B (X)_l permiitasyonlarini bulunuz.

Q

Coziims ot _[1 23 456 g1l 23456
ozum: = Ve =
15263 4 6 125 4 3

8 1 2 3 45 6 (134256
o - =
3542 61

5 6
2 6 41 35

4 (1 23 456
(ap) “le 41 3 2 5 = (165243

(1 2 3 4 )
Bo= =(126534)

1 2 3 45

6
= (143562
41536 2

@m4=(

Sonug: (123...k) ' =(kk—1k-2...321) dir.



Tamm (A, Alterne grubu): n>2 olmak iizere S,, simetrik grubunun tiim ¢ift

permiitasyonlarmin kiimesi n!/ 2 elemanl bir alt gruptur ve A, n-dereceli alterne grup
olarak adlandirilir.

Onerme 8.1.2 S, simetrik grubunun (n > 2) biitiin ¢ift permiitasyonlarinin kiimesi A, S,
nin n!/2 elemanl bir alt grubudur.

Ispat: e A, oldugundan A, # @ dir. @ ve S iki ¢ift permiitasyon olmak iizere
Va,peA, icin afeA, dir. Ayni zamanda,

Val € A, oldugundan, a B' €A olur.. Bdylece A, <S,, dir.

S,, simetrik grubunun tek ve ¢ift permiitasyonlari ayni sayida elemana sahiptir yani nl/ 2
tane elemana sahiptirler.

Ornek: 3 elemanin permiitasyonlarindan olusan S; grubunun tiim permiitasyonlarini ele

12 3 123 123
(1 2 3]:(')’(2 3 1}2(123)’(3 1 2}2(132)

123 12 3 12 3
{2 1 3}(12)’(3 2 1]:(13)’{1 3 2}2(23)

S ={(), (123, (132), (12), (13), (23) } seklindedir. ilk gruptaki permiitasyonlari

alalim.

123 =(13)(12), (132)=(12)(13)

seklinde ¢ift sayida transpozisyonlarin ¢arpimi olarak ifade edebiliriz. O halde cift
permiitasyonlarin sayis1 6! /2 =3 tane olarak

As=1{(1).(123,(132) }

seklinde elde edilir.

Onerme 8.1.3 A, alterne grubu S,, simetrik grubunun bir normal alt grubudur. Yani
A, <S, dir.



. ! . .
ispat: [S,: An]:nlL/2 =2 olup, indeksi 2 olan alt grup normal alt grup olacagindan
A, <S, dir.
Onerme 8.1.4 €S, igin,
(i, siyseniy) 07 =(0(i,) 6(y)...0G,)) dir.

Sonug¢: Iki devirin eslenik olmalari i¢in g.v.y.k ayni uzunlukta olmalaridir.

Ornek: S, de (1234) ve (1345) eslenik midir ?

Coziim: 6(1234) o' =(o(1) 6(2) 6(3) o(4))=(1345) olacak sekilde 36 €S bulunabilir

(1 2 3 4)
o= = (2345) = (3452) = (4523) = (5234)

1 3 45
O halde esleniktirler.
.. 1 2 3 4 5) . 1 2 3 4 5) . el
Ornek: f = nin o= ile eslenigini bulunuz.
3541 2 3415 2

Coziim: f=(134)(25 ve o=(13)(245) olduguna gore,

ofc' =0(134) 0 =(c(134) 6 ") (c(25) ")
=(c()c(3)o(d0c(2)c(5))
=(315)(42)

bulunur.

Tamm (Eslenik simifi ): G grubunda = denklik bagintisinin belirttigi denklik siniflarina
eslenik smiflari denir. @ € G nin belirttigi eslenik sinifi

C(a)=E, :{g.a.g‘1 | geG}

ve bu sinifin eleman sayis1 da c, yada s; ile gosterilir. Eslenik simflart E;,E,,...,E, Ve
bunlarn eleman sayilari sirastyla s,,s,,...,S, ise



G=E,+E, +---+E,
ve dolayisiyla

G|=s;+S, +:--+5S
1152 k

bagintisina G grubunun smif denklemi ad1 verilir.

Tamm (Eslenik sinif ayrisim ): G nin eslenik siniflara ayrilisi
G=C(a;)uC(ay)u...uC(ay)

seklindedir.

Tamm (n nin ayristmi): ne N olsun. n; <n, <...<n, Ve n=n,+n, +---+n,

kosullarini saglayan bir n,,n,,...,n, dogal sayilar dizisine n nin ayrisimi denir ve p(n) ile
gosterilir.

Onerme 8.1.5 S_ de eslenik simiflarini sayist p(n) dir.

Tamim (Eslenik sinif denklemi ): G nin eslenik siniflara ayrilisi

k
ise o(G)=>(G|M(a;)) denklemine G nin eslenik sinif denklemi denir. Burada M(a) <G
i=1

ve a ’ nin merkezlestiricisidir.

Ornek: S, iin eslenik smiflarmni ve sinif denklemini yaziniz.
Coziim: Once p(3) ii bulalim:

1=1=p)=1
2=2,2=1+1,2=p2)=2
3=3,3=1+2,3=1+1+1=p(3)=3

elde edilir.

S; = {(1), (123), (132),(12),(13),(23) } oldugundan, eslenik siniflari,

C1 = {I }
C, ={(12),(13), (23) }



C,={(123),132)}

olup, S; iin sinif denklemi de 6=1+3+2 dur.

Ornek: S, iin eslenik simiflarmi ve sinif denklemini yaziniz.
Céziim: Once p(4) i bulalim:

1=1=p()=1

2=2,2=1+1,2=p(2)=2
3=3,3=1+2,3=1+1+1=p(3)=3
4=4,4=1+3,4=1+1+2,4=1+1+1+1,4=2+2=>p(4) =5

elde edilir. Eslenik siniflari ise,

{1}

{(12),(13),(14),(23),(24),(34) }
{(12) (34),(13) (24),(14)(23) }
{
{

(123), (132), (124), (142), (134), (143),(234),(243) }
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) }

G
C,
Cs
Cy
Cs

olup, ayni ayrisimi veren permiitasyonlardan olusurlar. O halde S, {in sinif denklemi de

24=1+6+3+8+6 duir.

Onerme 8.1.6 G sonlu bir grup ve a € G olsun. a nin merkezlestiricisi
M(a)={xeG| ax=xa } G nin bir alt grubudur ve c, =(G|M(a)) dr.

Ornek: S, simetrik grubunda a = (123) nin eslenik sinifin1 ve M (a) merkezlestiricisini
bulunuz.

Coziim: S, de 3- uzunlugundaki tiim devirler a nin eslenikleridir. k-t devirlerin say1si

n n!
(k_l)![kJ:k.(n—k)!

4 !
formiiliinden 3-lii devirlerin say1s1 ¢, =(3-1!| _|= _ o =8 Dbulunur.
3) 3.(4-3)!

Ca)= {(123) ,(132),(124), (142),(134),(143),(234),(243) }



dir. Simdi merkezlestiricisini bulahm: M(a) = { Xes§, | Xxa=aXx }
xeM(a)=ax=xa=a=xax ' =x(1)x(2)x(3)

a=(123)=(231) =(312) = x(2) x(2) x(3)
esitliklerinden

x()=1 x(1)=2 x(I)=3
x(2)=2 x(2)=3 x(2)=1
x(3)=3 x(3)=1 x(3)=2

| 1 23 | 1 2 3 1 23 " L eld
sirasiyila X, = =1, XA = . XA, = cermutasyoniari €ide
y o2 03 272 31 373 1 2)? y

edilir.

O halde, M(a) = {I, (123),(132) } bulunur. Ayrica, ¢, =(S, |[M(a)) =38 esitligide saglanmis
olur.

Ornek: a=(123)(45) nm S; deki merkezlestiricisi bulunuz.

Coziim: S; de a ile degismeli olan elemanlar, a nin M (a) merkezlestiricisini olustururlar.
beSs, ab=bacbab™! =a=(b(1)b(2)b(3)b(4)b(5))

esitligini saglayan b € Ss ler,

b()=1 bl)=2 bl)=3
b(2)=2 b2)=3 bQ2)=1
b3)=3 bB)=1 bB3)=2

b(4)=4 b4)=5
b(5)=5 b(5)=4

esitliklerinden sirasiyla,

1 23 45 1 2 3 45
b1: , b2:

1 2 3 45 1 2 3 5 4

1 2 3 45 1 2 3 45
b3: s b4:

2 31 45 2 31 5 4

1 2 3 45 1 2 3 45
b = , b =

31 2 45 31 2 5 4

permiitasyonlart bulunur. O halde, bu permiiasyonlari devirler olarak yazarsak,



M(a) = {1, (45), (123), (123)(45), (132), (132)(45) }

elde edilir.

8.2 Simetrik Gruplarin Kosetler ve Normal Alt Gruplar ile ilgili
ornekleri:

Ornek: H=A, ve K= {(1), @2 } , S5 simetrik grubunun alt gruplari olsun. H ve K alt
gruplarinin S; kiimesindeki sag ve sol yan kosetlerini bulunuz.

Coziim: H alt grubunun sag ve sol yan kosetleri ,

Sag Kosetler Sol Kosetler
H={(®,(123,(32 | H=1{®,(123,(32)}
H(@12)={(12),(13),(23) } (12)H={(12),(23),(13) }

seklindedir. Bu halde, sag ve sol kosetler birbirinin aynidir. K kiimesi i¢in,

Sag Kosetler Sol yan Kosetler
K=1{(0,12)} K={(0,12)}
K(@3)={(3),(132 } 13K ={(13),(123) }
K(23={(23,(23 } (23K =1(23),(132) }

yazilir. Bu halde sag ve sol kosetler ayni degildir.

Ornek: K= {(1), (13) } , Gg = {I,(l 3),(24),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1234),(1432) }
karenin grubunun bir normal alt grubu mudur? K alt grubunun Gg deki sag ve sol kosetlerini
bulunuz.

Coziim: K alt grubunun sag ve sol yan kosetleri ,

Sag Kosetler Sol Kosetler

K={(1).(13)} K=1{(1),(13) }

K (12)(34) ={(12)(34),(1234) } (12)34) K ={(12)(34),(1432) }
K (13)(24) ={(13)(24),(24) | (13)24) K ={(13)(24),(24) |

K (1432) = {(1432),((14)(23) } (1234 K = {(1234),((14)(23) }



seklindedir. Burada sag ve sol yan kiimeler farklidir. Ayn1 zamanda indeksine bakarsak
[Gg :K]z 4 elde ederiz. Bu bize koset sayisini verir. Dolayisiyla, K, Gg grubunun bir

normal alt grubu degildir.

Not: S, debir H alt grubunun normal alt grup olup olmadigini anlamak igin, S, nin Hya
gore sag ve sol kosetlerini olusturmak yerine, H nin her permiitasyonu ile birlikte S, nin bu
permiitasyonlar ile ayni tipte olan biitiin elemanlarini igerip igcermedigine bakmak yeterlidir.

Ornek: H={(1), 12)}, S; iin bir normal alt grubu degildir. Ciinkii S, iin (12) ile aym
tipte olan (13) veya (23) elemani, H ya ait degildir.

Ornek: B, ={I,(12)(34),(13)(24),(14)(23) } , S, iin bir normal alt grubudur. Ciinkii S, iin
(12) (34) ile ayn1 tipte olan ii¢ elemani da B, e aittir.

Ornek: Gg = {I,(l 3),(24),(12)(34),(13)(24), (14)(23),(1234),(1432) }, S, iin bir normal alt
grubu degildir. Clinkii (13) ile aynu tipte olan (12), G4 e ait degildir.

Uyart: Gg = {I,(l 3),(24),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1234),(1432) } in
H= { I, (@3), (24), (13)(24) } alt grubu i¢in [G8 : H]: 2 oldugundan H, Gyg in normal alt
grubudur. Fakat H, Gg in (13)(24) ile ayni tipte olan (12)(34) elemanini icermemektedir.

Bu durum bir ¢eligki olusturmaz. Ciinkii H nin Gg in normal alt grubu olmasi
THT 'cH (VTeGy) olmast demektir.



