Boliim 9

BOLUM GRUPLARI VE DOGAL HOMOMORFIZMA

Bu boliimde normal alt gruplar yardimiyla olusturulan boliim gruplarini inceleyecegiz.
9.1 Boliim Gruplan

Tamm 1 (Boliim grubu): G bir grup ve H <G olsun. G iizerinde H alt grubuna gore elde
edilen kosetlerin kiimesi G/H = {a H | aeG } seklindedir. Bu durumda G/H kiimesi i¢in

H alt grubu G grubunun bir normal alt grubu olmak zorundadir.

Tanim 2 (Boliim grubu): Eger H, G grubunun normal alt grubu ise o zaman H nin G deki
farkl kosetlerinin bir koleksiyonu kiimelerin ¢arpimi iglemine gore

G/H={aH|aeG}
.:G/HxG/H—> G/H
(@H,bH) — (@H)(bH)=(ab)H

seklinde tanimlanan bir gruptur. Bu gruba boliim grubu denir ve G/ H ile gosterilir.

Onerme 9.1.1 (G/H,.) boliim grubu bir gruptur.
Ispat: i) aH,bHeG/H i¢in (aH)®(bH)=(ab)H (Kapalilik 6z.)
i) aH,bH,cHeG/H igin

@H) [ (bH)(cH) ]=(@H)[(b c)H ]=[a(bc) JH=[(ab)c]H
=[(@b)H J(cH)=[(aH) (bH) ](cH)

(Birlesme 0z.)
iii) eH=HeG/H ve aeGigin
(eH)(aH)=(ea)H=aH=(ae)H=(aH)(eH) (Birimeleman)
iv) aH,a'HeG/H, acG, ateG icin
(aH) (@*H)=(aa*)H=eH=(a*a)H=(a*H)(aH) (Ters eleman)

Burada ®:(aH)™ =a'H dir. O halde, (G/H, ®) bir gruptur.



Onerme 9.1.2 Devirli her grubun béliim grubu da devirlidir.

Ispat: G=<a>,iireteci a olan devirli bir grup ve H< G olsun. a H kosetlerinin G/H
boliim gubunu iirettigini iddia edelim. a H ifadesinin tiim kuvvetlerini hesaplamaliy1z. a H

kiimesinin tiim kuvvetleri, G kiimesindeki a elemanlarinin kuvvetlerinden bagka bir sey
degildir ve bu elemanlarin tiimii yine G grubundadir. Béylece, a H kosetlerinin tiim

kuvvetleri, gergekten H nin tiim kosetlerini verir ve G /H bdoliim grubu devirlidir.O halde
G nin H ya gore kosetleri, ger¢ekten a H, azH, ey a*'H dan ibarettir. Su halde
H,aH,azH,...,a“_lH kosetleri, sirasiyla H,aH, (aH)2 , ...,(aH)“_1 e esittir. Ote yandan

a" eH ise (aH)" =a"H=H dir. Buna gore G/H= {H,aH,...,(aH)”_l} dir, yani G/H,
aH ile iiretilmis, p iincli mertebeden devirli bir gruptur.

Onerme 9.1.3 G, ninci mertebeden devirli bir grup ise n nin her p pozitif bolenine
karsilik, G nin p iincli mertebeden bir tek boliim gubu vardir.

Ispat: p|n oldugundan, uygun bir ve N i¢in n=pv dir. (Onerme: G, n inci mertebeden

bir devirli grup ise n nin her poziif bolenine karsilik, G nin v iincii mertebeden bir tek alt
grubu vardir) G nin v {incli mertebeden bir tek H alt grubu vardir. G nin bu H alt grubuna

. n ,
gore boliim grubunun mertebesi, —=p  diir.
\Y

Onerme 9.1.4 G sonsuz bir devirli grup ise her m dogal sayisina karsilik, G nin m inci
mertebeden bir boliim grubu vardir.

Ispat: G=<a>,a tarafindan iiretilmis sonsuz devirli bir grup ise, G nin H=<a™ > alt
grubuna gore boliim grubu, m inci mertebedendir.

Ornek: 4Z={4k : keZ}={0,+4, +8,...} kiimesi ile Z/4Z boliim grubunu bulunuz,

Coziim: 4Z, Z nin normal alt grubudur. Once bunu gdstermek igin Z deki sol kosetlerini
belirleyelim:

0+4Z={0+4k|keZ|={....-8,-4,04,8,...}
1+4Z={1+4k|keZ}={..,-7,-3/1, 5, 9,..}
2+4Z={2+4k|kez}={..,-6,-2,2 6,10,...}
3+4Z={3+4k|keZ}={..,-5-137,1L...}
O halde Z/4Z bolim grubu

Z/4Z={0+4Z=4Z,1+4Z,2+4Z,3+4Z}



seklinde elde edilir.

Ornek: (Zg,+) grubunun bir alt kiimesi N={0,3} olsun. Z, / N béliim grubunu
bulunuz.

Coziim: N<Zg olup, sol kosetleri Zg = {H}U L+ H} U {2+ H} seklinde elde edilmisti.
Buna gore Z5 / N bolim grubu

Zs /N={0+N=N,1+N, 2+ N}

olarak bulunur.

Ornek: (C,q,+) devirli grubunun <20> normal alt grubunu ve béliim grubunu bulunuz.

Coziim: C,s=1{0,12,...,36} ve

<20>={20,@,@,@,@,@,@,@,@}:{0,4,8,12,16,20,24,28,32}
4 24 8 28 12 32 16 0

olmak iizere (20,36)=4 = <20>=Cg, =Cqy olup, indeksini hesaplarsak,

0(Cg) _ 36 _
o(<20>) 9
bulunur. Boliim grubu ise

[Cys :<20>]=

Ca/<20>={<20>, 1+<20>, 2+<20>, 3+<20>}

seklinde olup, C,4/<20>= C, diir. Yani boliim grubu 4 elemanli C, grubudur.

Ornek: (C,,,+) devirli grubunun <18> normal alt grubunu ve béliim grubunu bulunuz.

Coziim: C,,={0,12,...,24} ve <18>={18,&;$,3;’1_§;,£1§}={0,6,12,18}
12 6 0

olmak tizere (18,24)=6 = <18>=C,,, =Cq olup, indeksini hesaplarsak,

0(Cg) _24_

<18>|= ==
[C24< 8>] 0(<20>) 4

bulunur. Boliim grubu ise



C,,/<18>={<18>, 1+<18>, 2+<18>, 3+<18>,4+<18>,5+<18> |

seklinde olup, C,,/<18>= C diir. Yani bolim grubu 6 elemanli C4 grubudur.

Ornek: B, ={I,(12)(34),(13)(24),(14)(23) } dikdortgenin grubu=Klein 4,
Gg = {I,(13),(24),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1234),(1432)} grubunun bir normal alt grubu
mudur? B6lim grubunu elde ediniz.

Coziim: Lagrange Teoremine gore ve [Gg :B,|= % =2 indeksine sahip oldugundan

B4 < Gg dir. Aym1 zamanda béliim grubu olusturulabilir. Kosetler

Sag Kosetler Sol Kosetler

B, = {I, (12)(34),(13)(24),(14)(23) }
B, = { I,(12)(34),(13)(24),(14)(23) }

B,(13)={(13),(1432),(24),(1234) }
(13)B, ={(13),(1234),(24),(1432) }

seklinde olup, sag ve sol kosetler aynidir ve indeks 2 oldugundan koset sayis1 da 2 dir.
Dolayisiyla, B, normal alt gruptur. Boliim grubu ise Gg /By = {B 4,(13)By } seklindedir.
Ornek: S, = { 1,(12),(13),(23),(123),(132) } simetrik grubunun biitiin alt gruplarini

Lagrange teoremi yardimiyla bulunuz.

Coziim: S, ={1,(12),(13),(23),(123),(132) } sonlu bir gruptur. Eger H <S, alt grup ise H
nin mertebesi S, in mertebesini bdlen sayilar olmalidir. Yani; o(H) =1,2,3 veya 6 olabilir.

o(H)=1=H, =<()>={(1) |
0(H) = 2 icin mertebesi asal olan her grup devirli oldugundan

o(H)=2 =H, =<(12)>={(1), (12) }
= H,y =<(13)>={(1), 13)
—H, =<(23)>={(1), (23)}

0(H) =3 i¢in mertebesi asal olan her grup devirli oldugundan
o(H)=3 = Hy =< (123) >= {(1), 123, (132)}:< (132)>=A; ve

o(H)=6 =>Hg; =S; elde edilir.



9.2 Dogal (Esas) Homomorfizma

Onerme 9.2.1 Eger f, (G, *) grubundan (H, o) grubuna bir homomorfizma ise bu durumda

(G/Ker(f), *) = (H, 0), f(ax*Ker(f))=f(a)
dir.

Ispat: (G, *)—>H, 0)
zd f (a=*Ker(f))=f(a)
\’
(G/Ker(f), *)

f nin bir izomorfizm oldugunu gostermelyiz.

Va,beG, f (a=*Ker(f)=b=*Ker(f))=f ((a = b) * Ker (f))
=f(a=*h)
=f(a)of(b)
=f (a = Ker (f))of (b = Ker (f))

f (a*Ker(f)) =F (b * Ker (f)) = f(a) = f (b)
=f(@)of(b) ' =fa*b™)=e,
=ax*bh™ eKer(f)
—a*bh™=e,
—=a=>b

Boylece, a*Ker(f)=bx*Ker(f)=f, 1-1dir.
aeG olmak iizere f(a) e H oldugundan, a*Ker(f) e G/Ker(f) icin

f (a=xKer(f))=F(a) ise f, ortendir.



Boliim 10

SONLU DEGISMELI GRUPLAR

Bu béliimde Isvecli matematikci P. L. Sylow’ a atfen Sylow Teoremleri olarak adlandirilan
teoremleri ele alacagiz. Ayni zamanda p-gruplar ve Sylow p-alt gruplar1 tanimlayarak, bir
grubun Sylow p-alt gruplarinin direkt toplami olarak nasil yazilacagini arastiracagiz.

10.1 p-Gruplar ve Sylow Teoremleri

Tamm (p -Grup): G bir grup ve p bir asal say1 olmak iizere G nin elemanlarinin herbiri p’
nin bir kuvveti olan mertebeye sahipse o zaman G grubuna bir p-grup denir.

Ornek: Gg=<a>, a=(12345679 permiitasyonu ile iiretilen bu grup bir p-grup mudur?
Gosteriniz.

Coziim: Gg=<a>, a=(12345679 grubu mertebesi 8 olan bir devirli grup oldugundan,
Mertebenin 1,2,4,8| 8 bolenlerine gore alt gruplar,

k=1 igin H =<a>:{2,22,23,24,25,26,27,28 —e|
k=2 igin H=ca?>={22242°2% =

k=4 i¢in  H=ca®>={2*2°=e

k=8 icin H=<a®>= {28 }
olduguna gore

o(a)=o(a’)=o(a’)=o0(a’)=8
o(a’)=o0(a®)=4

o(a*)=2

o(e)=1

olup, Gg bir 2-gruptur.

Ornek: (Z4,+) grubu bir p-grup mudur?



Cozim: G=7; = {O,l, 2,3,4, 5} ve 0(Zg)="6 olup, 6 bir asal say1 olmayip fakat 2 ve 3
tamsayilar1 6 y1 bolen asal sayilar oldugundan p=2 icin G, = {0,3} ve p=3 igin
G;= {0, 2,4 } alt gruplarmna sahiptir. Ciinkii

0(1)=0()=6
0(2)=0(4)=3
0(3)=2
0(0)=1

dir.

Tamm ( Sylow p- alt grubu): G bir grup, p asal say1 ve k, p* |0(G) ve p“ 1 o(G)

olacak sekilde pozitif bir tamsayi ise o zaman p* mertebeye sahip olan G nin bir alt grubuna
Sylow p-alt grubu denir.

Ornek: G=2Z,=1{0,1,2,3,4,5} grubunun bir 2-grubu G, ={0,3} ve bir 3-grubu
G, ={0,2,4} vardir. Aym1 zamanda bu gruplar G nin Sylow 2-alt grubu ve Sylow 3-alt
grubudur.

Onerme 10.1.1 (Cauchy Teoremi): G degismeli ve sonlu bir grup olsun. 0(G)=n ve p
asal bir say1 olmak tizere p|o(G) ise G grubu, mertebesi p olan en az bir elemana sahiptir.
Dolaysiyla G, bir Sylow p-alt gruptur.

Onerme 10.1.2 i=12,...,n icin p; ler farkli asal sayilar ve a; ler pozitif tamsayilar
olmak iizere G , mertebesi n=p;*p,?...p;" olan bir degismeli grup olsun. O zaman G,

ler p; asallarina karsilik gelen G grubunun Sylow p; -alt gruplari olmak tizere G grubu

G, Gy, - Gy, alt gruplarinin direkt toplamina esittir. Yani

Pr

G=G, ®G,,®,...0G,
dir.

Ornek: G=2Z,=1{0,1,2,3,4,5} grubunun bir 2-grubu G, ={0,3} ve bir 3-grubu
G;= {0, 2,4 } olduguna gére G grubu alt gruplarin
G=2Z,=G, DG,

direkt toplamina esittir.



Onerme 10.1.3 (Birinci Sylow Teoremi): G sonlu bir grup, p bir asal say1 ve k pozitif bir
tamsay1 olmak iizere

p“|o(G) ve p“*}o(G)

ise G grubunun p* mertebeden bir alt grubu vardur.

Ornek: S, simetrik grubunun 3 tane Sylow 2-alt grubu ve 1 tane Sylow 3-alt grubu sirasiyla

{1,42) }, {1,@3}, {1,(23)} Sylow 2-alt gruplari
ve

{1, (123), (132)} Sylow 3-alt grubudur.

Ornek: Bir G grubunun mertebesi o(G)=2*.325%7 olsun. Birinci Sylow Teoremine gére
G grubu 2,4,8,16,3,9,5,25,125,7 mertebeli en az bir alt gruba sahip olmalidir.

Sonu¢: G sonlu bir grup ve p asal say1 olmak lizere eger
p“|0(G) ve p“*fo(G)

ise 0 zaman G grubu 0 <m<Kk olacak sekilde herhangi bir m tamsayisi igin p™ mertebeden
bir alt gruba sahiptir.

Tamim: G bir grup H<G, K <G olmak iizere H=g K g olacak sekilde bir g € G varsa
ozaman H ve K alt gruplarina esleniktir denir.

Onerme 10.1.4 (ikinci Sylow Teoremi): G sonlu bir grup, p bir asal say1 olsun. G nin Sylow
p-alt gruplarinin sayist n, ise

i) n,=1(modp)
i) n,| o(G)
ii1)) eger H, G nin herhangi bir Sylow p-alt grubu ve H nin normalleyeni

| N(H)={geG| g Hg=H]|
1Se

[G:N(H)]=n,
dir.



Tamm (Basit grup): Eger bir grup asikar bir grup degilse ve agikar olmayan 6z normal alt
gruplara sahip degilse bu grup basit grup olarak adlandirilir.

Yani, trivial (asikar) alt gruplarindan baska hi¢bir normal alt grubu bulunmayan bir gruptur.

Onerme 10.1.5 Eger p ve ¢, p<gq olmak iizere farkl asal sayilar ise 0 zaman pg uncu

mertebeden her G grubu bir tek g uncu mertebeden alt gruba sahiptir ve G de normaldir.
Boylece G basit degildir. Eger q modiilo p ye gore 1° e denk degilse o zaman G abelyendir
ve devirlidir.

Tanim (Maksimal normal alt grup): G bir grup ve G ye esit olmayan bir M < G normal

alt grubu olsun. M yi kapsayan G nin hi¢ bir 6z normal alt grubu yoksa, M normal alt
grubuna G nin maksimal normal alt grubu denir.

Yani, M ve N, G nin iki normal alt grubu olmak tizere M<N<G olmast N=G olmasini
gerektiriyorsa M, G nin maksimal normal alt grubudur.

Onerme 10.1.6 G bir grup olsun. M nin G nin maksimal normal alt grubu olmasi igin
g.v.y.k G/M bolim grubunun basit grup olmasidir.

Ispat: M, G grubunun maksimal bir normal alt grubu olsun. G/M bir basit grup degilse,
yani 6z normal alt gruplara sahip ise H< G alt grup olmak tizere, G/M nin H/M gibi bir
6z normal alt grubu olur. Bu durumda H=M ve H =G dir. Béylece H < G olur. Buise M

nin maksimal normal alt grup olmasi ile ¢eligir. O halde G/M basit grup olmalidir.

Tersine, G/ M nin basit grup oldugunu kabul edelim. M nin maksimal normal alt grup
oldugunu gosterelim:

H<G ve McH olsun. H< G olmasiigin g.v.yk H /M < G/M olmasidir.
sonucundan H /M < G/M olacaktir. G/M basit grup oldugundan H /M = G/M veya
H/M = {M } dir. Yani, H=G weya H=M olmalidir. O halde M bir maksimal normal
alt grup olur.



10.2 Sylow Teoremleri ile ilgili Ornekler

Ornek 1 Mertebesi asal olan her grup basit gruptur. Ayn1 zamanda biliyoruz ki bu grup
devirli gruptur. Ciinki{i Lagrange Teoremine gore bu tiir bir grubun asikar alt gruplarindan
baska higbir alt grubu yoktur.

Ornek 2 Bir grubun verilen mertebeden tek bir alt grubu varsa bu alt grubun normal alt grup
oldugunu gosteriniz.

Coziim: G grubunun verilen mertebeden tek bir alt grubu H olsun.

. ile H gruplari ayni mertebedendir. Ciinkii a Ha ™ alt

VaeG i¢cin aHa™
grubu H nin eslenigi olup, eslenik alt gruplarin mertebeleri ayn1 olacagindan
o(@aHa™)=o0(H) olur.

1

Boylece H tek alt grup olup, bu alt grup a Ha ™ =H normal alt grubunu verir.

Ornek 3 Mertebesi 20 olan bir grubun basit olmayacagini gosteriniz.

Coziim: 0(G)=20=2%5, G nin mertebesi asal bir say1 degildir, basit grup olamaz, fakat
20’ nin asal bolenleri 2 ve 5 oldugundan, G nin Sylow 2-alt gruplar1 ve Sylow 5-alt
gruplart mevcuttur. Bunlardan Sylow 5-alt gruplariin sayist 2. Sylow teoremine gore 20 ° yi
boler ve

ns =1(mod5)

denkligini saglayan say1 sadece 1 oldugundan tekdir. O halde Sylow 5-alt grubun sayisinin tek
olmas1 nedeniyle normal alt gruptur. Boylece G grubu basit grup olamaz.

Ornek 4 Mertebesi 15 olan bir grubun basit olmayacagini gdsteriniz.

Coziim: 0(G)=15=3.5, G nin mertebesi asal bir say1 degildir, basit grup olamaz, fakat
15’ nin asal bolenleri 3 ve 5 oldugundan, G nin Sylow 3-alt gruplar1 ve Sylow 5-alt gruplari
mevcuttur. Bunlarin sayis1 2. Sylow teoremine gore 15 * 1 boler ve

Ny =1(mod3) ve ng;=1(mod5)
denkliklerini saglayan say1 sadece 1 oldugundan birer tanedir. O halde Sylow 3-alt grup ve

Sylow 5-alt gruplarinin sayisinin tek olmasi nedeniyle bu alt gruplar normal alt gruptur.
Boylece G grubu basit grup degildir.



Ornek 5 Mertebesi 28 olan bir grubun 7 nci mertebeden bir normal alt grubunun olacagini
gosteriniz. Eger bu grubun 4 iincii mertebeden bir normal alt grubu varsa, grubun degismeli
olacagini gosteriniz.

Coziim: 0o(G)=28= 22.7 ve 28’ inbdlenleri 1,2,4,7,14 ve 28 dir. 2. Sylow teoremine
gore Sylow 7-alt gruplarinin sayisinin tek olmasi nedeniyle bu alt grup 7 nci mertebeden ve
normal alt gruptur. Bu gruba H diyelim.

Eger 4 iincli mertebeden bir normal alt grubu varsa, bu Sylow 2-alt grubudur ve
mertebesi bir asal saymin karesi oldugundan degismelidir. Bu gruba da K diyelim.

o(H)=7 wve o(K)=4 ve bu alt gruplar normal alt grup oldugundan,

H) o(K
HAK={e} ve ofHK)=2H0)_28_,q
oHNK) 1
oldugundan HK =G elde edilir. G2 HxK olup, H ve K degismelidir. Dolayisiyla G
degismelidir.

Ornek 6 p ve q asal sayilar, p<q olsun. o(G)=pq ise, o zaman G basit olamaz. Eger ,
ek olarak gq=1(modp) ise G=2Z,xZ, dir ve G devirli bir gruptur.

Coziim: pq ’nun bolenleri 1, p, g, pq ve 2. Sylow teoremine gore, Sylow p-alt grubu tek
olacagindan bu grup normal alt gruptur. Bu gruba H diyelim. Ayni sekilde Sylow g-alt grubu
tek olacagindan bu grup da normal alt gruptur. Buna da K diyelim. Bu durumda G grubu
basit degildir. Ciinkii, kendisinden ve {e } den bagka normal alt gruplar1 var demektir.

Eger q#1(modp) ve o(G)=pqg Iise,

_o(H) o(K) _pq _

HAK={e} ve o(HK)= HAK) ~ 1

Pq

ise HK =G oldugundan, G=ZHxK v HzZ_ , Kz Z,, yazilabilir. Béylece

pl
G;HxK;prZq ;qu

olup, G devirlidir.



