Bolum 2

Modiler Aritmetik

2.1 Tamsay1 Kongriianslar:

Tamim 2.1.1 n € Z* olsun. z.y € £ icin n|r — y ise x ile y modn e gére
kongriianttir denir ve » = y (mod n) ile gasterilir.

Teorem 2.1.2 mod n bagnfis:, L famsayslar Mimesi dzerinde bir denkdik
bagintisudar.

Ispat (1) Yansuma: ¥z € Eicin n|r — x = 0 oldugundan > = » (mod n) dir.
(ii) Simetri: ¥r,y € £ i¢in = y (mad n) olsun. Bu durumda njr — y ve
n| - (z —y) = y — z oldugundan y = r (mod n) dir.

(ii1) Gegisme: ¥Yr.y,z € £ igin » = y (mod n) ve y = z (mad n) olsun. Eger
njr — y ise r — y = nky olacak gekilde ky € £ ve nly — 2 ise y — 2 = nka
olacak gekilde ky € Z vardir. Bu durumda = — = = n(ky + kq} olacak sekilde
ky + kg € & vardir. Boylece n|r — 2 ve » = z (mod n) dir. ]

Simdi mod n bagintisi somicunda ortaya gkan denklik smufianim be-
lirleyelim. r € £ icin mod n bagmtisima gore denklik simh

|=] {ycZ:y=x(modn))

{yeZ:nly -z}

{yeZ:y—r=nk, kcZ}
lycZ:y=z+nk, kci)

{r+nk : ke i}

bigimindedir. Bu sebeple mad n bagintisi sonucunda ortaya cikan denklik
smiflar:

0 = {....=3n,-2n,-n,0.n,2n.3n,...}

N = {...-m+1L,-2n+l.-n+Lln+1.2n+1.3n+1,...}
n-1 = {...- -1, -2n-1,—n-1,-1n-12n-1.3n—-1....}
seklindedir.
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Tamm 2.1.3 mod m bagotm scoucundn arteyn giknn desiklik sizfonmae
longriians simiflary veyn kalan smmfar nd verilir.

T =y (rmd m) koagriinms bir denklem olmempses mgmen, decklemlerde
hildiFimi b e & arlnr isinde yupbilecegis. Stmdi bic
Iongrilmmsmn ber iki ternfies sy sy ekleyip, ber iki tarnfim sym smyoyle
ileonfimisi ponterel;
Teoram 2.1.4 Egera =0 (mod n) vex <L ise
g+ r=5+r (mod n) ve ar=br (modn)
dir.

ispat & a=b(modn) = nja—&
- a—b=nk; kcE
= (a+x}—(b+x)=mnk
= m|la+x)—(b+x)
= a+I=h+x (modn)

v a=bi{modn) = njo-&

- a—b=nk; Eck
= [o0— Bz = (nk)x
= axr — br - k)
=+ mlorx — b
=

ar = br (mod )
[ |

Kongrosnsler yulmndeki Geelfikiere ek olarmk ternf tnmfn toplams we
tornf tornfn grrpmes Geelliklerine de sshipticier.

Teoram 2.1.5 a==5& (mod n) ve ¢ =d {med r) is=
ate=b+d(modn} ve oc=bhd|modn}

dir.

ispat a = b(modn) ise hic Goodki tecrem gerefinee £ & E igin

ac = b (mod n) dir. Bemzer geidlde ¢ = d (med n) oldugunds & <  igin

be = bd (mod n) elde edilir,. = bofmbmmn geigme deellifinden oe =
bd (meod n) bubumr. | ]

Uyar: 21.6 Su nna kndar giod gz soyn sstemlerindes ksnbtoms deelbgi
snffinnryvar olmamms rofmen bongriinnssr igin
Tar = ay (mod n) = =y (mod r)”

Gnermesi her snen dofiru degildir. Oroegin (4)(6) = (4)(21) {mod30) ol
masnn rofimen G g 21 (mod3l) dir.
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Tx 2.1.7 (Kasal Kurali) ar = ay (mod n) ve obeb(a,n) - 1 e
x =y (mad n) dir.

ispat ar=oy(modn) - njer-ay
- nla(r—y)  :eboba,n) =1
- nlz-y
- r=y (modn)
| |

Toorem 2.1.8 Eger a e n grolarmda asal 152 ax = b (mod n) denkiigiran
bir x ¢omimed varder. Aynes X ipindein Aerhangs 1k ¢6xim maod n e gdre
komgraentir.

isp.t ehob{a,n) = | =+ | = as+ nt dacak sekilde 9.t € Z vardir
=+ b ash+ nth
=+ a{sh) — b = n(—th)
-+ nja(sh) — &
-+ a (sb) =bhb(modn)
—_—
T
Boyiece verilen denkligin bir r — b qOeitmii vanhir. Eger y bu denklifin
bagks bir gieiznd ise, bu durumde ar = b (mod n) v ay = b (mad n)
oldigfundan ar = ay (mod n) elée odilic. Teorem 1.1.7 gereginee = =

y (mad n) dir. -
Ornek 2.1.9 Xr = 14 (mod6d) denkligini ssglaynn r i bulahm:
63-20.3+3
20-3.6+2
3=2140
22140

ebob{20,63) = 1 oldugundan | — s+ 63 olacsk higimde 5.t € Z warder. Euelid
bolme aigoritmusndan 1 = 20.(~22) + 63.7 clde edifir. O halde
14 = (20)(—308) (modt3) cldufundun x = 308 = 7 (mod6d) bulunur.
Find: aym kongriians begks bir yolla gizmeye galsnhoc
20r = 14 (madbd) - 210z = 27 (mad63)  ; cbob(2,63) — 1 .
«» 10xr = 7 (mad3)
= 10r = T0 {mad6d) 3 ebob(10,63) - 1
s I =T (modi3)

2.2 Kongriians Simflart

Dahn onee oldue gité mod n befinte somseunde ortays gkan denklik
5 Kiimemin

Zon = (10}, [t);-+- o fm = 1)
ile ginerenegiz.
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Teoram 2.2.1 n = 1 oimak dere [a], [B] © Eq ign
@b =(+d , [o]@H=|oH

gekiinde tanemds iglemler ayofedaki dzellidere sahiptr:
1. @ , E izerindes bir iglemdir.
5 @ , Iy izerinds birlegimlidir.
& E, nin @ iglermne pore binm elemann sardir.
§. £, de her slemomn @ iglemine gore ters varchr
5 @, Iy dzerinds defigmelidir.
& @, Iy dzemindes bir iglemdir,
T. B, Ty izerinde birlegivadidir.
& X, nin & iglerune pore birnim elemann sordir.
8 @, K, dserinds defigmelidir.

% B: FnxEn — En
fopat (lal, ) — o] @ B

{lal, () = ([}, [3]} wlmm.

@] =[] = aecf] = o=z (mad n)

Bl-l - bel] - _ b=yimodn)
atb=rty(moadn] = |o+H=|r+y]
a.b=ry (modn) -+ |obf =

(1) @ nm &yi tnmmb aldufum goeterelim:

@ fal, () = [a] @ [B] = [a + B = [z + 3] = [l @ 3] = @{l=]. [])
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(2) al, [, [ £ Zn igin

@i el) = |bai»ted)
= o+ (5+£)]
= [lm+ 8+
- [td@f]
= ([a] & &) = [d

oldufundan &, Zn, de hirkejimldir.

(3} o £ L igin
lal @ = [a+0] = [a] ve [0]Ffa]—[0+a]=|a]

alnenk Bigimde [1] £ Z,, oldcgundun [0] birim elemnndsr.
(4} |a] & T igin

fol @ [-a] = o+ (—al] = [0] ve [-a]@|a]=[(-a)+a]- [0
olnenk bigimde [—a] = [0 — a] € En okdufundan, |o] elemammn o iglemine
giee tersi [n — af dir. (#rfa]=|na] cldfum ghsterin. )
(B} = mn iyl tnnomh aldugum gisterelim:

©lad; |8} = [=] 2 8 = o] = [=y] = [=] @ [y] = =({l=]. [¥])

Bemmer gekilde dijer gikiar da kolnyhkls ghsterilebilir. =

Ornok 2.2.2 %, = {[d],[1],....[5]} Gxecinde tanmnh @ ve @ iglemlerinin

Uyar: 2.2.3 Yuknndaki tebloden de gicileesfii giki T de ber elemonan
cnrponsnl tersi mevent olmak sorumdn degildir.

Toeoram 224 [ ¢ [a] © Fn olmak dzere (o] ma porpimsal tersinin ofmas
igin gerek e peter Eogul chob{a n) = 1 ofmosdr

ispat o], 1 € Zo ve fal[¥ — 1 cloun.
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[a]ld] = 1 b =1 {mod n)

njab—1

wh—1l=ng ;g

ab+mi—g) = 1

mhadifa, ) = 1

t11t1

]
Ornok 2.2.5 [a] € Ly almnk fwere, Teorem .24 gerejiines (o] mn Zy;
igerisinde gurpiman] tersinin olmes igin gerek ve yeter kogul shobda, 16) = 1
olmmmdor. Bu sheple, X, igerisimde gorpunsn] tersi meveut olan elemonlor
[e1, (21, (4], 171 [B1, [11, [13], [14]
we By, icerisinde carpomsal temsi meveut ohmsynn clemnnine
{al, =1, ket (o], [10f, [12]

geklindedir. =
Ornek 236 Ty igerisivde [13) el gurpomsnl tersinin meveut alop
almubimy aregternlom.

10]=1314+9

13=0.1 +4

G=d Z+D

4 =1.4+0

ehob{11, 101} = 1 aldufundan Fyp, iesinds [13) nm earpomsnl tersi mev-
eattar. Yook, 13z = | [mod®]) decklEicin bir oSeiima wrdir.  Sandi
b giiwiind bulnlun, ebob(13, 19} = 1 ckdufundan 1 = 138 + 191¢ clnenk
higimde o, t € £ vardir. Evefid bilme nlgoritmesim teesten uygulorssk;

1= 90— ()2
9 [13— (@)(1)}2)

(9)3) - (13)(2)

(191 — (1Z)(14)(3) — (13N2)
(181)(3) + (13)(~44)

eddr edifir. Biyleer 13{—44} = 1 (mod191) oldugundan

T = [13]7" = [44] = [147]
heahzmer. -
Ornok 2.2.7 L iperiinde

[ + W - [29

ol + Il = [18]
denklem sisternini gfednine olalm. B i denklemi sgofpdaki gibi ifnde
i

dr+y = 22 (moddE)

I9r+y = 15 (modiS)
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Bu iki denklikten 16x = 19 {mud25) elde sdilic. Ornek 1.2.5 dekilere: besmer
iglemnler ynpularnk |15~ = |7] balonar, Bunu son denklikte yerine ynanrsek;

197 [rnod2G)
T (rnod26)

E

elde edilir v son olerek
y =12 — iz (moddE) = y = 10 {moddE)

bualunar. Yani; verilen denklem siseminin ciisiimd [z] - (3], [y] = [10] dur.

Ornek 2.8 x = modZ), r = 1{madd} , © = Hmodh ) decklem ssteinin
Lo igerisinds hir ofeitmil vor mshe? Arngtimbm,

T = ({mod?}, = 1{modd) , r = Hmods) obum. r = 2k olnenk gekilde
k £ L wrdir. T = 1{modl} denklifimden 2k = 1{modl) alop & = 3 + 2
alnenk gekilde ¢ € E virdir. Bao durnmdn © = 6t + 4 olup £ = 2{modh) de
yerine ymemrsak 61 + 4 = 2{mods) alneaktr. Biyleer £ + 4 = 2[modd) alop
# = M muodh) dir. Bu durumdn § = Smi+ 3 diic. Aynen x = 6{5m+ 3] +4 =
Blimn + 22 edde edilir. Somig olnrek © = 22 mod30) dur. -

Tanum 239 Euler p fonksigor, n positif & igin nye egit veyn
m den kigpik ve nile ornlonmdn nssl olsn pogitif tnmeayleon soys odamkc
tommlnmr.
Ornak 2210 (2} = 1,04} = 2, 55} = 4 dir. -
Taoram 2.2.11 p asal ve a ponitif tamsagn olmak Eere
— 1

R S A
dir.
Ornak 2.2.12 0} = () =37 - J= G dr. .

Tooram 2.2.13 {Euler Toorami} a ve n tamsayuion sem sjer chobfa, nj =
1 ise, @ = 1 {mmiod r) dir.

Ornok 2214 33" seymemn 40 o bilamimuen kb balehm,  Euler
teoremi geregines 19'% = 1 (mod 40} elde edilir. Biylece

A T Y - [:ﬂ‘"}'.!ﬂ!ﬂ" =17 = Bl =1 (mod 40}
halanar. =

Fermatin kidgilk teoremi Evler teareminin eel bir hnbdir. Euler teore-
minde n yerine p nhnmaesyln Fermatin kifgik teoremi elde edilir.
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Tooram 2.2.15 (Farmatin Kiigiik Teoremi) p asal tamsay ise her
a € Et ipim of = a(mod p) dir. Efer (o,p) = | ise, bu doromads
af! = 1 (mod p) dir.

Ornek 2216 L6667+ 222955 synmpn T ye bdlamiizden kel bsoploymizm,
Fermatin kdigitk teoremi ynrdomyls

BEGET 4 B S T 1N S (P (B S TS S 242 S0 (mad T)
elde edilir, -
Teoram 2.2.17 [ Wilkon Teorami) p asal tamsag ise (p—1)! = —1 [mod p)
dir.

Ornck 2218 1% soysamn 13 e bliimiinden kelnm hesaplaynlon.
1294879101112 = 123 458 [—8).(—E){—4).[—Tp{—21.[1] = 1 {mused 13}
halonor. Diger tarnfton Wilson Teoremd yardmmoyis (1Z2) = —1 (moed 13
aliuga kolsyes gorizli. -

2. Béliim Ozeti

& e EF ve r,p € L olmak e

nijr — g+ =y (mod )"
bajimte bir decklik bagintmdr. Bu denklik bagmtsmnm alagtundigu
denklik simflanmn kiimesi T, ile gosterili.
#. a=>5 (mod n) we x £ Ealmak fisene

at+r=b+r(modn] ve ax=bhr (modn)
. g=>hb (mod n) we o= d (mod n) is=
ate=b+d{modn) ve aec=bhd {modn)

. or = ajy (mod n) we sobfo,n) =1 e x =y (mod @) dir.

#. Efer a il n ambsninds ol ise ar = & (mod n) denklifinin bir T
giwiimil verdir. Aynen X Spindeki hechnngi ik giizitim mad noo gine
loomgriinnttr.

s, Ep ierinde
[

ToxBo — Fu
(el (6] — [a]@H = |atb
(o

E % Fm T
([al.[B) — [a] @4 = |ad]
higiminde tanmml iglemler ssnipduki Geelliklere ankiptic:




